Lista zadan nr 9: szeregi potegowe

(1) Znajdz promien zbieznosci szeregéw potegowych

! n n .M . n non
Z%, Znnf , Zsm(n)a} , Zn "

n=0 n>1 ’ n=0 n>1

Czy umiesz wyznaczy¢ przedziaty zbieznosci tych szeregdéw?

, . . e 1e 1. a
Wskazéwka: z pierwszego semestru wiadomo, ze jesli lim, Z“ =x >0, to limp,—0o ¥an, = .
n

(2) Wyznacz tyle wyrazow, ile to mozliwe, szeregu potegowego:
R4+z+202+22+.. )1 —22+ 2> —22° +...).

Czy potrafisz odgadnaé, jakie szeregi potegowe mial na mysli autor zadania i
wyrazi¢ ich sume w zwartej postaci?
(3) Wyznacz tyle wyrazow, ile to mozliwe, szeregu potegowego:
1 -2z 422 —223 4+ ...
24z +202+ a3+ ...
(4) Wyznacz tyle wyrazow, ile to mozliwe, zlozenia (w wybranej kolejnosci) funkeji
danych szeregami potegowymi:

=222+ 23—t + ... oraz 2+ 22+ 223+t + ..

(5) Sprawdz, ze szereg potegowy o wspotczynnikach a,, (o dodatnim promieniu zbiez-
nosci) okresla funkcje parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy a, = 0 dla n nieparzy-
stych. Sformutuj podobne twierdzenie dla funkcji nieparzystych.

(6) Szereg > . ,n!2" ma zerowy promien zbieznosci. Mimo to mozna udowodnic,
ze istnieje szereg ) . anr" taki, ze (formalny) iloczyn szeregow potegowych
(2@0 n!m") . (Zn>0 an® ) jest rowny jeden, tj. jest szeregiem 1 + Oz + 0z2 +
0x3 + ... Znajdz kilka pierwszych wspolczynnikow a,,.

(7) Niech f(z) = (1 —x)* = exp(aln(l — x)) dla z < 1. Uzasadnij, ze f jest funkcja
analityczna (powolujac sie na odpowiednie twierdzenia z wyktadu). Znajdz szereg
potegowy funkeji (1 — z)® o $rodku w zerze i wyznacz jego promieri zbieznosci.
Wobec analitycznosci f automatycznie suma tego szeregu jest rowna f(z)!

(8) Wykorzystaj poprzednie zadanie dla a = —= do wyznaczenia szeregu potegowego
funkcji 1/4/1 — x2. Scalkuj ten szereg Wyraz po wyrazie, aby uzyska¢ szereg Mac-
laurina funkgcji arcsin(z). Wywnioskuj (wykorzystujac twierdzenie Abela), ze

T < ()
5_;4”(2n+1)’ Z16nQn+1

S e oo = 3.14159262.. .. (za$ 7 = 3,14159265...).
(9) Zapisz szereg potegowy funkeji ﬁ i scalkuj go wyraz po wyrazie, by uzyska¢
szereg Maclaurina funkcji arctg(x). Jaki jest promienn zbieznosci tych szeregow?

Wywnioskuj (wykorzystujac twierdzenie Abela), ze

10 sktadnikoéw ostatniego wzoru daje m =

T = (—=1)" ™3 i
Z‘%znﬂ’ 6 Z3nQn+1

n=0

(10) Wyznacz kilka pierwszych wyrazow szeregu potegowego (o srodku w 0) funkeji
f(z) = exp(exp(z) — 1). Zrob to na dwa sposoby: (a) przez skladanie szeregow;
(b) przez obliczanie kolejnych pochodnych. Wykorzystaj to do wyznaczenia sze-
regu potegowego funkcji exp(exp(z)).

Czym sa liczby i wielomiany Bella?



ZADANIA DODATKOWE

(A)

(©)

Niech
o0 —1)ng2n 0 —1)nyp2ntl
C(x)z%%, S(x)zg(@gﬁ.

Operujac tylko wtasnoSciami szeregow potegowych, uzasadnij, ze S’'(z) = C(z),
C'(x) = =5(x), S(z+y) = S(2)C(y)+C(x)S(y), Claty) = C(z)C(y)=5(x)S(y)
oraz (S(r))? + (C(x))? = 1 (ostatnia réownos$é¢ latwo wynika z przedostatniej dla
y = —x). Udowodnij ponadto, ze istnieje liczba p > 0 taka, ze C(x) > 0 dla
z € [0,p), lecz C(p) = 0.

W ten sposob formalnie definije si¢ cos(z) = C(x), sin(z) = S(x) oraz ™ = 2p.

Niech (d,) bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych. Udowodnij, ze istnieje
nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna funkcja f taka, ze f((0) = d,, dlan € N.
W tym celu niech h bedzie dowolnie wiele razy rézniczkowalng funkcja, ktora
jest rowna 1 w przedziale [—1,1] oraz 0 w zbiorze (—oo, —2] U [2,00) (funkcja
taka zostata skonstruowana w zadaniu dodatkowym (B) na liscie zadan nr 14 w
poprzednim semestrze). Niech:

M, = sup{‘h(k)(x)l ck<n,ze€ R},
Ap = 8nn'Mn max(l, |dn|)7

xn

fn<x> = dnmh()‘nx)a
fla@) =" falx).

Zauwaz, ze f,gk)(()) = 0 dla wszystkich k # n oraz f,g")(O) = d,. Udowodnij, ze
jesli k < n, to:

@) <2

Nastepnie wykorzystaj kryterium Weierstrassa, by wywnioskowaé jednostajna
zbieznosé szeregow Z f,(f) i w konsekwencji réwnosc:
n

(z fn> By
n=0 n=0

Wskazowka: udowodnij, ze gdy |z] < 2A-1, k < n, to

0] < O j: (5) (e - iian,)

n! j n—j

n! j
=d, - 2" - 2"M Nt
Niech a; = 1, an41 = sin(a,). Udowodnij, ze lim,_,o.(v/na,) = v/3.
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