Lista zadan nr —1: aproksymacja

ZADANIA DODATKOWE
W ponizszych zadaniach ||f|| oznacza norme supremum f na przedziale [a,b], tj. || f]] =

sup{|f(z)] : = € [a, 0]}

(A)

(H)

(D
(J)
(K)

Funkcja g jest funkcjq schodkowq na [a,b], jesli istnieje podzial (zg,xq,...,xx)
przedziatu [a,b] taki, ze g jest stala na kazdym z przedzialow (z;_q,z;), gdzie
j=1,2,..., k. Udowodnij, ze dla kazdej funkcji ciaglej f na [a,b] i dla kazdego
e > 0 istnieje funkcja schodkowa g o wlasnosci || f — g < e.

Funkcja g jest kawatkami liniowa na [a,b], jesli istnieje podzial (zg,z1,..., k)
przedziatu [a, b] taki, ze g jest funkcja liniowa na kazdym z przedzialow [z,_q, z;],
gdzie j = 1,2,... k. Udowodnij, ze dla kazdej funkcji ciagtej f na [a,b] i dla
kazdego € > 0 istnieje kawalkami liniowa funkcja g o whasnosci || f — g|| < e.

Czy funkcje schodkowe tworza zbior gesty w €'(|a,b])? Czy funkcje kawaltkami
liniowe tworza zbior gesty w € ([a, b])?

Niech (P,) bedzie ciagiem sum czesciowych szeregu Taylora funkcji h(z) = /x
wokot xg = 1. Z zadania 7 z listy 9 wynika, ze promien zbieznosci tego szeregu
to 1 oraz ze granica ciagu (P,(x)) jest h(z) dla = € (0,2). Udowodnij, ze ciag
(P,(z)) jest zbiezny roéwniez dla « = 0 i ponadto (P,(z)) jest ciagiem maleja-
cym dla kazdego = € [0, 1]. Wywnioskuj z twierdzenia Diniego, ze ciag (P,) jest
jednostajnie zbiezny na [0, 1] do funkcji h.

Wykorzystujac powyzszy ciag (P,), skonstruuj ciag wielomianéw zbiezny jedno-
stajnie do: (a) funkcji g(z) = |z| na przedziale [—1, 1]; (b) funkcji g(z) = p|x — ¢|
na przedziale [a, b], gdzie a,b,p, ¢ € R sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

Uzasadnij, ze kazda funkcja kawaltkami liniowa jest suma funkeji postaci p|z — ¢|,
gdzie p,q € R. Wywnioskuj, ze kazda funkcja kawalkami liniowa na [a,b] jest
granica jednostajna ciagu wielomiandéw. Wywnioskuj, ze kazda funkcja ciagla na
[a, b] jest granica jednostajng ciagu wielomianow (tw. Weierstrassa).

Wywnioskuj, ze kazda funkcje ciagla na [0, 00), posiadajaca granice w oo, mozna
jednostajnie przybliza¢ przy pomocy kombinacji liniowych funkcji wyktadniczych
e % gdzie a > 0 (a nawet e " gdzie n € N U {0}).

Wskazowka: rozwaz g(z) = f(—In(z)), z € (0,1].

Wywnioskuj, ze kazdy zbiezny ciag (a,) mozna jednostajnie przybliza¢ przy po-
mocy kombinacji liniowych ciggéw geometrycznych.
Udowodnij twierdzenie Diniego.

Udowodnij twierdzenie Abela (dla szeregow potegowych).

Niech f bedzie funkcja ciagta na [—1,1]. Zauwaz, ze dla danego n € N oraz
ustalonych punktéw xzg, 1, ..., x, istnieje dokladnie jeden wielomian (),, stopnia
n, ktory jest rowny f w tych punktach — jest to tzw. wielomian interpolacyiny.
Udowodnij, ze

(@ mz)(r =) (2= 2)
(@)= Qulo)] - —a. F(e)

dla odpowiedniego punktu posredniego c.



(L) Wywnioskuj, ze wielomiany interpolacyjne funkcji f(z) = €%, f(x) = sin(z),
f(x) = e z rowno rozlozonymi weztami (tj. z; = a + Z(b — a)) daza jedno-
stajnie do funkcji f.

(M) Narysuj wykresy poczatkowych wielomianow interpolacyjnych funkcji f(z) = ﬁ
na przedziale [—5, 5] z rowno roztozonymi weztami (przyktad Rungego). Czy wie-
lomiany te daza jednostajnie do funkcji f7

(N) Poczytaj o wielomianach interpolacyjnych z weztami Czebyszewa — taki wybor
wezlow (w pewnym sensie) minimalizuje blad interpolacji.
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