
Lista zada« nr −1: aproksymacja

Zadania dodatkowe

W poni»szych zadaniach ‖f‖ oznacza norm¦ supremum f na przedziale [a, b], tj. ‖f‖ =
sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.

(A) Funkcja g jest funkcj¡ schodkow¡ na [a, b], je±li istnieje podziaª (x0, x1, . . . , xk)
przedziaªu [a, b] taki, »e g jest staªa na ka»dym z przedziaªów (xj−1, xj), gdzie
j = 1, 2, . . . , k. Udowodnij, »e dla ka»dej funkcji ci¡gªej f na [a, b] i dla ka»dego
ε > 0 istnieje funkcja schodkowa g o wªasno±ci ‖f − g‖ < ε.

(B) Funkcja g jest kawaªkami liniowa na [a, b], je±li istnieje podziaª (x0, x1, . . . , xk)
przedziaªu [a, b] taki, »e g jest funkcj¡ liniow¡ na ka»dym z przedziaªów [xj−1, xj],
gdzie j = 1, 2, . . . , k. Udowodnij, »e dla ka»dej funkcji ci¡gªej f na [a, b] i dla
ka»dego ε > 0 istnieje kawaªkami liniowa funkcja g o wªasno±ci ‖f − g‖ < ε.

(C) Czy funkcje schodkowe tworz¡ zbiór g¦sty w C ([a, b])? Czy funkcje kawaªkami
liniowe tworz¡ zbiór g¦sty w C ([a, b])?

(D) Niech (Pn) b¦dzie ci¡giem sum cz¦±ciowych szeregu Taylora funkcji h(x) =
√
x

wokóª x0 = 1. Z zadania 7 z listy 9 wynika, »e promie« zbie»no±ci tego szeregu
to 1 oraz »e granic¡ ci¡gu (Pn(x)) jest h(x) dla x ∈ (0, 2). Udowodnij, »e ci¡g
(Pn(x)) jest zbie»ny równie» dla x = 0 i ponadto (Pn(x)) jest ci¡giem malej¡-
cym dla ka»dego x ∈ [0, 1]. Wywnioskuj z twierdzenia Diniego, »e ci¡g (Pn) jest
jednostajnie zbie»ny na [0, 1] do funkcji h.

(E) Wykorzystuj¡c powy»szy ci¡g (Pn), skonstruuj ci¡g wielomianów zbie»ny jedno-
stajnie do: (a) funkcji g(x) = |x| na przedziale [−1, 1]; (b) funkcji g(x) = p|x− q|
na przedziale [a, b], gdzie a, b, p, q ∈ R s¡ ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

(F) Uzasadnij, »e ka»da funkcja kawaªkami liniowa jest sum¡ funkcji postaci p|x− q|,
gdzie p, q ∈ R. Wywnioskuj, »e ka»da funkcja kawaªkami liniowa na [a, b] jest
granic¡ jednostajn¡ ci¡gu wielomianów. Wywnioskuj, »e ka»da funkcja ci¡gªa na
[a, b] jest granic¡ jednostajn¡ ci¡gu wielomianów (tw. Weierstrassa).

(G) Wywnioskuj, »e ka»d¡ funkcj¦ ci¡gª¡ na [0,∞), posiadaj¡c¡ granic¦ w ∞, mo»na
jednostajnie przybli»a¢ przy pomocy kombinacji liniowych funkcji wykªadniczych
e−ax, gdzie a > 0 (a nawet e−nx, gdzie n ∈ N ∪ {0}).
Wskazówka: rozwa» g(x) = f(− ln(x)), x ∈ (0, 1].

(H) Wywnioskuj, »e ka»dy zbie»ny ci¡g (an) mo»na jednostajnie przybli»a¢ przy po-
mocy kombinacji liniowych ci¡gów geometrycznych.

(I) Udowodnij twierdzenie Diniego.

(J) Udowodnij twierdzenie Abela (dla szeregów pot¦gowych).

(K) Niech f b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ na [−1, 1]. Zauwa», »e dla danego n ∈ N oraz
ustalonych punktów x0, x1, . . . , xn istnieje dokªadnie jeden wielomian Qn stopnia
n, który jest równy f w tych punktach � jest to tzw. wielomian interpolacyjny.
Udowodnij, »e

|f(x)−Qn(x)| =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)

(n+ 1)!
f (n+1)(c)

dla odpowiedniego punktu po±redniego c.



(L) Wywnioskuj, »e wielomiany interpolacyjne funkcji f(x) = ex, f(x) = sin(x),
f(x) = e−x2

z równo rozªo»onymi w¦zªami (tj. xj = a + j
n
(b − a)) d¡»¡ jedno-

stajnie do funkcji f .

(M) Narysuj wykresy pocz¡tkowych wielomianów interpolacyjnych funkcji f(x) = 1
1+x2

na przedziale [−5, 5] z równo rozªo»onymi w¦zªami (przykªad Rungego). Czy wie-
lomiany te d¡»¡ jednostajnie do funkcji f?

(N) Poczytaj o wielomianach interpolacyjnych z w¦zªami Czebyszewa � taki wybór
w¦zªów (w pewnym sensie) minimalizuje bª¡d interpolacji.
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