
Lista zada« nr 0: niewymierno±¢ π

Zadania dodatkowe

Przypu±¢my, »e a ∈ R nie jest wielokrotno±ci¡ π oraz a = p
q
, tg(a

2
) = P

Q
, gdzie p, q, P,Q ∈

R \ {0}. Na pocz¡tku warto my±le¢, »e a = π
2
. Zauwa»my, »e:

sin(a) =
2 tg(a

2
)

1 + (tg(a
2
))2

=
2PQ

P 2 +Q2
, cos(a) =

1− (tg(a
2
))2

1 + (tg(a
2
))2

=
Q2 − P 2

P 2 +Q2
.

Dla n ∈ N niech

In =
qnQ

n! sin(a)

∫ a

0

tn(a− t)n sin(t)dt.

(A) Udowodnij, »e

|In| 6
Qa

sin(a)

(qa2)n

n!

i wobec tego lim
n→+∞

In = 0.

(B) Udowodnij, »e dla n > 2 zachodzi

I0 = P, I1 = 2Pq − pQ, In = (4n− 2)qIn−1 − p2In−2.
Wywnioskuj, »e je±li p, q, P,Q ∈ Z \ {0}, to In ∈ Z dla n ∈ N.

(C) Wywnioskuj, »e je±li p, q, P,Q ∈ Z \ {0}, to In = 0 od pewnego miejsca. Wywnio-
skuj, »e w takim razie In = 0 dla ka»dego n. Wywnioskuj, »e a = π

2
nie jest liczb¡

wymiern¡. Wywnioskuj, »e je±li a ∈ Q \ {0}, to tg(a
2
) /∈ Q.
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