TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 1

Niech F bedzie polem wektorowym. Jesli
F=-VV+VxA,

to funkcja V nazywana jest potencjatem skalarnym pola ﬁ, za$ pole wektorowe A— poten-
cjatem wektorowym pola F'. Pare potencjaléw danego pola mozna wybraé na wiele sposobdw
— konkretny wybdr nosi nazwe cechowania.

(1) Naszkicuj dowod nastepujacego twierdzenia: jesli F jest polem klasy C! w obsza-
rze JednospOJnym DorazVxF=0w D, to istnieje potencjat skalarny V' taki,
e F=—-VVwD.

(2) Naszkicuj dowod nastqpumcego twierdzenia: jesli F jest polem klasy C' w obsza-

rze JednospOJnym DorazV-F=0w D, to istnieje potencjal wektorowy A taki,
se F = V xVoraz A3 =0w D.

(3) Zauwaz, ze do potencjatlu skalarnego mozna doda¢ stala, zas do potencjatu wek-
torowego — gradient dowolnej funkcji.

(4) Udowodnij, ze do potencjatu skalarnego mozna dodaé dowolna funkcje harmo-
niczna (czyli spetniajaca rownanie Au = 0), jesli odpowiednio zmodyfikuje sie
potencjal wektorowy.

(5) Sprawdz, ze funkcja V(%) = 22 — 22 i pole wektorowe A(%) = (0,0, 2z,2) tworza

pare potencjaléow pola zerowego. Wyznacz A o podobnej wtasnosci dla V(%) =
1’1/|f’3

TWIERDZENIE (rozktad Helmholtza). Zaloz’my, ze D C R3 jest obszarem, zas F jest cigglym
polem wektorowym na D takim, ze |F(Z)|/(1+ |Z|) jest funkejg catkowalng w D. Wowczas
istnieje potencjal skalarny i potencjat wektorowy pola F.

Jedli ponadto D jest regularny (w sensie twierdzenia o dywergencji) lub D = R3, F jest
klasy C! na D wraz z brzegiem, zas w przypadku D = R3 pochodne czastkowe F spetniaja
analogiczny warunek catkowalnosci, to para potencjaléw moze byé wyrazona wzorem:
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gdzie dy oznacza element objetosci, zas dri(Z) to wektor normalny skierowany na zewnatrz
D przemnozony przez element powierzchni.

(6) Uzasadnij, ze V x (V x F) = V(V - F) — AF.
(7) Okreslmy F(Z) = 0 dla & ¢ D. Niech G = UF, gdzie U jest operatorem poten-
cjalu Newtona. Zauwaz, ze wewnatrz D zachodzi
F=—-AG=-V(V-G)+V x (VxG)
i wobec tego prawdziwa jest pierwsza cze$é¢ twierdzenia Helmholtza.
(8) Zauwaz, ze uzyskany wyzej potencjal wektorowy A =V x G spelnia V- A = 0.

(9) Sprawdz, czy wewnatrz D para potencjalow V = V-G oraz A = V x G jest rowna
parze podanej w drugiej czesci twierdzenia Helmholtza.



Niech E(t,#) oznacza pole elektryczne, B(t,) pole magnetyczne, o(t, ) gestosé roz-

—

mieszczenia tadunku elektrycznego, zas J(t, ) strumieni pradu elektrycznego. Wielkosci te
spetniaja rownania Mazwella:
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V x E =—8,B,
V x B=8E +J.
Spelniona jest ponadto zasada zachowania tadunku elektrycznego:
do+V-J=0,

nazywana rowniez rdwnaniem ciggltosci.

(10) Wyraz 02E oraz 92B bez uzywania pochodnej po czasie.
(11) Sprawdz, ze jesli o = 0 oraz J =0, to wspolrzedne E oraz B spelniaja (klasyczne)
rownanie fali: 9?u = Au.

Potencjal wektorowy /Y(t, Z) pola magnetycznego nazywa sie potencjatem magnetycznym,
zas potencjal skalarny V (¢, ¥) pola E—9,A— potencjotem elektrycznym. Gdy A nie zalezy
od czasu, potencjat elektryczny jest po prostu potencjatem skalarnym pola elektrycznego.

Cechowanie Lorenza to wybor potencjalu magnetycznego, ktory spetnia warunek:

OV +V-A=0.

Cechowanie Coulomba z kolei zadane jest przez warunek V - A=0.

(12) Zauwaz, ze do potencjalu magnetycznego mozna dodaé gradient dowolnej funkeji
u. Woéwcezas do potencjatu elektrycznego nalezy dodaé dyu.

(13) Sprawdz, ze przy cechowaniu Lorenza potencjal elektryczny i potencjal magne-
tyczny wyznaczaja pola elektryczne i magnetyczne:
E=-VV —9A,
{é =V x A
(14) Udowodnij, ze przy cechowaniu Lorenza réwnania Maxwella mozna zapisa¢ w
postaci
02V — AV = p,
{%E—Aﬁzf
(15) Zauwaz, ze jesli u spelnia réwnanie fali 0?u = Au, to dodanie d;u do poten-

cjatu elektrycznego oraz Vu do potencjatu magnetycznego zachowuje cechowanie
Lorenza.



