
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 2

W R
d (d ≥ 3) de�niujemy j¡dro potencjaªu Newtona: U(x, x) = U(0) =∞,

U(x, y) = U(x− y) =
cd

|x− y|d−2
(x 6= y),

gdzie cd = ((d− 2)|∂B(0, 1)|)−1 = Γ(d2)/(2(d− 2)πd/2). Operator potencjaªu Newtona to:

Uµ(x) =

∫
Rd

U(x, y)µ(dy)

i jest okre±lony dla wszystkich miar µ takich, »e∫
Rd

1

1 + |x|d−2
|µ|(dx) <∞.

Gdy µ ma g¦sto±¢ %, piszemy U% = Uµ.

(1) Udowodnij, »e Uµ(x) jest poprawnie zde�niowany dla prawie wszystkich x ∈ Rd.

(2) Wyznacz ∇U(x) i sprawd¹, »e ∆U(x) = 0 dla x 6= 0.

(3) Udowodnij, »e je±li µ ma no±nik zwarty i g¦sto±¢ % klasy C2, to ∆Uµ = U∆%.

Twierdzenie (trzeci wzór Greena dla Rd). Dla dowolnej funkcji f klasy C2 takiej, »e caªki∫
Rd

|f(x)|
1 + |r|d

dx,

∫
Rd

|∇f(x)|
1 + |r|d−1

dx,

∫
Rd

|∆f(x)|
1 + |r|d−2

dx

s¡ sko«czone, zachodzi f = −U∆f .

(4) Udowodnij (u±redniaj¡c po promieniu) trzeci wzór Greena dla Rd, wykorzystuj¡c
trzeci wzór Greena dla kul.

Twierdzenie (rozwi¡zanie równania Poissona w kuli). Niech D = B(0, r). Dla dowolnej

funkcji f klasy C2 na D zachodzi

f(x) = −
∫
D
GD(x, y)∆f(y)dx+

∫
∂D

PD(x, z)f(z)dz,

gdzie GD(x, y) to funkcja Greena kuli, za± PD(x, z) to j¡dro Poissona kuli:

GD(x, y) = U(x, y)− ( r
|x|)

d−2U( r2

|x|2x, y) (x, y ∈ D, x 6= 0, x 6= y),

GD(0, y) = U(x, y)− cdrd−2 (y ∈ D),

PD(x, z) =
(d− 2)cd

r

r2 − |x|2

|x− z|d
(x ∈ D, y ∈ ∂D).

(5) Niech D = B(0, r). Udowodnij, »e GD(x, z) = 0 dla z ∈ ∂D oraz

PD(x, z) = − z
|z| · ∇yGD(x, z) = lim

y→z

GD(x, y)

r − |y|
.

(6) Udowodnij, »e funkcje harmoniczne w zbiorze otwartym D s¡ analityczne w D.

(7) Niech D b¦dzie otwarty. Udowodnij, »e je±li |µ|(D) = 0, to ∆Uµ = 0 w D.

(8) Udowodnij, »e je±li µ ma g¦sto±¢ % klasy C2 w otoczeniu x, to %(x) = −∆Uµ(x).

(9) Udowodnij, »e je±li µ ma ci¡gª¡ g¦sto±¢ % w otoczeniu x, to Uµ(x) nie musi by¢
funkcj¡ klasy C2 w otoczeniu x.



(10) Udowodnij (u±redniaj¡c po promieniu), »e je±li D jest otwarty, za± f jest harmo-
niczna w D, to

f(x) =
1

|B|

∫
B

f(y)dy

dla ka»dej kuli B takiej, »e B ⊆ D. Udowodnij twierdzenie odwrotne: je±li f
jest lokalnie caªkowalna w D i ma powy»sz¡ wªasno±¢, to jest klasy C2 i jest
harmoniczna.

(11) Wywnioskuj zasad¦ maksimum: je±li f jest harmoniczna w spójnym zbiorze otwar-
tym D i ma w D ekstremum lokalne, to jest staªa.

(12) Wywnioskuj wªasno±¢ Liouville'a: je±li f jest harmoniczna w Rd i ograniczona z
jednej strony, to jest staªa.

(13) Udowodnij, »e je±li g(x) = U(x)f( r2

|x|2x) (czyli g jest transformat¡ Kelvina f), to

∆g(x) = r4

|x|4U(x)∆f( r2

|x|2x).


