TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 3

(1) Niech . bedzie o-algebra generowana przez zamknieta ze wzgledu na branie
skoriczonych przekrojow rodzine podzbiorow Z#y. Udowodnij, ze jesli E(X; F) =
E(Y;F) dla f € %, to E(X;F) = E(Y;F) dla f € %. Wywnioskuj, ze jesli
zmienna losowa Y jest .Z-mierzalna, to Y = E(X|.%).

2) Uzasadnij, ze warunkowa warto$¢ oczekiwana jest cigglym operatorem na !
J J agily
(przestrzeni zmiennych losowych o skoriczonej $redniej).

(3) Niech X; bedzie ruchem Browna startujacym z 0. Okreslmy Q = Q x R? oraz
X(@) = 2+ X, (w) gdy @ = (w, ) € Q. Niech ponadto P* bedzie obrazem miary
P przez odwzorowanie Q 3 w — (w,z) € . Uzasadnij, ze tak skonstruowany
proces jest ruchem Browna startujacym z dowolnego punktu (réwnowaznie: dla
kazdego © € R? proces X, — x z miarg P? jest ruchem Browna startujacym z

zera).

Niech t,, (n > 1) bedzie ciagiem dodatnich liczb wymiernych, 9 = 0. Niech &,, bedzie cia-
giem niezaleznych zmiennych o d-wymiarowym rozktadzie normalnym N (0, 27). Okreslamy
rekurencyjnie:

Xto = 0
th = Xti + V tTL - tZ gn gdy tn > t’L = maX(tm ~--7tn—1>7
ti—tn n—Llg n_ti ) —ln
Xy, = 920 Xy, + =l X+ [ CmplG=t) 6 gdy 4, € (8, 5), to, 1, tut € (tiry).

(3

(4) Sprawdz, ze jesli X,Y maja ten sam d-wymiarowy rozktad normalny i sa nieza-
lezne, to X +Y oraz X — Y sa niezalezne.

(5) Udowodnij, ze skonstruowany wyzej proces (X; : t € Q N [0,00)) ma niezalezne
przyrosty. Wykaz, ze X; ma rozklad normalny N(0, 2t1).

(6) Udowodnij, ze jesli Zi,...,Z, sa niezaleznymi zmiennymi o tym samym syme-
trycznym rozkltadzie oraz Xy = Z; + ... + Z, to P(max{X;, Xy, ..., X,,} > 2) <
2IP(X,, > z) dla x > 0 (zasada odbicia).

(7) Udowodnij, ze dla procesu (X; : t € Q N [0,00)) skonstruowanego powyzej oraz
N > 0, x > 0 zachodzi:
P(sup{| X5 — X3 : 0<t < N,0 < s < 1} > 2x)

< P(sup{|X;/n4s — Xj/ml :0<j < Nn,0<s< 2} >2)

< NnP(sup{| X, : 0 < s < 2} > 2)

< ANPP(Xy), > 2) = 0
gdy n — co. Wywnioskuj, ze z prawdopodobienistwem 1 trajektorie X; rozszerzaja
sie do funkcji ciaglych na [0, 00).

(8) Wykaz, ze rozszerzenie X, z poprzedniego zadania jest ruchem Browna.

Niech (X; : t € [0,00)) bedzie rodzing zmiennych losowych, P? rodzina prawdopodo-
bietistw. Wprowadzamy prawdopodobienstwa przejscia:

pe(x, A) = P*(X, € A).



Rozwazamy wlasnogc:

IPm(th € A, ...,th & An)

:/ ptl(x,dm)/ pt2t1($1>dx2)"'/ Ptp—t 1 (Tn—1,dxy)
Aq Ao Ay

gdy 0 < t1 < ... < tp,. Whasnos$¢ (M) implikuje wlasnos¢ Markowa: jesli 0 < 51 < ... < 8y, <
s<s+t <..<s+tyi By,..., B, sa borelowskie, to

]Pw(Xs+t1 € Bl> "'7X3+tn S Bn|(XS1a --->XsmaXs)) = QD(XS),

(M)

gdzie
o(y) =PY(Xy, € By,..., X4, € By).
Wprowadzmy o-algebry:
F=0{X;:5€][0,t]}.

(9) Wykaz, ze jesli X 1 Y — X sa niezaleznymi zmiennymi o gestosciach gx i gy_x,
to wektor (X,Y) ma gestos¢ gx(z)gy_x(y — z).
(10) Udowodnij, ze kazdy proces o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach ma wta-
snos¢ (M).
(11) Przypomnij definicje m-uktadu, A-uktadu i lematu Dynkina o m-A-uktadach.
(12) Sprawdz, ze z whasnosci Markowa wynika, ze

]]-:)I(Xs-‘rtl € Bla "'7Xs+tn € Bn|gs) = QD(XS)

(13) Sprawdz, ze z wtasnosci Markowa wynika, ze dla dowolnej ograniczonej funkeji
mierzalnej ® zachodzi:

Ew(q)(Xs+t1, ...,Xs+tn)’ys> = SO(XS),
gdzie
p(y) = BY®(Xy, ., Xo,)-



