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(1) Niech F b¦dzie σ-algebr¡ generowan¡ przez zamkni¦t¡ ze wzgl¦du na branie
sko«czonych przekrojów rodzin¦ podzbiorów F0. Udowodnij, »e je±li E(X;F ) =
E(Y ;F ) dla f ∈ F0, to E(X;F ) = E(Y ;F ) dla f ∈ F . Wywnioskuj, »e je±li
zmienna losowa Y jest F -mierzalna, to Y = E(X|F ).

(2) Uzasadnij, »e warunkowa warto±¢ oczekiwana jest ci¡gªym operatorem na L 1

(przestrzeni zmiennych losowych o sko«czonej ±redniej).

(3) Niech Xt b¦dzie ruchem Browna startuj¡cym z 0. Okre±lmy Ω̃ = Ω × Rd oraz
X̃t(ω̃) = x+Xt(ω) gdy ω̃ = (ω, x) ∈ Ω̃. Niech ponadto Px b¦dzie obrazem miary
P przez odwzorowanie Ω 3 ω 7→ (ω, x) ∈ Ω̃. Uzasadnij, »e tak skonstruowany
proces jest ruchem Browna startuj¡cym z dowolnego punktu (równowa»nie: dla
ka»dego x ∈ Rd proces Xt − x z miar¡ Px jest ruchem Browna startuj¡cym z
zera).

Niech tn (n ≥ 1) b¦dzie ci¡giem dodatnich liczb wymiernych, t0 = 0. Niech ξn b¦dzie ci¡-

giem niezale»nych zmiennych o d-wymiarowym rozkªadzie normalnym N(0, 2I). Okre±lamy

rekurencyjnie:
Xt0 = 0

Xtn = Xti +
√
tn − ti ξn gdy tn > ti = max(t0, ..., tn−1),

Xtn =
tj−tn
tj−ti

Xti +
tn−ti
tj−ti

Xtj +
√

(tn−ti)(tj−tn)
tj−ti

ξn gdy tn ∈ (ti, tj), t0, t1, ..., tn−1 /∈ (ti, tj).

(4) Sprawd¹, »e jesli X, Y maj¡ ten sam d-wymiarowy rozkªad normalny i s¡ nieza-
le»ne, to X + Y oraz X − Y s¡ niezale»ne.

(5) Udowodnij, »e skonstruowany wy»ej proces (Xt : t ∈ Q ∩ [0,∞)) ma niezale»ne
przyrosty. Wyka», »e Xt ma rozkªad normalny N(0, 2tI).

(6) Udowodnij, »e je±li Z1, ..., Zn s¡ niezale»nymi zmiennymi o tym samym syme-
trycznym rozkªadzie oraz Xk = Z1 + ... + Zk, to P(max{X1, X2, ..., Xn} ≥ x) ≤
2P(Xn ≥ x) dla x > 0 (zasada odbicia).

(7) Udowodnij, »e dla procesu (Xt : t ∈ Q ∩ [0,∞)) skonstruowanego powy»ej oraz
N > 0, x > 0 zachodzi:

P(sup{|Xt+s −Xt| : 0 ≤ t < N, 0 < s < 1
n
} > 2x)

≤ P(sup{|Xj/n+s −Xj/n| : 0 ≤ j < Nn, 0 < s < 2
n
} > x)

≤ NnP(sup{|Xs| : 0 < s < 2
n
} > x)

≤ 4NnP(X2/n > x)→ 0

gdy n→∞. Wywnioskuj, »e z prawdopodobie«stwem 1 trajektorieXt rozszerzaj¡
si¦ do funkcji ci¡gªych na [0,∞).

(8) Wyka», »e rozszerzenie Xt z poprzedniego zadania jest ruchem Browna.

Niech (Xt : t ∈ [0,∞)) b¦dzie rodzin¡ zmiennych losowych, Px rodzin¡ prawdopodo-

bie«stw. Wprowadzamy prawdopodobie«stwa przej±cia:

pt(x,A) = P
x(Xt ∈ A).



Rozwa»amy wªasno±¢:

P
x(Xt1 ∈ A1, ..., Xtn ∈ An)

=

∫
A1

pt1(x, dx1)

∫
A2

pt2−t1(x1, dx2) · · ·
∫
An

ptn−tn−1(xn−1, dxn)
(M)

gdy 0 < t1 < ... < tn. Wªasno±¢ (M) implikuje wªasno±¢ Markowa: je±li 0 < s1 < ... < sm <
s < s+ t1 < ... < s+ tn i B1, ..., Bn s¡ borelowskie, to

P
x(Xs+t1 ∈ B1, ..., Xs+tn ∈ Bn|(Xs1 , ..., Xsm , Xs)) = ϕ(Xs),

gdzie

ϕ(y) = Py(Xt1 ∈ B1, ..., Xtn ∈ Bn).

Wprowad¹my σ-algebry:

Ft = σ{Xs : s ∈ [0, t]}.

(9) Wyka», »e je±li X i Y − X s¡ niezale»nymi zmiennymi o g¦sto±ciach gX i gY−X ,
to wektor (X, Y ) ma g¦sto±¢ gX(x)gY−X(y − x).

(10) Udowodnij, »e ka»dy proces o niezale»nych i stacjonarnych przyrostach ma wªa-
sno±¢ (M).

(11) Przypomnij de�nicj¦ π-ukªadu, λ-ukªadu i lematu Dynkina o π-λ-ukªadach.

(12) Sprawd¹, »e z wªasno±ci Markowa wynika, »e

Px(Xs+t1 ∈ B1, ..., Xs+tn ∈ Bn|Fs) = ϕ(Xs).

(13) Sprawd¹, »e z wªasno±ci Markowa wynika, »e dla dowolnej ograniczonej funkcji
mierzalnej Φ zachodzi:

Ex(Φ(Xs+t1 , ..., Xs+tn)|Fs) = ϕ(Xs),

gdzie

ϕ(y) = Ey(Φ(Xt1 , ..., Xtn)).


