TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 4

Rosnaca rodzing o-algebr %, (t € [0, 00]) na ustalonej przestrzeni 2 nazywamy filtracjq.
Okreslamy ponadto

gzt—i-: ﬂ Fs, F_ =0 Ug\s
s€(t,00] s€[0,t)

Tu o(F) oznacza najmniejszg o-algebre zbiorow, ktora zawiera .. Mowimy, ze filtracja
F jest prawostronnie ciggta, jesli %, = F;+. Analogicznie definiujemy pojecie filtracji
lewostronnie ciggtej. Jedli X; jest rodzing zmiennych losowych, to filtracja zdefiniowana
wzorami

F=oc{Xs:5€]0,t]} dla t € [0, 00),
Foo =0{Xs:5€[0,00)},
nazywana jest filtracjg naturalng procesu X;. Tu o{X; : s € [0,t]} = 0{X; € A: s €

[0,t], A € B}, gdzie A jest o-algebra zbioréw mierzalnych w zbiorze wartosci X; (zwykle:
o-algebra zbior6w borelowskich).

(1) Sprawdz, ze %, oraz %, tez sa filtracjami.
(2) Czym jest %y 7 Czym jest Fooy?
(3) Niech Q = [0, 00) i niech .# bedzie o-algebra zbioréow borelowskich na 2. Sprawdz,

ze rodzina F = {M € # () : [t,00) C M lub M N [t,00) = @} jest filtracja.
Wyznacz %, oraz %, _.

(4) Wskaz proces Xy, dla ktorego %, z poprzedniego zadania jest naturalna filtracja.

(5) Wskaz rodzine prawdopodobienistw P? i proces X; majacy wtasnosé Markowa, dla
ktorych %, z zadania 3 jest naturalna filtracja.

(6) Opisz filtracje naturalna (deterministycznego) procesu X; = t.

Mowimy, ze zmienna losowa 7 o wartosciach w [0, 00| jest (%)-czasem Markowa, jesli
{r <t} € # dla wszystkich t € [0, 00]. Jesli 7 jest (F4)-czasem Markowa, to mowimy po
prostu, ze 7 jest czasem Markowa. Ponadto okreslamy

Fr={M e Zo : MN{r <t} e F date|0,x|},
Frr={M € Fo : M N{T <t} € #4 dlate€|0,o0]},
Fr_=c{Mn{r>t}:te0,00], M € F}
(definicja #; ma sens dla (%#;)-czasow Markowa, .Z,; jest o-algebra dla wszystkich czasow
Markowa, definicja .%,_ ma sens dla dowolnych 7, ale w praktyce stosuje sie ja tylko dla
czasow Markowa).
(7) Sprawdz, ze jesli T jest (%;)-czasem Markowa, to {7 < t},{1r =t} € Z#.

(8) Sprawdz, ze T jest czasem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy {7 < t} € % dla
t € [0,00]. W szczegolnosei (F;)-czasy Markowa sa czasami Markowa. Sprawdz
ponadto, ze

Fos={Me F :Mn{r<tle Z dlatel0,odll.

(9) Sprawdz, ze czas deterministyczny (tj. 7 = t) jest (%;)-czasem Markowa.



(10) Sprawdz, ze jesli .%; jest naturalna filtracja procesu X, to Z,._ jest o-algebra
generowana przez zbiory postaci

{th S Alv Xt2 S A27 . th c An, T > tn};

gdzie A, ..., A, sa zbiorami borelowskimi oraz 0 < t; < ... < t,. Sprawdz
ponadto, ze rodzina powyzszych zbioréw jest zamknieta ze wzgledu na branie
przekrojow skonczenie wielu zbioréw.

(11) Sprawdz, ze .7, i %, sa o-algebrami dla odpowiednich czasow 7.

(12) Sprawdz, ze #,_ C Z,, dla czasow Markowa oraz %, C %, C %, dla (.%)-
czasow Markowa.

(13) Sprawdz, ze jesli 7 = t jest czasem deterministycznym, to .7, = %, Fry = Fyy
oraz F._ = Fy_.

(14) Sprawdz, ze jesli T jest czasem Markowa, to 7 jest .Z,._-mierzalny.

(15) Udowodnij, ze jesli 7 i o sa czasami Markowa, to 7 + o jest czasem Markowa.

(16) Udowodnij, ze jesli 7, to ciag czasow Markowa, to sup 7, inf 7,,, limsup 7,, oraz
liminf 7, sa czasami Markowa.

(17) Sprawdz, ze jesli 7 i o sa czasami Markowa oraz 7 < o, to %, C .%,, oraz
Fr_ C F,_. Sprawdz tez, ze jesli T i o sa czasami (%;)-Markowa, to ponadto
T, C Z,.

(18) Udowodnij, ze jesli 7 i o sa czasami Markowa oraz 7 < o, to %, C .%,_.



