
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 4

Rosn¡c¡ rodzin¦ σ-algebr Ft (t ∈ [0,∞]) na ustalonej przestrzeni Ω nazywamy �ltracj¡.

Okre±lamy ponadto

Ft+ =
⋂

s∈(t,∞]

Fs, Ft− = σ

 ⋃
s∈[0,t)

Fs

 .

Tu σ(F ) oznacza najmniejsz¡ σ-algebr¦ zbiorów, która zawiera F . Mówimy, »e �ltracja

Ft jest prawostronnie ci¡gªa, je±li Ft = Ft+. Analogicznie de�niujemy poj¦cie �ltracji

lewostronnie ci¡gªej. Je±li Xt jest rodzin¡ zmiennych losowych, to �ltracja zde�niowana

wzorami {
Ft = σ{Xs : s ∈ [0, t]} dla t ∈ [0,∞),

F∞ = σ{Xs : s ∈ [0,∞)},

nazywana jest �ltracj¡ naturaln¡ procesu Xt. Tu σ{Xs : s ∈ [0, t]} = σ{Xs ∈ A : s ∈
[0, t], A ∈ B}, gdzie B jest σ-algebr¡ zbiorów mierzalnych w zbiorze warto±ci Xt (zwykle:

σ-algebr¡ zbiorów borelowskich).

(1) Sprawd¹, »e Ft+ oraz Ft− te» s¡ �ltracjami.

(2) Czym jest F0−? Czym jest F∞+?

(3) Niech Ω = [0,∞) i niech M b¦dzie σ-algebr¡ zbiorów borelowskich na Ω. Sprawd¹,
»e rodzina Ft = {M ∈ M (Ω) : [t,∞) ⊆ M lub M ∩ [t,∞) = ∅} jest �ltracj¡.
Wyznacz Ft+ oraz Ft−.

(4) Wska» proces Xt, dla którego Ft z poprzedniego zadania jest naturaln¡ �ltracj¡.

(5) Wska» rodzin¦ prawdopodobie«stw Px i proces Xt maj¡cy wªasno±¢ Markowa, dla
których Ft z zadania 3 jest naturaln¡ �ltracj¡.

(6) Opisz �ltracj¦ naturaln¡ (deterministycznego) procesu Xt = t.

Mówimy, »e zmienna losowa τ o warto±ciach w [0,∞] jest (Ft)-czasem Markowa, je±li

{τ ≤ t} ∈ Ft dla wszystkich t ∈ [0,∞]. Je±li τ jest (Ft+)-czasem Markowa, to mówimy po

prostu, »e τ jest czasem Markowa. Ponadto okre±lamy

Fτ = {M ∈ F∞ : M ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft dla t ∈ [0,∞]},
Fτ+ = {M ∈ F∞ : M ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft+ dla t ∈ [0,∞]},
Fτ− = σ{M ∩ {τ > t} : t ∈ [0,∞], M ∈ Ft}

(de�nicja Fτ ma sens dla (Ft)-czasów Markowa, Fτ+ jest σ-algebr¡ dla wszystkich czasów

Markowa, de�nicja Fτ− ma sens dla dowolnych τ , ale w praktyce stosuje si¦ j¡ tylko dla

czasów Markowa).

(7) Sprawd¹, »e je±li τ jest (Ft)-czasem Markowa, to {τ < t}, {τ = t} ∈ Ft.

(8) Sprawd¹, »e τ jest czasem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy {τ < t} ∈ Ft dla
t ∈ [0,∞]. W szczególno±ci (Ft)-czasy Markowa s¡ czasami Markowa. Sprawd¹
ponadto, »e

Fτ+ = {M ∈ F∞ : M ∩ {τ < t} ∈ Ft dla t ∈ [0,∞]}.

(9) Sprawd¹, »e czas deterministyczny (tj. τ = t) jest (Ft)-czasem Markowa.



(10) Sprawd¹, »e je±li Ft jest naturaln¡ �ltracj¡ procesu Xt, to Fτ− jest σ-algebr¡
generowan¡ przez zbiory postaci

{Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, ..., Xtn ∈ An, τ > tn},
gdzie A1, ..., An s¡ zbiorami borelowskimi oraz 0 ≤ t1 < ... < tn. Sprawd¹
ponadto, »e rodzina powy»szych zbiorów jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na branie
przekrojów sko«czenie wielu zbiorów.

(11) Sprawd¹, »e Fτ i Fτ+ s¡ σ-algebrami dla odpowiednich czasów τ .

(12) Sprawd¹, »e Fτ− ⊆ Fτ+ dla czasów Markowa oraz Fτ− ⊆ Fτ ⊆ Fτ+ dla (Ft)-
czasów Markowa.

(13) Sprawd¹, »e je±li τ = t jest czasem deterministycznym, to Fτ = Ft, Fτ+ = Ft+

oraz Fτ− = Ft−.

(14) Sprawd¹, »e je±li τ jest czasem Markowa, to τ jest Fτ−-mierzalny.

(15) Udowodnij, »e je±li τ i σ s¡ czasami Markowa, to τ + σ jest czasem Markowa.

(16) Udowodnij, »e je±li τn to ci¡g czasów Markowa, to sup τn, inf τn, lim sup τn oraz
lim inf τn s¡ czasami Markowa.

(17) Sprawd¹, »e je±li τ i σ s¡ czasami Markowa oraz τ ≤ σ, to Fτ+ ⊆ Fσ+ oraz
Fτ− ⊆ Fσ−. Sprawd¹ te», »e je±li τ i σ s¡ czasami (Ft)-Markowa, to ponadto
Fτ ⊆ Fσ.

(18) Udowodnij, »e je±li τ i σ s¡ czasami Markowa oraz τ < σ, to Fτ+ ⊆ Fσ−.


