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Niech T ⊆ [0,∞) b¦dzie przeliczalnym zbiorem czasów, Xt � rodzin¡ nieujemnych zmien-
nych losowych (t ∈ T ), Ft = σ{Xs : s ∈ T, s ≤ t}. Mówimy, »e Xt jest (nieujemnym)
supermartyngaªem, je±li E(Xs+t|Fs) ≤ Xs dla wszystkich t, s ≥ 0.
Twierdzenie (lemat Dooba). �rednia ª¡czna liczba przej±¢ w gór¦ (nieujemnego) super-
martyngaªu ze stanu poni»ej a do stanu powy»ej b supermartyngaªu Xt nie przekracza
a/(b− a).

(1) Udowodnij, »e (nieujemny) supermartyngaª Xt ma z prawdopodobie«stwem 1
odpowiednie granice jednostronne w ka»dej chwili z domkni¦cia T .

Niech X b¦dzie lokalnie zwart¡ o±rodkow¡ przestrzeni¡ metryzowaln¡, za± X∞ = X ∪
{∞} jej jednopunktowym uzwarceniem. W X∞ zbiór G jest otwarty, je±li nie zawiera ∞ i
jest otwarty w X lub je±li zawiera ∞ i X \G jest zwarty w X .

De�niujemy Cc(X ) jako zbiór funkcji ci¡gªych równych zero poza pewnym zbiorem zwar-
tym w X oraz C0(X ) jako domkni¦cie Cc(X ) w topologii zbie»no±ci jednostajnej na X .

Rodzina j¡der pt(x,A) nazywana jest fellerowskim prawdopodobie«stwem przej±cia na X ,
je±li pt(x, ·) jest borelowsk¡ miar¡ podprobabilistyczn¡ na X , p0(x, dy) = δx(dy), operator
ptf(x) =

∫
pt(x, dy)f(y) przeksztaªca C0(X ) w C0(X ) oraz dla ka»dego f ∈ C0(X ) funkcja

ptf zale»y w sposób ci¡gªy od czasu t ∈ [0,∞) (w topologii zbie»no±ci jednostajnej).

(2) Sprawd¹, »e funkcje ci¡gªe na X∞ s¡ postaci a+f(x) dla f ∈ C0(X ) (z konwencj¡
f(∞) = 0).

(3) Udowodnij, »e X∞ jest zwart¡, o±rodkow¡ przestrzeni¡ metryzowaln¡.

(4) Udowodnij, »e ka»da sko«czona nieujemna miara borelowska µ na X jest we-
wn¦trznie regularna, tj. dla wszystkich borelowskich A wielko±¢ µ(A) jest równe
supremum µ(K), gdzie K przebiega zwarte podzbiory A.

(5) Przypu±¢my, »e T jest przeliczalny i g¦sty w [0,∞), za± proces Markowa Xt (t ∈
T ) ma fellerowskie prawdopodobie«stwa przej±cia pt oraz jednostronne granice w
ka»dej chwili. Niech Yt = Xt+ dla t > 0. Uzasadnij, »e z prawdopodobie«stwem
1 proces Yt jest prawostronnie ci¡gªy, ma lewostronne granice i jest procesem
Markowa z prawdopodobie«stwami przej±cia pt.

Niech I b¦dzie zbiorem indeksów i niech X I oznacza przestrze« dowolnych funkcji z I
do X . Dla i ∈ I, J ⊆ I, J1 ⊆ J2 ⊆ I okre±lamy πi : X I → X wzorem πi(x) = x(i),
πJ : X I → XJ wzorem πJ(x)(j) = x(j) (j ∈ J) oraz πJ1,J2 : X J2 → X J−1 wzorem
πJ1,J2(x)(j) = x(j) (j ∈ J1).

Mówimy, »e rodzina rozkªadów µJ na X J dla sko«czonych J ⊆ I jest zgodna, je±li
µJ2 ◦ π−1J1,J2

= µJ1 o ile J1 ⊆ J2 ⊆ I.

(6) Sprawd¹, »e rodzina B0 skªadaj¡ca si¦ z przeciwobrazów zbiorów borelowskich
w X J przez πJ dla sko«czonych J jest algebr¡ zbiorów, za± µ(π−1J (A)) = µJ(A)
okre±la sko«czenie addytywn¡ miar¦ na B0.

(7) Udowodnij, »e je±li Jn jest wst¦puj¡cym ci¡giem sko«czonych podzbiorów I, Kn ∈
X Jn jest zwarty i niepusty oraz π−1Jn,Jn+1

(Kn) ⊇ Kn+1, to
⋂
π−1Jn

(Kn) 6= ∅.

(8) Udowodnij, »e je±li Jn jest wst¦puj¡cym ci¡giem sko«czonych podzbiorów I, Fn ∈
X Jn oraz

⋂
π−1Jn

(Fn) = ∅, to µ(Fn)→ 0 gdy n→∞.

(9) Wywnioskuj, »e miara µ jest σ-addytywna na B0.



(10) Udowodnij, »e µ rozszerza si¦ do miary na σ-algebrze generowanej przez B0, speª-
niaj¡cej warunek µ(π−1J (A)) = µJ(A) dla sko«czonych J ⊆ I oraz borelowskich
A ⊆X J .


