TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 5

Niech T' C [0, 00) bedzie przeliczalnym zbiorem czaséw, X; — rodzina nieujemnych zmien-
nych losowych (t € T), % = 0{Xs : s € T,s < t}. Moéwimy, ze X; jest (nieujemnym)
supermartyngatem, jesli E(X,1¢|.%;) < X dla wszystkich ¢, s > 0.

TwIERDZENIE (lemat Dooba). Srednia taczna liczba przejéé w gore (nieujemnego) super-
martyngalu ze stanu ponizej a do stanu powyzej b supermartyngatlu X; nie przekracza

a/(b—a).

(1) Udowodnij, ze (nieujemny) supermartyngal X; ma z prawdopodobienstwem 1
odpowiednie granice jednostronne w kazdej chwili z domkniecia 7.

Niech 2" bedzie lokalnie zwarta osrodkowa przestrzenia metryzowalna, za§ Zoo = Z U
{0} jej jednopunktowym uzwarceniem. W 25, zbiér G jest otwarty, jesli nie zawiera oo i
jest otwarty w 2 lub jesli zawiera co 1 £\ G jest zwarty w 2.

Definiujemy C.(2") jako zbior funkeji ciaglych rownych zero poza pewnym zbiorem zwar-
tym w 2" oraz Cy(Z") jako domkniecie C.(Z") w topologii zbieznosci jednostajnej na 2.

Rodzina jader pi(x, A) nazywana jest fellerowskim prawdopodobieristwem przejscia na 2,
jesli p¢(x,-) jest borelowska miara podprobabilistyczna na 27, po(z,dy) = 6,(dy), operator
pef(x) = [ pe(x, dy) f(y) przeksztatca Co(27) w Co(2) oraz dla kazdego f € Cy(Z2") funkeja
pif zalezy w sposob ciagly od czasu t € [0, 00) (w topologii zbieznosci jednostajnej).

(2) Sprawdz, ze funkcje ciagte na 2 sa postaci a+ f(z) dla f € Co(Z") (z konwencja
f(o0) =0).
(3) Udowodnij, ze 2 jest zwarta, oSrodkowa przestrzenia metryzowalna.

(4) Udowodnij, ze kazda skonczona nieujemna miara borelowska p na 2 jest we-
wnetrznie regularna, tj. dla wszystkich borelowskich A wielkos¢ p(A) jest rowne
supremum pu(K), gdzie K przebiega zwarte podzbiory A.

(5) Przypusémy, ze T jest przeliczalny i gesty w [0, 00), za$ proces Markowa X; (t €
T) ma fellerowskie prawdopodobieristwa przejscia p; oraz jednostronne granice w
kazdej chwili. Niech Y; = X;, dla t > 0. Uzasadnij, ze z prawdopodobienstwem
1 proces Y; jest prawostronnie cigglty, ma lewostronne granice i jest procesem
Markowa z prawdopodobienstwami przejécia p;.

Niech I bedzie zbiorem indekséw i niech 21 oznacza przestrzen dowolnych funkeji z I
do . Dlai €I, JCI, Jg CJy CIokreslamy m; : 21 — X wzorem m;(z) = z(i),
7y X1 — X7 wzorem 7;(2)(j) = () (j € J) oraz 7y, g, : X2 — X771 wrorem
T2 (@) (G) = 20) (G € ).

Moéwimy, ze rodzina rozkladéw py na 2/ dla skonczonych J C I jest zgodna, jesli
promyl, =py oile Jy CJy C 1.

(6) Sprawdz, ze rodzina %, sktadajaca sie z przeciwobrazéw zbiorow borelowskich
w 27 przez m; dla skoficzonych J jest algebra zbiorow, za$ u(m;'(A)) = us(A)
okresla skoniczenie addytywna miare na .

(7) Udowodnij, ze jesli J, jest wstepujacym ciagiem skonczonych podzbiorow I, K, €
27 jest zwarty i niepusty oraz W}nlﬁ,nﬂ([(n) D K41, to ﬂwtjnl(Kn) + .

(8) Udowodnij, ze jesli J,, jest wstepujacym ciagiem skoriczonych podzbiorow I, F,, €
2 oraz N7 (F,) = @, to u(F,) = 0 gdy n — oo.

(9) Wywnioskuj, ze miara u jest o-addytywna na Z,.



(10) Udowodnij, ze u rozszerza sie do miary na o-algebrze generowanej przez %y, spel-
niajacej warunek (75 '(A)) = ps(A) dla skoficzonych J C I oraz borelowskich
AC .



