TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 6

(1) Sprawdz, ze tanicuchy Markowa z czasem cigglym na skoriczonej przestrzeni sta-
now sy procesami Fellera. Powigz prawdopodobienistwa przejscia py(x, dy) tancu-

cha Markowa z jego macierzg przejscia.

Rozwazmy jadro v(x,dy) na 2 (a wiec v(x,-) jest miarg na 2 oraz v(-, A) jest funkcja
borelowska na 2°). Przypusémy, ze K > 0 oraz v(z, Z) < K. Okreslmy rodzine miar
probabilistycznych

a(z,A) = % (v(z, A) + (K = v(z, Z))ds(4)).

Niech N; bedzie procesem Poissona z intensywnoscig K i niech Z,, bedzie niezaleznym od N;
tancuchem Markowa z czasem dyskretnym o prawdopodobienstwie przejscia q(x, dy). Mo-
wimy, ze Xy = Zn, jest regularnym krokowym procesem Markowa albo taricuchem Markowa
z czasem cigglym. Jegli 2 = R? oraz v(x, A) = v(A — z), to X; nazywamy ztozonym
procesem Poissona.

(2) Przypomnij definicje procesu Poissona z intensywno$cig K > 0 i sprawdz, ze jest
to tancuch Markowa z czasem ciaglym, ktory jest procesem Fellera na zbiorze
liczb naturalnych (z zerem).

(3) Podaj przyktad tancucha Markowa z czasem cigglym na dyskretnej, przeliczalnej
przestrzeni stanow, ktory nie jest procesem Fellera.

(4) Sprawdz, ze proces Poissona z intensywnoscia K > 0 jest procesem Fellera i znajdz
jego jadro A-potencjatu.

(5) Sprawdz, ze kazdy zlozony proces Poissona jest procesem Fellera. Zapisz jego
prawdopodobienstwa przej$cia oraz jadra A-potencjalu przy pomocy odpowied-
niego szeregu, ktory zawiera n-krotne sploty miary v (v*" = v« v * ... x v).

(6) Zapisz prawdopodobieristwa przejscia i jadra A-potencjatu dla dowolnego taiicucha
Markowa z czasem ciagtym przy pomocy odpowiedniego szeregu, ktory zawiera
n-krotne ztozenia jader ¢:

{(, A) = 5,(A), I (r, A) = /x 'y, A, dy).

Zapisz te wzory przy pomocy jader v(z, A) = v(z, A) —v(x, Z27)d,(A) i ich zlozen.

(7) Niech @ = R, X;(w) = w + t oraz P*({z}) = 1. Sprawdz, ze X, jest proce-
sem Fellera (nazywanym ruchem jednostajnym w prawo lub zartobliwie uniwer-
salnym kontrprzyktadem) i wyznacz jego prawdopodobienstwa przejscia i jadra
A-potencjahu.

(8) Znajdz transformate Fouriera jadra A-potencjatu uy(z,dy) ruchu Browna w R<.
Wyraz gestosé uy(x,dy) przy pomocy odpowiedniej catki (wynik nie wyraza sie
przez funkcje elementarne, mozna go zapisa¢ przy pomocy zmodyfikowanej funkcji
Bessela drugiego rodzaju Kd/Q,l).

(9) Niech X;(w) bedzie procesem Fellera, i niech Yi(s,w) = (s + ¢, Xi(w)) bedzie
procesem czasoprzestrzennym, z rodzing prawdopodobienstw P*”* na R x €2 dang
wzorem P**(Ax M) = 0,(A)P*(M). Sprawdz, ze Y; jest procesem Fellera. Wyraz
prawdopodobienstwa przejscia i jadra A-potencjatu Y; przy pomocy prawdopodo-
bienstw przejscia X;.



Niech B; bedzie d-wymiarowym ruchem Browna i niech X; = e_tB(e2t_1)/2. Proces X,
nazywany jest procesem Ornsteina—Uhlenbecka.

(10) Oczywiscie X; ma ciagle trajektorie i P*(X; = z) = 1. Sprawdz, ze X, jest pro-
cesem Fellera, czyli spetnia wlasnosé¢ (M) z fellerowskim prawdopodobienstwem
przejscia. Wyznacz to prawdopodobienstwa przejscia.

(11) Wyznacz rozktad graniczny X, gdy t — oo.

(12) Powyzsza definicja procesu Ornsteina—Uhlenbecka jest dosé¢ sztuczna. Znajdz (w
literaturze, w Internecie) inne definicje: przez stochastyczne réwnanie rézniczkowe
oraz przez odpowiednia catke (wyktadnicza srednia kroczaca) z ruchu Browna.

Jesli X; jest procesem Fellera na 27, zas p nieujemna miarg na 2", to okreslamy P#(M) =
[ P*(M)p(dx). Jesli PH(X, € A) = pu(A), to p nazywamy rozkladem stacjonarnym X;.

(13) Uzasadnij, ze P* jest miara na %, (probabilistyczna, jesli p jest probabili-
styczna).

(14) Niech X; bedzie ruchem Browna w R?, a y — miara Lebesgue’a na RY. Wyznacz
P*(X; € A) dla borelowskich A.

(15) Niech X; bedzie procesem Ornsteina—Uhlenbecka w R?, za$ u standardowym roz-
ktadem normalnym w R¢. Znajdz P*(X; € A).

(16) Niech B; bedzie d-wymiarowym ruchem Browna, nie P = P% i niech X; =
e 'Bejy dla t € R. Sprawdz, ze X; ma standardowy rozktad normalny dla
kazdego t € R oraz ze X; spehia wtasnos¢ (M) na R z prawdopodobieristwami
przejécia procesu Ornsteina—Uhlenbecka w R



