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(1) Sprawd¹, »e ªa«cuchy Markowa z czasem ci¡gªym na sko«czonej przestrzeni sta-
nów s¡ procesami Fellera. Powi¡» prawdopodobie«stwa przej±cia pt(x, dy) ªa«cu-
cha Markowa z jego macierz¡ przej±cia.

Rozwa»my j¡dro ν(x, dy) na X (a wi¦c ν(x, ·) jest miar¡ na X oraz ν(·, A) jest funkcj¡
borelowsk¡ na X ). Przypu±¢my, »e K > 0 oraz ν(x,X ) ≤ K. Okre±lmy rodzin¦ miar

probabilistycznych

q(x,A) = 1
K (ν(x,A) + (K − ν(x,X ))δx(A)).

Niech Nt b¦dzie procesem Poissona z intensywno±ci¡ K i niech Zn b¦dzie niezale»nym od Nt

ªa«cuchem Markowa z czasem dyskretnym o prawdopodobie«stwie przej±cia q(x, dy). Mó-

wimy, »e Xt = ZNt jest regularnym krokowym procesem Markowa albo ªa«cuchem Markowa

z czasem ci¡gªym. Je±li X = R
d oraz ν(x,A) = ν(A − x), to Xt nazywamy zªo»onym

procesem Poissona.

(2) Przypomnij de�nicj¦ procesu Poissona z intensywno±ci¡ K > 0 i sprawd¹, »e jest
to ªa«cuch Markowa z czasem ci¡gªym, który jest procesem Fellera na zbiorze
liczb naturalnych (z zerem).

(3) Podaj przykªad ªa«cucha Markowa z czasem ci¡gªym na dyskretnej, przeliczalnej
przestrzeni stanów, który nie jest procesem Fellera.

(4) Sprawd¹, »e proces Poissona z intensywno±ci¡K > 0 jest procesem Fellera i znajd¹
jego j¡dro λ-potencjaªu.

(5) Sprawd¹, »e ka»dy zªo»ony proces Poissona jest procesem Fellera. Zapisz jego
prawdopodobie«stwa przej±cia oraz j¡dra λ-potencjaªu przy pomocy odpowied-
niego szeregu, który zawiera n-krotne sploty miary ν (ν∗n = ν ∗ ν ∗ ... ∗ ν).

(6) Zapisz prawdopodobie«stwa przej±cia i j¡dra λ-potencjaªu dla dowolnego ªa«cucha
Markowa z czasem ci¡gªym przy pomocy odpowiedniego szeregu, który zawiera
n-krotne zªo»enia j¡der q:

q0(x,A) = δx(A), qn+1(x,A) =

∫
X

qn(y, A)q(x, dy).

Zapisz te wzory przy pomocy j¡der ν̃(x,A) = ν(x,A)−ν(x,X )δx(A) i ich zªo»e«.

(7) Niech Ω = R, Xt(ω) = ω + t oraz Px({x}) = 1. Sprawd¹, »e Xt jest proce-
sem Fellera (nazywanym ruchem jednostajnym w prawo lub »artobliwie uniwer-

salnym kontrprzykªadem) i wyznacz jego prawdopodobie«stwa przej±cia i j¡dra
λ-potencjaªu.

(8) Znajd¹ transformat¦ Fouriera j¡dra λ-potencjaªu uλ(x, dy) ruchu Browna w Rd.
Wyra¹ g¦sto±¢ uλ(x, dy) przy pomocy odpowiedniej caªki (wynik nie wyra»a si¦
przez funkcje elementarne, mo»na go zapisa¢ przy pomocy zmody�kowanej funkcji
Bessela drugiego rodzaju Kd/2−1).

(9) Niech Xt(ω) b¦dzie procesem Fellera, i niech Yt(s, ω) = (s + t,Xt(ω)) b¦dzie
procesem czasoprzestrzennym, z rodzin¡ prawdopodobie«stw Ps,x na R×Ω dan¡
wzorem Ps,x(A×M) = δs(A)Px(M). Sprawd¹, »e Yt jest procesem Fellera. Wyra¹
prawdopodobie«stwa przej±cia i j¡dra λ-potencjaªu Yt przy pomocy prawdopodo-
bie«stw przej±cia Xt.



Niech Bt b¦dzie d-wymiarowym ruchem Browna i niech Xt = e−tB(e2t−1)/2. Proces Xt

nazywany jest procesem Ornsteina�Uhlenbecka.

(10) Oczywi±cie Xt ma ci¡gªe trajektorie i Px(Xt = x) = 1. Sprawd¹, »e Xt jest pro-
cesem Fellera, czyli speªnia wªasno±¢ (M) z fellerowskim prawdopodobie«stwem
przej±cia. Wyznacz to prawdopodobie«stwa przej±cia.

(11) Wyznacz rozkªad graniczny Xt gdy t→∞.

(12) Powy»sza de�nicja procesu Ornsteina�Uhlenbecka jest do±¢ sztuczna. Znajd¹ (w
literaturze, w Internecie) inne de�nicje: przez stochastyczne równanie ró»niczkowe
oraz przez odpowiedni¡ caªk¦ (wykªadnicz¡ ±redni¡ krocz¡c¡) z ruchu Browna.

Je±liXt jest procesem Fellera na X , za± µ nieujemn¡ miar¡ na X , to okre±lamy Pµ(M) =∫
X P

x(M)µ(dx). Je±li Pµ(Xt ∈ A) = µ(A), to µ nazywamy rozkªadem stacjonarnym Xt.

(13) Uzasadnij, »e Pµ jest miar¡ na F∞ (probabilistyczn¡, je±li µ jest probabili-
styczna).

(14) Niech Xt b¦dzie ruchem Browna w Rd, a µ � miar¡ Lebesgue'a na Rd. Wyznacz
P
µ(Xt ∈ A) dla borelowskich A.

(15) Niech Xt b¦dzie procesem Ornsteina�Uhlenbecka w Rd, za± µ standardowym roz-
kªadem normalnym w Rd. Znajd¹ Pµ(Xt ∈ A).

(16) Niech Bt b¦dzie d-wymiarowym ruchem Browna, nie P = P
0 i niech Xt =

e−tBe2t/2 dla t ∈ R. Sprawd¹, »e Xt ma standardowy rozkªad normalny dla
ka»dego t ∈ R oraz »e Xt speªnia wªasno±¢ (M) na R z prawdopodobie«stwami
przej±cia procesu Ornsteina�Uhlenbecka w Rd.


