TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 7

(1) Niech X; bedzie procesem Fellera, x € 27, 7, = inf{t > 0: X; # x}. Udowodnij,
ze jesli 7, < o0, to X, # x, tj. Xy ma w chwili 7, skok.

(2) Przy zalozeniach poprzedniego zadania udowodnij, ze nastepujace warunki sa
rownowazne: (a) P¥(r, = oo) = 1; (b) p(x,{z}) = 1 dla wszystkich ¢t > 0;
(c) pe(x,{z}) = 1 dla prawie wszystkich t > 0; (d) u(x, {2}) = § dla wszystkich
A > 0; (e) py, (z,{z}) = 1 dla pewnego ciagu t,, zbieznego do 0.

(3) Wskaz przyklad procesu Fellera X;, dla ktorego p,(z,{z}) = 1 dla nieskonczenie
wielu ¢ > 0, lecz mimo to P*(7, = 0) = 1.

(4) Niech 2" = R, niech 7 bedzie zmienna losowa, o rozktadzie wyktadniczym i niech

Xo+t gdy Xy > 0lub t < — X,
Xi=40 gdy Xo <0, —Xo <t < —Xo+7,
Xo+t—7 gdy Xo<Oorazt>—Xy+7.

Proces X; to zatem jednostajny ruch w prawo z postojem o dlugosci 7 w ze-
rze. Wyznacz prawdopodobienstwo przejscia X; i sprawdz, ze X, jest procesem
Markowa (a wiec zachodzi wlasnos¢ (M)). Sprawdz tez, ze prawdopodobienistwo
przejécia X; nie jest fellerowskie, X; nie ma mocnej wlasnosci Markowa i nie
spehia tezy zadania (1).

(5) Proces z poprzedniego zadania mozna latwo zmodyfikowaé, by uzyskaé¢ proces
Fellera: wystarczy zastapi¢ 0 przez dwa punkty: 0~ oraz 07. Wtedy 2~ =
(—00,07] U [0",00) (z naturalng topologia), zas X, jest ruchem jednostajnym
w prawo, ktory w 0~ zatrzymuje sie¢ na czas 7, a nastepnie skacze do 0. Proces
X; powstaje przez sklejenie punktow 0~ oraz 0F. Podaj szczegoly tej konstrukeji.
(Podobne rozszerzenie mozna uzyskac¢ dla dos¢ szerokiej klasy procesow Markowa,
jest to tzw. uzwarcenie Raya-Knighta.)

Jesli X; jest procesem Fellera i f € Cy, to generator dany jest wzorem

Lf(z) = tim B @) _ ) pf@) = @)

t—0+ t t—0+ t

(ze zbieznoscig jednostajng lub — réwnowaznie — punktowa do funkcji z Cy), zas$ operator
charakterystyczny Dynkina dany jest wzorem
E*f(X — f(z
L,f = lim Krae) = 12) :
r—0+ E*TB(z,r)
Odpowiednie dziedziny oznaczamy dom(L) i dom(L;). Tutaj 7p = inf{t > 0: X; ¢ D} jest
czasem wyjscia ze zbioru D.

(6) Niech X; bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Udowodnij, ze jesli f jest
ograniczong funkcja dwukrotnie rézniczkowalng w x, to

L.f = f"(x) oraz lim % = f"(x).
Wywnioskuj, ze jesli f, f',f" € Cy, to f € dom(L) oraz Lf(x) = f"(x), tj.

%(ptf — f) dazy jednostajnie do f” gdy t — 0%. Czy jesli f, f’, f” sa ciagte i
ograniczone, to %(ptf — f) dazy jednostajnie do f"?



(7) Niech X; bedzie jednowymiarowym ruchem Browna. Udowodnij, ze jesli f €
dom(L), to f jest dwukrotnie rozniczkowalna i Lf = f”.

(8) Czy jesli X; jest wielowymiarowym ruchem Browna i f € dom(L), to f musi by¢
dwukrotnie rézniczkowalna?

(9) Niech X; bedzie procesem Fellera, D zbiorem otwartym, za$ 7p czasem wyjscia z
D. Niech f(z) = E*rp. Udowodnij, ze L,f = —1 dla € D oraz f(z) = 0 dla
re X \D.

(10) Niech X, bedzie procesem Fellera, D zbiorem otwartym, zas 7p czasem wyjscia z

D. Niech f(z) = E®e *™. Udowodnij, ze L,f = Af(z) dla z € D oraz f(z) =1
dlaz € Z\ D.



