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(1) Niech Xt b¦dzie procesem Fellera, x ∈ X , τx = inf{t ≥ 0 : Xt 6= x}. Udowodnij,
»e je±li τx <∞, to Xτx 6= x, tj. Xt ma w chwili τx skok.

(2) Przy zaªo»eniach poprzedniego zadania udowodnij, »e nast¦puj¡ce warunki s¡
równowa»ne: (a) Px(τx = ∞) = 1; (b) pt(x, {x}) = 1 dla wszystkich t > 0;
(c) pt(x, {x}) = 1 dla prawie wszystkich t > 0; (d) uλ(x, {x}) = 1

λ
dla wszystkich

λ > 0; (e) ptn(x, {x}) = 1 dla pewnego ci¡gu tn zbie»nego do 0.

(3) Wska» przykªad procesu Fellera Xt, dla którego pt(x, {x}) = 1 dla niesko«czenie
wielu t > 0, lecz mimo to Px(τx = 0) = 1.

(4) Niech X = R, niech τ b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym i niech

Xt =


X0 + t gdy X0 > 0 lub t < −X0,

0 gdy X0 ≤ 0, −X0 ≤ t ≤ −X0 + τ ,

X0 + t− τ gdy X0 ≤ 0 oraz t > −X0 + τ .

Proces Xt to zatem jednostajny ruch w prawo z postojem o dªugo±ci τ w ze-
rze. Wyznacz prawdopodobie«stwo przej±cia Xt i sprawd¹, »e Xt jest procesem
Markowa (a wi¦c zachodzi wªasno±¢ (M)). Sprawd¹ te», »e prawdopodobie«stwo
przej±cia Xt nie jest fellerowskie, Xt nie ma mocnej wªasno±ci Markowa i nie
speªnia tezy zadania (1).

(5) Proces z poprzedniego zadania mo»na ªatwo zmody�kowa¢, by uzyska¢ proces
Fellera: wystarczy zast¡pi¢ 0 przez dwa punkty: 0− oraz 0+. Wtedy X =
(−∞, 0−] ∪ [0+,∞) (z naturaln¡ topologi¡), za± X̃t jest ruchem jednostajnym
w prawo, który w 0− zatrzymuje si¦ na czas τ , a nast¦pnie skacze do 0+. Proces
Xt powstaje przez sklejenie punktów 0− oraz 0+. Podaj szczegóªy tej konstrukcji.
(Podobne rozszerzenie mo»na uzyska¢ dla do±¢ szerokiej klasy procesów Markowa,
jest to tzw. uzwarcenie Raya�Knighta.)

Je±li Xt jest procesem Fellera i f ∈ C0, to generator dany jest wzorem

Lf(x) = lim
t→0+

E
xf(Xt)− f(x)

t
= lim

t→0+

ptf(x)− f(x)
t

(ze zbie»no±ci¡ jednostajn¡ lub � równowa»nie � punktow¡ do funkcji z C0), za± operator

charakterystyczny Dynkina dany jest wzorem

Lxf = lim
r→0+

E
xf(XτB(x,r)

)− f(x)
ExτB(x,r)

.

Odpowiednie dziedziny oznaczamy dom(L) i dom(Lx). Tutaj τD = inf{t ≥ 0 : Xt /∈ D} jest
czasem wyj±cia ze zbioru D.

(6) Niech Xt b¦dzie jednowymiarowym ruchem Browna. Udowodnij, »e je±li f jest
ograniczon¡ funkcj¡ dwukrotnie ró»niczkowaln¡ w x, to

Lxf = f ′′(x) oraz lim
t→0+

ptf(x)− f(x)
t

= f ′′(x).

Wywnioskuj, »e je±li f, f ′, f ′′ ∈ C0, to f ∈ dom(L) oraz Lf(x) = f ′′(x), tj.
1
t
(ptf − f) d¡»y jednostajnie do f ′′ gdy t → 0+. Czy je±li f, f ′, f ′′ s¡ ci¡gªe i

ograniczone, to 1
t
(ptf − f) d¡»y jednostajnie do f ′′?



(7) Niech Xt b¦dzie jednowymiarowym ruchem Browna. Udowodnij, »e je±li f ∈
dom(L), to f jest dwukrotnie ró»niczkowalna i Lf = f ′′.

(8) Czy je±li Xt jest wielowymiarowym ruchem Browna i f ∈ dom(L), to f musi by¢
dwukrotnie ró»niczkowalna?

(9) Niech Xt b¦dzie procesem Fellera, D zbiorem otwartym, za± τD czasem wyj±cia z
D. Niech f(x) = E

xτD. Udowodnij, »e Lxf = −1 dla x ∈ D oraz f(x) = 0 dla
x ∈X \D.

(10) Niech Xt b¦dzie procesem Fellera, D zbiorem otwartym, za± τD czasem wyj±cia z
D. Niech f(x) = Exe−λτD . Udowodnij, »e Lxf = λf(x) dla x ∈ D oraz f(x) = 1
dla x ∈X∞ \D.


