
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 8

(1) Wska» wszystkie prawdziwe zdania zgodne z nast¦puj¡cym wzorcem:
Je±li f jest [prawo|lewo]stronnie ci¡gª¡ funkcj¡ [niemalej¡c¡|nierosn¡c¡] oraz

g(y) = [inf | sup]{x : f(x) [< | ≤ | > | ≥] y}, to g jest [prawo|lewo]stronnie ci¡gª¡
funkcj¡ [niemalej¡c¡|nierosn¡c¡], speªniaj¡c¡ warunek f(x) [< | ≤ | > | ≥] y ⇐⇒
x [< | ≤ | > | ≥] g(y).

(2) Udowodnij czasoprzestrzenn¡ wersj¡ wzoru Dynkina:

E
xf(τ,Xτ ) = f(0, x) +Ex

∫ τ

0

( ∂
∂t
+ L)f(s,Xs)ds,

gdzie ∂
∂t

to pochodna po pierwszej wspóªrz¦dnej, za± L dziaªa na drugiej wspóª-
rz¦dnej. Co trzeba zaªo»y¢ o f , aby powy»szy wzór zachodziª?

Niech Xt b¦dzie jednowymiarowym ruchem Browna i niech Ta oznacza czas pierwszego

tra�enia w a, tj.

Ta = inf{t ≥ 0 : Xt = a}.

(3) Udowodnij, »e je±li an d¡»y do a, to Tan d¡»y z prawdopodobie«stwem 1 do Ta.

(4) Udowodnij, »e Px(Ta < Tb) jest funkcj¡ ci¡gª¡.

(5) Udowodnij, »e Px(Ta < Tb) =
b−x
b−a dla x ∈ [a, b].

(6) Znajd¹ wzór na miar¦ harmoniczn¡ πD(x, dy) dla D = (a, b) i wywnioskuj, »e
funkcje harmoniczne (wzgl¦dem Xt) na przedziale (a, b) s¡ funkcjami liniowymi.

(7) Znajd¹ wzór na g¦sto±¢ j¡dra Greena γD(x, dy) = γD(x, y)dy dla D = (a, b).
Wskazówka: odgadnij posta¢ wzoru przy zaªo»eniu, »e γD(·, y) jest ci¡gªa w [a, b],
równa zero na brzegu i harmoniczna wzgl¦dem x w (a, b)\{y}. Nast¦pnie dobierz
staª¡ tak, by byª speªniony wzór Dynkina.


