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Klasyczna Teoria Potencjatu
e Klasyczna teoria potencjatu (stowo kluczowe: laplasjan, A)
e Probabilistyczna teoria potencjatu (Brownian Motion, BM)
e Probabilistyczna ogblna teoria potencjatu (Markov Processes, MP)

Uwaga notacyjna. Nalezy zachowa¢ ostrozno$¢ przy odréznianiu x i X, w pewnym bowiem momen-
cie przestaniemy pisa¢ strzatke nad wektorem.



1 Elektrostatyka

Oznaczenia: E - pole elektrostatyczne, u - rozktad tadunku (nie zalezy od czasu, B=7=0).

Prawo 1.1 (Coulomba). Zat6zmy, ze

|
—dy < oo, 1
Lot Y %

Wtedy zachodzi tzw. Prawo Coulomba

Lo, 1 X-y
E(X) = — = _u(d 2
(X) 4T /]R3 |)—C»_y»|3:u( y) 2)
Obserwacja 1.2.
1 X-y
— =V, U(X,y 3
471: |f*)7|3 y ()C,y), ( )
gdzie
1 1
EY)=UER—7) = ———. 4
Uy =UF-y)= R )
Stad
- oo oo ! oo
E@ = [ VUG = [[(-VUED ) -V [ UG 6

Definicja 1.1. Potencjatem miary u (potencjalem Newtona) nazwiemy wielko$¢ dana wzorem

U®) = [ UG uldy) ®)

Ogélniej, dlad >3, dla U (x,y) = U(x—¥) = g > Mamy

1 X —
V) = (G330 o ”
Fakt 1.3. fYE()_c')d)? = Uy(%) — Uy(x1), gdzie krzywa v taczy X z X5.
Dowéd. E (%) —VU,(X),astad [E(X(t))%(t)dt = —U,(X(1)). O
Fakt 1.4. Pole elektryczne jest bezwirowe, tzn.
VXE=0 ®)
Dowdd. Wynika z faktu, ze V x V. f = 0. O

Definicja 1.2. Przypomnienie.
1. Gradientem funkcji f nazywamy wielko$é Vf = (91 f,...,94f).
2. Dywergencja pola E nazywamy wielko$¢ V-E = 01E| + - - +04E,.

3. Rotacja pola E (wirowoscig) nazywamy wielko$¢ V x E= (02E3 —03E»,03E| —01E3,01Ey —
hE)).

Twierdzenie 1.5.
E=-VV < VXE=0.



Twierdzenie 1.6 (Twierdzenie o Dywergencji). Niech D C R? bedzie zwartym obszarem dodatnio
zorientowanym o brzegu kawatkami gtadkim oraz F bedzie polem wektorowym klasy C! okreslonym
na otwartym zbiorze zawierajacym D. Wtedy

[V-FGay=¢ Fo)-dit ©)
D oD
gdzie 7z jest wektorem normalnym skierowanym na zewnatrz D. Twierdzenie to méwi o tym, ile

pola "powstaje wewnatrz D".

Twierdzenie 1.7 (Trzeci Wzér Greena). Przy spetnionych zatozeniach poprzedniego twierdzenia
oraz dla f klasy C2, zachodzi wzér

=~ [UGHALGT+ § UERAVIE) - FEV,UED) - dit (10
Dowdd. Skorzystamy z Twierdzenia 1.6 oraz z faktu, ze laplasjan A=V -V, tzn. Af = 8% f+-+
9% f.
F(5)=UXY)VIG) - FHIVU ).
V-EF) =VU-Vf+Y-VVf-Vf-VU—fV;-V;U=UAf — fAU.
Cwiczenie 1.1. Dla X # § zachodzi AU(X,Y)=0.

Zastosujemy Twierdzenie o Dywergencji dla D \ B(x,€).

RHS = — / UE,5)Af(G)dy+ (URZVFE) ~ FRVE,2)) iz =

o
D\B(%.g) 0B(X.g)

1 —&
— _ = d —d+2 — a0z
/B(z,s) (E)AT )y +cat ?gB(f,s)f(Z) |0B(0,1)| &4 ¢

o 2
. Zauwazmy, ze it = <> = — £, stad

RHS:—/( (W) e A £(5) dy+7(
B(xe

Pierwsza catka dazy do 0 przy € — 0T, bo pierwszy sktadnik nie zalezy od €, podczas gdy catkujemy

go po malejacej do zbioru pustego kuli, natomiast drugi sktadnik ro$nie do e wolniej niz kurczy sig¢
e—0"

kula. Z kolei catka krzywoliniowa, z ciagtosci f, dazy do f(X), co koriczy dowéd, bo RHS ———
LHS. -

E = —V(Uu). Ze wzoru Greena:
/U (X NAUW) (Y dy+7§ UX,Z2)E ) —Uu@)V,U (%,7)) - ditz.
Zauwazmy, ze —U(¥,7) ~ % E®Z) ~ zlz Uu(Z) ~ % za§ V,U(X,y) ~ zlz Jesli przyjmiemy D =

B(0,R), R — o0~ Uy(X) = — [pa U(%,5)A(Upn)(¥)dy. W tym przypadku, jesli U, nie jest klasy C2,
to mozna sples¢ u z gtadka funkcja ¢, co daje

Ul )(®) = = [ UEHAU (e0) ()5 = ~U (AU (%)) (7)



U jest operatorem réznowartosciowym, bo U(y) =0 = —AUy =0 = —U(Ay) =01z 3. Wzoru
Greena y = 0. Zatem u* ¢ = —AU (u+¢). Mozna to pokazaé inaczej: z gtadkosci splotu i Trze-
ciego Wzoru Greena dostajemy, ze (u+ §)(X) = — [ra UX,Y)A(u* ¢)(F)dy = —U(A(u=*$)(X) =
AU (u 0) ).

Mozemy wigc powiedzieé, ze mozliwe jest odzyskanie gestosci rozktadu tadunku poprzez przyto-
zenie laplasjanu do potencjatu, tzn. u(d¥) =V -E( X)d¥ = —AU,(¥)d%. Jesli u(D) = 0, to takze
AU, = 0w D, czyli U, jest harmoniczna w D.

Twierdzenie 1.8. Jesli u(dx) = p(x)dx i p jest klasy C* w otoczeniu x, to —AU,(x) = p(x).
Ogoélniej u(dx) = limg_,o+ —A(U, * P¢)(x)dx) (+-staba granica miar), gdzie ¢¢(x) = 8d¢(ax) (NS
C>(R?) oraz ¢ > 0 catkuje sig do 1.

W szczegblnosci Uy, jest harmoniczna na D, jesli [u|(D) = 0.
Trzeci Wzér Greena dla D = B(0,€).

A \vJ —d+2 %
/UOy Sy dy+?§ f(z)cqe -dn; + |8D|

d+2
- [ WO e 2armdy+ g f 12

Oznacza to, ze warto$¢ funkcji we wnetrzu obszaru jest to jej laplasjan plus jej warto$¢ na brzegu
tego obszaru. Wynika stad

Twierdzenie 1.9. Jesli f jest harmoniczna w D = B(xp, r), to f(xo) = ﬁ $p f(2)dz. Prawdziwe
jest tez twierdzenie odwrotne.

Whiosek 1.10 (Zasada maksimum). Funkcje harmoniczne rézne od stalej osiagaja maksimum na
brzegu.

Twierdzenie 1.11. Jesli f jest harmoniczna w D = B(x,7), to f(xp) = ﬁ Jp f(y)dy.

Whiosek 1.12 (Wtasnosé Liouville’a). Funkcje harmoniczne nieujemne lub ograniczone w RY s
stale.

Ogdlniej: f(x) = — [pU(x,y)Af(¥)dy+ $3p(U(x,2)Vf(2) = f(2) VU (x,2)) - dn..
Przypusémy, ze znamy funkcje rp : rp(x,z) = U(x,z) dla z € dD. Ayrp(x,y) =0 ~» zagadnienie
Dirichleta.

10 == [ (W) = roenafdy- § 19,0 - mea) dne (b

Definicja 1.3. Gp(x,y) = U(x,y) — rp(x,y) nazywamy jadrem Greena.

Definicja 1.4. Pp(x,z)dz = V,(U(x,2) — rp(x,2)) -n. = =V,Gp(x,y) - dn, = —|V,Gp(x,z)| nazy-
wamy jadrem Poissona.

1.1 Istnienie i wlasnosci funkcji Greena Gp(x,y) i jadra Poissona Pp(x,z7)

Jesli D = B(0,r), x € D, to rp(x,y) = U(‘f‘y M x) jest harmoniczne dla y # = 5 ‘zx Gdy |z| =1,

By m? = |2 + |2 = 2xz =[x — 2%, czyli rp(x,2) = U(x,2).

to |[Slz— K



r

Funkcja Greena kuli Gp(x,y) =U(x—y)— U(lir‘y — £x). Jadro Poissona: Py(x,z) =

x

Definicja 1.5 (Transformacja Kelvina). to operator K f(x) = U (x) f (‘;%x)

Fakt 113, Af =0= (Kf)(‘)%x) =0.

2 Ruch Browna
2.1 Warunkowa wartos¢ oczekiwana
Definicja 2.1. Warunkowa wartos$¢ oczekiwang E(Y |X) okresli¢ jako
E(Y[X) = o(X)
dla jakiej$ mierzalnej funkcji ¢.
Inne przydatne wyrazenie:
VA-mierzalnego E(Y; X € A) = E(¢(X); X € A).
Konwencja, ktéra bedziemy stosowac:
E(Z;M) =E(Z-1y).
Ogdlniej: niech M bedzie 6-algebra. Wtedy E(Y|M ) = Z, gdzie Z jest M -mierzalna.
E(Y;M)=E(Z;M) dlaM € M

Rozktad warunkowy:
P(X € BIX) = E(15(Y)|X)

P(X € B|M) = E(15(Y)|M)

3 Ruch Browna

cg P=i?

rx—yld”

(12)

(13)

(14)

15)

(16)
a7

Definicja 3.1 (Ruch Browna w R?). Proces stochastyczny X; nazywamy ruchem Browna w R (inna

nazwa: d-wymiarowy proces Wienera), jesli, dla ¢ € [0, oo]:
e P(Xp=0)=1

X; ma stacjonarne przyrosty, tj. X+, — X 4 X; —Xo

e X; ma niezalezne przyrosty, tj. VO =1y <t; <--- <t, = X, — X3y, Xp, — X1y, -, X;,

niezalezne

X; ma rozktad niezmienniczy na obroty
e X, ma z prawdopodobienstwem 1 ciagte i niestate trajektorie t — X; ().

Twierdzenie 3.1. X; ~ A[(0,c-7-1;),c > 0.

7XI,, 1 sq



3.1 Konstrukcja

Niech &, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie A’(0,I) w RY. Niech
fo =0, (t, : n > 1) - ciag wszystkich liczb bez powtérzeri QN (0, ). Definiujemy

Xt() :O
Xi, =X;, +Vtn — ;8 gdy t; = max{ry,11,...ta—1} <tn (18)

X, = ’f'””X,l. + r”*”‘X,j +4/ mé’;ﬂ, gdy t,, € (t;,tj) oraz to,t1,... ,ta—1 ¢ (t;,1})

n l‘j*l‘i l‘j*l‘i tjftl‘

Cwiczenie 3.1. X, : 1 € [0,00) Q) ma niezalezne i stacjonarne przyrosty, X, ~ A((0,2:1).

Cwiczenie 3.2. Z prawdopodobieristwem 1 trajektorie # — X, (®) rozszerzaja si¢ do funkcji ciagtych
na [0,0) (z zasady odbicia).

Cwiczenie 3.3. X; = lim,, X, jest procesem Wienera.
s€Q

3.2 Przestrzen Wienera

Definicja 3.2. C(]0,)) z miara: rozktad (r — X;(®)) nazywamy przestrzenia Wienera z miarg
Wienera.

Rozwazamy o-ciala (uwaga na mierzalnos¢)
1. borelowskie
2. o-cialo zbioréw cylindrycznych (radonifikacja)

Zaktadamy, Ze istnieje rodzina prawdopodoiefistw P¥, x € R? taka, ze (X; —x : ¢ € [0,0)) z miarg P*
jest réwny (w sensie rozktadéw skoficzenie wymiarowych) (X; : ¢ € [0,00)) z miarg P = P.

Przyklad 3.1. P* nie istnieja na {® € C(]0,0)) : ®(0) = 0} z miara Wienera i X;(®) = o(t).
Przyklad 3.2. Q = C([0,)), PV - miara Wienera. P*(w € M) = P(®0 —x € M).

Definicja 3.3. Procesem kanonicznym nazywamy proces X;(®) = ®(¢). Oczywiscie (0 —x)(t) =
o(t) —x.

4 Wlhasno$¢ Markowa
Twierdzenie 4.1. Dla d = 1 zachodzi

P( sup X; >x) =2P(Xr >x), x> 0. (19)
t€[0,7]

Dowdd. (szkic) Niech T, =inf{r > 0: X; = x} € [0,00].

P( sup X, >x) = P(1, < T) = 2P(t, < T.Xp > Xo,) 2 2P(X, > x).
t€[0,7]
O

Definicja 4.1. p,(x,A) = P*(X; € A) bedziemy nazywaé prawdopodobienstwem (funkcja) przejscia.



Fakt4.2. p;(x,-) = N (x,ctI). W ogblnosci p;(x,-) jest rozktadem prawdopodobieristwa, za$ p,(-,A)
jest funkcjg borelowska. Zachodzi wzér p;(x,A) = p;(0,A —x).

Cwiczenie 4.1. Dla 0 < 1) < tp zachodzi

PX(XZ] €A ath S Az) = J] fx,l Xy (X] ,xZ)d)quQ (20)
A] XAp
oraz
Ixy X, (X1,X2)dx1dxy = pyy (x,dx1) pry—1, (x1,dx2). 2D

Ogdlniej, dla 0 < ¢ < --- < t,,, rozklad skoficzenie wymiarowy wyraza si¢ wzorem

P (X, eAl,xtQeAz,...,x,,,eAn):/A p,l(x,dxl)/A p,z,,l(xl,dxz).../A o (ont ). (M)
1 2 n
(22)

Fakt 4.3. (M) zachodzi dla proceséw o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach.

Definicja 4.2. Niech 0 <51 < --- <s§, <soraz 0 <t < --- <t,. Méwimy, ze X; ma wlasnos¢
Markowa, jezeli
E* (X541, € B1, ... Xsts, € Bp|(Xsy,- -+, X5, X5)) = 0(X5), (23)

gdzie ¢(x) =P*(X;, € By,...,X;, € By).
Twierdzenie 4.4. (M) = wlasnosé Markowa.

Dowad.
E* = (6(S,): Xs, €A1,... X,

Sm

= / Ps, (x,dy1) / Psr—s; V1,dy2) - .. / Psp—sm1 Ym—1,dYm) / Ps—sp Ym>dy) ( / P (y,dxr). .. / Ptntn|(xnlydxn)> =
A] A2 A A By By,

=P'(X;, €Ay1,... X;, €A, Xs €A X1y €B1,.., Xsuy, €Bn).

EAmaXv EA) ==

O

Niech % = o{X;:s€[0,#]}, t €[0,], czyli F; = {X; €A,s € [0,1],A CRY} (naturalna filtracja).
Wtasnos¢ Markowa oznacza, ze B*(®(Xyis,, - - ., Xo14,) | Fr) = O0(Xy), gdzie §(x) = EX(P(X,,, ..., X)),
@ - funkcja ograniczona borelowska.

5 Czasy Markowa

Definicja 5.1. Filtracja to rosnaca rodzina G-algebr %, t € [0,00].

Definicja 5.2.

Fr= () % F=o| U %|- (24)

s€(t,00] s€[0,r)

Definicja 5.3. Zmienng losowa T € [0, o] nazywamy 7;-czasem Markowa (bedziemy pisa¢ w skrécie
Fi—cz.M.), jesli {t <t} € F.

Cwiczenie 5.1. Wtedy {t<r}i{t=1} € 7.



Dowdd. (Jacek Mucha)

=t =fr<\ U {r<i—t),
neN "
t—1>0

przy czym {t < %} € J,_1 € . Suma przeliczalnie wielu zbioréw mierzalnych jest mierzalna. R6z-

nica dwdch zbioréw mierzalnych jest mierzalna, bo A\ B = (A°UB)°. Dlar = 0 teza jest oczywista.
Z kolei
{t<t}={r<t}u{t=1}) e #.

Definicja 5.4. t nazywamy czasem Markowa (cz. M.), jesli T jest F;-czasem Markowa.
Cwiczenie 5.2. Fi+ tez jest filtracja.
Fakt 5.1. Jesli T jest F-czasem Markowa, to T jest czasem Markowa.
Dowod. F C Fry. O
Fakt5.2. t-czM. <= Vr {1 <t} € F.
Dowdd. Zalézmy najpierw, ze T jest czasem Markowa. Wtedy
1
{ft<t}= U {T<t—£}€f,

neN
t—1>0

boVneN{rét—%}ef(Fng}}.
W druga strong.

{t<t} = ﬂ{’c<t+%}e ﬂ?ﬂr%.

neN neN

Zauwazmy, 7e

1 1
vk {t<t+-}= () {t<t+-}e 7.1,
n n k
neN Non>k

czyli {rgr}eﬂkeNfH% = Fiy. O
Fakt 5.3. Niech 1,0 - czasy Markowa. Wtedy min(T, G) tez jest czasem Markowa.
Dowdd. {min(t,0) <t} ={t<t}U{o<t} € F. O
Fakt 5.4. Niech 1,0 - ¥;-czasy Markowa. Wtedy min(T, ) tez jest F;-czasem Markowa.
Dowdd. {min(t,0) <t} ={t<t}U{o<t} € F. O
Cwiczenie 5.3. Niech 1,0, (T, } - czasy Markowa. Wtedy czasami Markowa sg takze

e max(T,0)

e supT,

e infT,



e limsupT,
e liminfT,.

Przyklad 5.1. Niech % = o{X,:s € [0,¢]} oraz 14 = inf{s : X, ¢ A} (czas pierwszego wyjscia ze

zbioru A).

Jesli A = A (A jest zbiorem domknigtym), to T4 = inf{t € Q: X, ¢ A}. Wtedy {t4 < 1} = U,co{X; ¢
s<t

A} € 7, bo jest to suma przeliczalnie wielu zdarze z F;. Zatem 1,4 jest czasem Markowa (ale nie
jest F-czasem Markowa!).

Jesli A jest zbiorem otwartym, to T4 0 lim, e T4, gdzie A, = {x : dist(x,A°) > %} Réwnosé
(1) wynika z ciaglosci trajektorii: X, ¢ Int(Ax), gdy n > k, zatem, gdy X; = lim, . Xz, ~(gdzie
T=1imyeTa,); U Ak = A, czyli Xy € A, 0ile T < oo. Zatem T4, < T4 < T, 0ile T < co. Gdy T = oo,
to T4 = Ta,, zatem T4 = oo. W szczegdlnosci T4 sa mierzalne i sa czasami Markowa. Tak naprawde
T4 sa nawet F;-czasami Markowa.

Fakt 5.5. Jedli przestrzeni probabilistyczna jest odpowiednio zupetna, to T4 jest czasem Markowa
dla dowolnego borelowskiego A.

Dowdéd. Trudny. ]
Definicja 5.5. Jesli t-cz.M., definiujemy Frr = {M € Foo :MN{T< 1} € Fot }.

Cwiczenie 5.4. ., = {M e F.:MN{t <1} € F}.

Definicja 5.6. Jesli t-cz.M., to definiujemy Fr ={M € Fo. :MN{t <1} € F}.

Definicja 5.7. Jesli t-cz.M., to definiujemy % =c{MN{t<t}: M <€ F}.

Cwiczenie 5.5. t=1 = Fox) = Frz)-

Cwiczenie 5.6. F:, T, F+_ to c-algebry.

Cwiczenie 5.7. Foe C F2 C Fry.

Fakt 5.6. Jesli t < © - czasy Markowa, to Fy C Fot.

Dowdd. MN{o<tt=Mn{t<t}n{o<t},przyczym{c <t} C{r<t}. AleMNn{t<t} €T,
boM € Fr. {o <t} € F, bo 6-cz.M. Przekrdj dwich zdarzeri z F; jest w F, wigc MN{c < 1} €
Fi. O

Fakt 5.7. Jesli t-cz.M., to T jest Fr-mierzalny oraz Fr_-mierzalny.
Dowdd. Bedziemy mysleé, ze M = {1t < 1}.
{r<tin{tr <s}={tau <min(t,s)} € Frin(s,s) C Fs-
Czyli {t <t} € Fr;. W istocie T jest F;_-mierzalny. O
Fakt 5.8. Jesli T,0-czM., to {Tt < G} € Fri N Fos-

Dowdd.
{t<oin{o<t}=J{t<sin{s<o}n{o<rt} e,

§s<t

s€Q



bo{t<s} e F, {s<o} € Ty, {o<t} € F. Zatem {T < 6} € F5. Z drugiej strony

{t<o}ln{t<rt}= U{r<s}ﬂ{s<c}ﬁ{’c<t} U{rt<tin{oc>r}) e H,
seQ
bot<ste F,{s<o}le F.{t<t} € F.{o>t} € F. Zatem {1 < G} € Fry. O

Fakt 5.9. Jesli cz.M. T = lim,,;. T,,, gdzie T, - malejacy ciag czaséw Markowa, to

Fer =) Fops- (25)

neN

Dowdéd. Pokazemy (C).
Mn{t, <t}y=Mn{t<t}n{t, <t} e %,

boMN{t <t} € F zzalozenia oraz {1, <t} € F.

(2) W druga strong.
Mn{t<t}=JMn{w <t}) € F.
neN

L]

Fakt 5.10. Jedli T jest czasem Markowa, a 6 - F;-czasem Markowa oraz T < G, to ¢+ C 5.

Dowdad.

Mn{o<t}=Mn{rau<t}Nn{c <t} € %.

O]

6 Mocna wlasnos¢ Markowa

Definicja 6.1. Niech %, = o{X; : s € [0,#]}. Proces stochastyczny X, ma mocna wlasno$¢ Markowa,
jesli
E* (¢(XT+117""XT+Z;1)|—{]:T+) = (I)(XT), (26)

gdzie ¢(y) = E°®(X;,,...,X,,) na zbiorze {t < oo} dla kazdego czasu Markowa T, funkcji borelow-
skiej i ograniczonej @it <t < -+ <ty
Definicj¢ powyzsza mozna réwniez sformutowaé nastgpujaco:

EX(®(Xety oo Xty ;MO {T < o0}) = EX(O(X): MO {1 < o0}), M€ Fop. 2D)

PY(M) = P*(MNM) = E*(Li: M) = E(0(Xo); M) = E*(§(x): M) = 0(x)P*(M) = (P*(M))?,

bo ® = 1), mozna aproksymowac przez @, takie jak w mocnej wtasnosci Markowa; M C o, ,T =
0,0(y) = E(1ar) = P*(M).

Whiosek 6.1. (Prawo 0-1 Blumenthala). Jesli proces stochastyczny X; ma mocna wlasno§¢ Mar-
kowa, to Fo4 jest trywialne, tzn. P*(M) € {0,1} dla M € Fy,..

Twierdzenie 6.2. Ruch Browna ma mocna wlasnos¢ Markowa.



6.1 Procesy Fellera
Twierdzenie 6.3. Procesy Fellera maja mocna wlasno$¢ Markowa.
Dowéd podamy pdzniej.
Definicja 6.2. p;(x,dy) nazywamy fellerowskim prawdopodobienstwem przejscia, jesli
L. po(x,dy) = 8(dy)
2. feX)= Jxf)p:(x,dy) € (o jako funkcja x
3. p:(x,-) jest ciagta funkcja t w stabej topologii na przestrzeni miarowe;.
Fakt 6.4. Przy zatozeniu (1) i (2) z powyzszej definicji, (3) mozna zapisaé réwnowaznie jako:
3. (t,x) = [ f(y)p:(x,dy) jest ciagta wzgledem (z,x).

Przez p; f(x) bedziemy rozumieé

pif ()= [ FOIpilxdy). @8)
Przy powyzszym oznaczeniu mozna napisac, ze warunki (1),(2),(3) z Definicji 6.2 odpowiadaja
L pof=f
2. pr: Go(X) = G(X)
3. psf — pif,gdys—t,a f € G(X).

Tutaj X jest lokalnie zwarta oSrodkowa przestrzenia metryczna, zas (y(X) to przestrzen funkcji cia-
glych takich, ze Ve > 0 IK-zwarty taki, ze | f(x)| < edlax ¢ K.
Dowéd podamy pdZzniej.

Definicja 6.3. Proces X; nazywamy procesem Fellera, jesli spetnia (M), ma fellerowskie prawdopo-
dobienstwa przejécia i jego trajektorie sg prawostronnie ciagle z lewostronnymi granicami (cadlag).

Twierdzenie 6.5. Kazde fellerowskie prawdopodobienstwo przejscia odpowiada pewnemu proce-
sowi Fellera.

Wracamy do dowodu Twierdzenia 6.3, tj., ze kazdy proces Fellera ma mocna wtasnos¢ Markowa.

Dowdd. Dowdd bedzie przebiegat w pigciu krokach.

Krok 1. 7 jest czasem Markowa. T = lim,,_,.. min(T,n), oczywiscie min(t,n) to czasy Markowa.
_ 2R S . . . L
= “r— przyjmuje skoriczenie wiele wartosci.
k k k k 2]

{u <t} ={|2+1] 2%} =21+ 1< 2% |+1}={1< " Y€ Fn € Fe

2k

Jesli 7T jest ograniczony, to T = limg_;. Tg, gdzie Ty

Zatem Ty jest F;-czasem Markowa.



Krok 2. Policzymy L = EX(®(Xq 44, ..., Xt 44,)sM N {Tx = s}). Skorzystamy z Faktu 5.10, co
daje M N {t = s} € Foy C Ty, za$ {7 = s} € F;. Dalej

L= EX(® (Xt Ko, ) MOt = 5}) £ EX(O(X,): M N {1t = 53) = EX(0(Xe ):M N {1 = s3),

gdzie rownos$¢ 1 wynika z wlasnoSci Markowa. Nastepnie sumujemy po wszystkich warto$ciach s
(jest ich skoniczenie wiele), otrzymujac:

Ex(q)(x‘tk-‘rt] g 7X’Ck+1‘n;M) = Ex(q)(XTk)sM) (29)

Krok 3. Przejscie k — oo. X, 11, — Xeiy; p-w. Jesli @ € (p(X"), to lewa strona réwnania 29 dazy
do Ex(q)(XT+[l geen 7X’C+tn);M)-

Xz, — Xt p.w. ¢ jest ciagta (¢wiczenie, f € G(X) — E* f(X;) € (o,

E®(X,,,....X,,) = [py, (x,dx1) ... [®(x1,..., %) Pty—1, ; (Xn—1,dXy)...). Zatem prawa strona dazy
do ¥ (6(Xe): M),

Krok 4. 7 - niekoniecznie ograniczony. Niech 6; = min(7,k). T = limy_.0;. Dla M € %5, ¢
zachodzi
EX(@(Xoy 1+ Xop,): M (V{01 = T}) = EX(0(Xo, ):M 1 {0 = ).

Tutaj M N {c; =1} € F5,+ i rosnie do M N {1 < o}. Z twierdzenia Lebesgue’a (dla odpowiednich
M) zachodzi wiec réwnos¢

EX(®(Xegr, - . Xorn, ):MN{T < 00}) = E¥(0(Xe): M N {1 < o0}).

JesliM € Foy, to MN{t < oo} = UpenM N {T < k} oraz M N {t < k} € Fopp, bo MN{T <k} N
{or<t}=Mn{t=ctn{t<r}=Mn{t<t}in{t < k}. Jesli t <k, to ostatnie wyrazenie
Mn{t <t} € F,wprzeciwnym za$ przypadku MN{t < k} € Fry C F.

Krok 5. Pokazemy na koniec, ze ¢(X_tau) jest Fr-mierzalny.

Jesli T jest ograniczony, to Xy, sa Fr -mierzalne, bo {X, € A} = U {X; € A} N {1 = s}, gdzie kazdy
sktadnik sumy nalezy do rodziny ¥z, (¢wiczenie). Dalej, X7 = limy_,., Xz, jest ﬂj—mierzalne VjeN.
X jest mierzalne dla N7 r; = Frs-

Jesli T-dowolny, to

{XreAd <ol =J{XcAt=01} = | J{Xo, €Ait=04} € Ty,
keN keN

bo i-ty sktadnik sumy nalezy do rodziny %5, +. O



