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�� L �� � ������������ �������� �� � ������������������� ������ ������ ����

�Lu, v� =
N�

j=�

λj�u,ϕj��ϕj , v� ����

��� � �������� ���������� ��� �� ������������ ϕj �

Lϕj = λjϕj
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�� L �� � ������� ������������ �������� �� � ������� ������ ����

�Lu, v� =
∞�

j=�

λj�u,ϕj��ϕj , v� ����

��� � �������� ���������� ��� �� ������������ ϕj �

Lϕj = λjϕj
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�� L �� � ������������ �������� �� � ������� ������ ����

�Lu, v� =
�

Z

λd�Eλu, v�

��� � ���������� �� �������� Eλ�

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



�������� ������� ��� ���������� ��������� ��������� �����

�� L �� � ������������ �������� �������� �� L�(X )� ����

�Lu, v� =
�

Z

λr�u,ϕr��ϕr , v�dr �����

��� � ��� �� ����������� �������������� ϕr �

Lϕr (x) = λrϕr (x)

�������� ��������� ���� ������ ��������

Lu(x) =

�
K (x , y)u(y)dy

���� �K (x , ·)�� < ∞ ��� ������ ��� x �

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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�� L �� �� ��������� �������� �� � ������������������� ������ ������ ����

L ��� �� ������� �� � ������ ������ �����

���������� ��������

�� �� ��� ������

�Lu, v� =
N�

j=�

λj�u,ψj��ϕj , v� ����

��� � �������� ��� �� ������������ ϕj ��� ��������������� ψj �

Lϕj = λjϕj , L∗ψj = λjψj
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�Lu, v� =
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λj�u,ψj��ϕj , v� ����
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�� L �� �� ����������� �������� �� L�(X )� �� ���� ���

�Lu, v� =
�

Z

λr�u,ψr��ϕr , v�dr �����

��� � ��� �� ����������� �������������� ϕr ��� ����������� ����������������� ψr �

Lϕr = λrϕr , L∗ψr = λrψr
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������ ������

��� ��������� �� � ��������������� ������ ������

L =




−ν� ν�� ν�� ··· ν�n
ν�� −ν� ν�� ··· ν�n
ν�� ν�� −ν� ··· ν�n
���

���
���

���
���

νn� νn� νn� ··· −νn




���� νij � � ��� νi =
�

j �=i νij �

��� ���������� ��������������

Pt = exp(tL)

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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��� � ��������� ������ ������

�Lu, v� =
N�

j=�

(−λj)�u,ϕj��ϕj , v�

�Ptu, v� =
N�

j=�

e−tλj �u,ϕj��ϕj , v�
����

���� λj � ��

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



������ ���������

��� ��������� �� � ������ �������� �����

Lu(x) = Δu(x) �������� ���������

��

Lu(x) =

� �
u(y)− u(x)

�
ν(x , y)dy

��� ���������� ����������

Ptu(x) = exp(tL)u(x)

=

�
pt(x , y)u(y)dy

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



��������� ������ ���������

�� Pt ��� ������� ����������

�Lu, v� =
∞�

j=�

(−λj)�u,ϕj��ϕj , v�

�Ptu, v� =
∞�

j=�

e−tλj �u,ϕj��ϕj , v�
����

���� λj � ��

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



��������� ������ ��������� �������� �����

�� Pt ��� �������� ����������

�Lu, v� =
�

Z

(−λr )�u,ϕr��ϕr , v�dr

�Ptu, v� =
�

Z

e−tλr �u,ϕr��ϕr , v�dr
�����

���� λr � ��

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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��� � ������������� ������ �������� �� Pt ��� ������� ����������

�� ���� ���� ���� ������� ���� �� ������� �������

���������� ��������

�� �� ��� ������

�Lu, v� =
∞�

j=�

(−λj)�u,ψj��ϕj , v�

�Ptu, v� =
∞�

j=�

e−tλj �u,ψj��ϕj , v�

���� Reλj � ��

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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��� ��� �������� �������

Lu(x) = u��(x)

������������ ��������

�Lu, v� = �

�π

� ∞

−∞
(−ξ�)û(ξ)v̂(ξ)dξ

�������������

�Lu, v� = �

�π

� ∞

−∞
(−ξ�)�u,ϕξ��ϕξ, v�dξ �����

���� ϕξ(x) = e iξx �

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



�������������� �� ���

�� ������� ������������

�Lu, v� = �

�π

�

Γ

(−ξ�)�u,ψξ��ϕξ, v�dξ �����

���� ϕξ(x) = e iξx � ψξ(x) = e iξx � �� ���� �� Γ ���� ����� −∞ �� +∞��

�� �� ����� ���� Γ = (−∞,∞) �� ����������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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��� ��� �������� ������ ���� ������

Lu(x) = u��(x) + �bu�(x)

������������ ��������

�Lu, v� = �

�π

� ∞

−∞
(−ξ� + �biξ)û(ξ)v̂(ξ)dξ

�������������

�Lu, v� = �

�π

� ∞

−∞
(−ξ� + �biξ)�u,ϕξ��ϕξ, v�dξ �����

���� ϕξ(x) = e iξx �

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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�� ������� ������������

�Lu, v� = �

�π

�

Γ

(−ξ� + �biξ)�u,ψξ��ϕξ, v�dξ �����

���� ϕξ(x) = e iξx � ψξ(x) = e iξx � �� ���� �� Γ ���� ����� −∞ �� +∞��

��� ������ �� Γ �� �� ������ ������

• Γ = (−∞,∞) ����� �� ψξ = ϕξ ��������

• Γ = (−∞+ bi ,∞+ bi) ����� �� ����������� ������������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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��� ������ ��� �������� ������ ���� ����� �� (�,∞)�

Lu(x) = u��(x) + �bu�(x) x ∈ (�,∞)

���� ��������� �������� ��������� u(�) = ��

��� �������� �� ��� ���������� ��������

Lϕ = (−ξ� + �ibξ)ϕ

�� ����� ��

ϕξ(x) = e iξx − e i(−ξ+�ib)x

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



���������� ���

����� �� ���������� ������������

�Lu, v� = �

π

�

Γ

(−ξ� + �biξ)�u,ψξ��ϕξ, v�dξ �����

����

ϕξ(x) = e iξx − e i(−ξ+�ib)x

ψξ(x) = e iξx − e i(−ξ−�ib)x

�� ���� �� Γ ���� ����� � ����� �� iR �� +∞��

��� ������ �� Γ ����� ������ Γ = (bi ,∞+ bi) ����� ��

• ϕξ� ψξ �� ����� �� ���������

• ��� ����������� ������������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



����

����� ����������� ������������� ����������
��� ���������� L �� ����� ������ ���������

������������ �� ����

• ���������� ��� ��� ���� ������ �� (�,∞)�

p+t (x , y) =

� ∞

�

λrψr (x)ϕr (y)dr �����

• �������� ��� ������ ������������

P(X t > −x) =

� ∞

�

p+t (x , y)dy .

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



���� �������

� ��� ���� ������� �� � ��������������������� ������ ������� �� R�

���� ���������

� ��� ���� �������� �� ��� ��������� �� � ��� ���� ��������

Lu(x) = au��(x) + ibu�(x) +

� ∞

−∞

�
u(y)− u(x)− �� � � �

�
ν(y − x)dy

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



������������� �������

� ���� �������� L �� � ������� �����������

�Lu(ξ) = −f (ξ)û(ξ)

����� ��� �������������� �������� �� ����� ���

f (ξ) = aξ� − ibξ +

� ∞

−∞

�
�− e iξz − �� � � �

�
ν(z)dz

���������� ��������� Pt = exp(tL) ��� ������� ����������� ���� ������ e−tf (ξ)�

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



����������� �������

��� ��������� ��� �����������

• ν �� ���������� �������� ��� ���� (−�)nν(z) � � ��� z > ��

• ν �� ��� ������� ��������� �� � ������������ ��������

�� �����

� ���� ������� ��� �� ����� ��

ν(z) ��� ν(−z) ��� ���

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



������ ���������

� ������ �������� �� � ����������� �������� �� {Re ξ > �} ���� ���� Re f (ξ)
ξ

� ��

�������������
f (ξ)

ξ
�� � ��������������� ���������

������� �������� �����

��� � ���� �������� ��� ��������� ��� �����������

• �� ��� �� ������

• f (ξ) ������� �� � ������ ���������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



�����

��� ����� �� � ������ �������� f (ξ) �� ��� �����

Γ = f −�((�,∞)) = {ξ : f (ξ) ∈ (�,∞)}

����� ��� ����� ����+�

��� ����� ���������� ������� ������� �� ���� �����

Γ = {ζr : r ∈ Z}
���� |ζr | = r ��� Z ⊆ (�,∞)� ������������

• r �→ ζr ��
�

��
������� �����������

• r �→ λr = f (ζr ) ��
�

�
������� �����������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



������ �������

�� � ����� ������ ����� ������

f (ξ) = ξ� − �i f (ξ) = aξα f (ξ) = aξα + bξβ

ζr =
√
r � − �+ i ζr = re iϑ ζr ∼ re iϑ

λr = r � + � λr = |a|rα ζr ∼ |a|rα + |b|rβ

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



������ ������ ��� ������� ����������� ������ ����������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



���� ��������� �� ���������

� ���� �������� L ���������� �� (�,∞)�

�L+u, v� =
� ∞

�

Lu(x) v(x)dx

����������������� ������� ��� ������� �� ���� �� �� ����� (�,∞)�

���������� ���������� P+
t = exp(tL+)�

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



������� ��� ����� ����������������� �����

��� � ��������� ���� ������� ���� �� ����� ��� u, v ∈ Cc((�,∞))�

�P+
t u, v� =

�

π

� ∞

�

e−tf (r)�u,ϕr��ϕr , v�dr �����

�����

ϕr (x) = sin(rx + αr )− ϕ̃r (x)

���� �������� αr ��� ���������� �� ���������� ϕ̃r (x)�

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



������� ��� ����� ����+�

��� � ���� ������� ���� �� ����� ���� �����

lim sup
r→∞

|Arg ζr | <
π

�

��� ���������� u ��� v �� �����

�P+
t u, v� =

�

π

�

Z

e−tλr �u,ψr��ϕr , v�|ζ �r |dr �����

�����

ϕr (x) = e−x Im ζr sin(x Re ζr + αr )− ϕ̃r (x)

ψr (x) = ex Im ζr sin(x Re ζr + βr )− ψ̃r (x)

���� �������� αr � βr ��� ���������� �� ����������� ϕ̃r (x)� ψ̃r (x)�

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



�� f (ξ) = cξα ���� �� ���� ����� ���������� �� �����

ϕr (x) ≈ e−arx sin(brx + αr )

ψr (x) ≈ earx sin(brx + βr )

�� a > � ��� u, v ��� ��������� ���������� ����

�u,ψr� = O(�
r
earM),

�ϕr , v� = O(�
r
)

������ ��� �������� ��

�P+
t u, v� =

�

π

�

Z

e−tλr �u,ψr��ϕr , v�|ζ �r |dr �����

���� ��� ���� ���������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



���������� ���������

� �������� u �� ���������� ��

• �� �� � ����������� �������� �� {|Arg ξ| < π
�
− ε}�

• |u(ξ)| � C exp(−C |ξ| log |ξ|) �� ���� �������

��� ������� ��������� �� u �� ������ ���
����
� ∞

�

e−ξxu(x)dx

���� �
C

�+ |ξ|
�� {|Arg ξ| � π − ε}�
����� �� L�((�,∞))� e−rξ log(�+ξ) �� �����������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



��������� ��� ����� ����+�

��� β > � ��� � ���� ������� ���� �� ����� ���� �����

lim sup
r→∞

|Arg ζr | <
π

�β

��� �

Z

e−tλr es|Im ζr ||ζ �r |dr � Aes
β

�� ����

p+t (x , y) =
�

π

�

Z

e−tλrψr (x)ϕr (y)|ζ �r |dr �����

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



��������� ��� ����� ����+�

��� β > � ��� � ���� ������� ���� �� ����� ���� �����

lim inf
r→∞

Arg ζr > − π

�β

inf{Arg f (ξ) : ξ ∈ (�, e iαδ)]} > �

��� �

Z

e−tλr es max{�,− Im ζr}|ζ �r |dr � Aes
β

�� ����

P(X t > −x) =
�

π

�

Z

e−tλrψr (x)ϕ̂r (�)|ζ �r |dr �����

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������



�������� ��������� ���� �������

� ���� ������� Xt ���� ������������� ����������� ��������
����� ����������� �� � �������� ����� �� ������������

���� ��� �� ���������

f (ξ) = −iξ +
ξ

ξ − i
=

−iξ�

ξ − i

�� ���� Γ �� � ����������� |ξ − i | = � ��� �� ��� ����

P�(X t > −x) =
�

π

�
�

�

e−r�(t+x/�) sin(�
�
rx
√
�− r � + � arcsin(�

�
r))

�

r
dr

�� ����� �� �������� α = � arcsin(�
�
r)�

P�(X t > −x) =
�

π

� π

�

e−(�−cosα)(�t+x) sin(x sinα + α)
sinα

�− cosα
dα

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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� ���� ������� Xt ���� ������������� ����������� ��������
����� ���� ����� �������� ����� �� �����������������

���� ��� ���� R > � ��� �� ���������

f (ξ) = −iξ + R
ξ

ξ − i
=

−iξ� + (R� − �)ξ

R(ξ − i)

�� ���� Γ �� � ����������� |ξ − i | = R ���

P�(X t > −x) =
�

π

� π

�

e−(�+R�−�R cosα)t−(�−R cosα)x×

× sin(Rx sinα + α)
R� sinα

�+ R� − �R cosα
dα

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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• L = ∂�� f (ξ) = ξ�� �������� ������
� ��������� �������� ���� ����������

• L = ∂� + �b∂� f (ξ) = ξ� − �ibξ� �������� ������ ���� �����
� ���� ��������� ������� h�����������

• ��������� L� ���������� ����������� ��
� �� ����� ����������������� ����

• L = ∂β(−∂)γ� f (ξ) = aξα� ������ ���� ���������
� ������������ ����

• ������� L � �� ����� �� ����+

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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• �������� ���������� ���
� ∞

�

� ∞

�

� ∞

�

e−τ t−ξx−ηyp+t (x , y)dxdydt

���������������� ��������� ������������������

• ��������� �� ������� ����������

• ���� �� ������� ������������

• ���� ���� ��������� ���������

• �������� �������� �� ����� ����� �� ��� �������� ���������

• ���������� �� ��� ������� ���������

������������ ����������� ��� ������� ���� ���� ��������� �������
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