
Prawdopodobie«stwo i warto±¢ oczekiwana

Lista zada« nr 2: Rachunki

Zmienne o rozkªadach absolutnie ci¡gªych w piguªce:

• X � zmienna losowa
FX(x) = P(X < x) � dystrybuanta
%X(x) = F ′X(x) � g¦sto±¢

• (X,Y ) � wektor losowy
FX,Y (x, y) = P(X < x, Y < y) � dystrybuanta

%X,Y (x, y) = ∂2

∂x∂yFX,Y (x, y) � g¦sto±¢

%X(x) =
∫∞
−∞ %X,Y (x, y)dy � rozkªad brzegowy

• Ef(X) =
∫∞
−∞ f(x)%X(x)dx � warto±¢ oczekiwana

Ef(X,Y ) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x, y)%X,Y (x, y)dydx � warto±¢ oczekiwana

• P(A|B) = P(A,B)
P(B) � klasyczne prawdopodobie«stwo warunkowe

FX|B(x) = P(X<x,B)
P(B) � klasyczna dystrybuanta rozkªadu warunkowego

%X|B(x) = F ′X|B(x) � klasyczna g¦sto±¢ rozkªadu warunkowego

• %X|Y=y(x) =
%X,Y (x,y)
%Y (y) � g¦sto±¢ rozkªadu warunkowego

FX|Y=y(x) =
∫ x
−∞ %X|Y=y(s)ds � dystrybuanta rozkªadu warunkowego

E(f(X,Y )|Y = y) =
∫∞
−∞ f(x, y)%X|Y=y(x)dx =

∫∞
−∞ f(x,y)%X,Y (x,y)dx∫∞
−∞ %X,Y (x,y)dx

� warunkowa warto±¢ oczekiwana
• Y = f(X) (f � rosn¡ca) =⇒ FY (y) = FX(f−1(y)), %Y (y) = %X(f−1(y))

f ′(f−1(y))

Y = f(X) (f � malej¡ca) =⇒ FY (y) = 1−FX(f−1(y)), %Y (y) = %X(f−1(y))
−f ′(f−1(y))

(U, V ) = Φ(X,Y ) =⇒ %U,V (u, v) =
%X,Y (Φ−1(u,v))
| det Φ′(Φ−1(u,v))|

Wa»niejsze rozkªady absolutnie ci¡gªe:

• Rozkªad jednostajny: U(a, b) (a < b):
g¦sto±¢: %(x) = 1

b−a1[a,b](x)

dystrybuanta: F (x) = x−a
b−a dla x ∈ [a, b]

±rednia: EX = a+b
2

wariancja: VarX = (b−a)2

12
• Rozkªad wykªadniczy: E(λ) (λ > 0):
g¦sto±¢: %(x) = λe−λx1[0,∞)(x)

dystrybuanta: F (x) = 1− e−λx dla x ≥ 0
±rednia: EX = 1

λ

wariancja: VarX = 1
λ

• Rozkªad normalny: XN (µ, σ2) (µ ∈ R, σ > 0):

g¦sto±¢: %(x) = 1√
2π
e−

(x−µ)2

2σ2

dystrybuanta: F (x) = 1
2 (1 + erf( x−µ√

2σ2
))

±rednia: EX = µ
wariancja: VarX = σ2



Zadania:

(1) Niech X ma rozkªad jednostajny U(0, 1). Oblicz (podane wy»ej) warto±ci
EX = 1

2 , VarX = 1
12 .

(2) Niech X ma rozkªad normalny N (0, 1). Oblicz (podane wy»ej) warto±ci
EX = 0, VarX = 1.

(3) Uzasadnij, »e je±li X ∼ U(0, 1), to a+ (b− a)X ∼ U(a, b).
(4) Uzasadnij, »e je±li X ∼ N (0, 1), to µ+ σX ∼ N (µ, σ2).
(5) Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªa-

dzie. Wyznacz g¦sto±¢ i dystrybuant¦ rozkªadu Z = min(X,Y ) za pomoc¡
FX i %X . Wyznacz te wielko±ci, gdy X,Y ∼ E(λ) i zinterpretuj uzyskany
wynik w kontek±cie rozpadu promieniotwórczego.

(6) Wykonaj poprzednie zadanie, je±li X i Y s¡ niezale»ne, ale maj¡ ró»ne roz-
kªady. Rozwa» przypadek X ∼ E(λ1), Y ∼ E(λ2) i zinterpretuj wynik.

(7) Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie E(λ). Wy-
znacz rozkªad ª¡czny wektora (X,X + Y ), a nast¦pnie rozkªad warunkowy
X pod warunkiem X + Y = z (czyli np. %X|X+Y=z).

(8) Niech X b¦dzie zmienn¡ o rozkªadzie E(λ). Wyznacz rozkªad warunkowy
zmiennej X − x0 pod warunkiem X > x0.

(9) Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie N (0, 1).
Wyznacz rozkªad ª¡czny wektora 1√

2
(X − Y,X + Y ).

(10) Niech U , V b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie
U(0, 1). Wyznacz rozkªad ª¡czny i rozkªady brzegowe wektora (X,Y ) =

(
√

2 ln 1
U cos(2πV ),

√
2 ln 1

U sin(2πV )).

(11) Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie N (0, 1).
Wyznacz rozkªad zmiennej Z = X2 + Y 2 (czyli np. FZ(r)).

(12) Niech X ∼ U(0, 1) oraz Y = 1√
X
. Wyznacz rozkªad Y oraz E(Y −y0|Y > y0)

dla y0 ≥ 1.


