Prawdopodobieristwo i warto$¢ oczekiwana
Lista zadan nr 2: Rachunki

Zmienne o rozktadach absolutnie cigglych w pigulce:

e X — zmienna losowa
Fx(z) =P(X < z) — dystrybuanta
ox(x) = Fi(z) — gestos¢

e (X,Y) — wektor losowy
Fxy(z,y) =P(X < 2,Y <y) — dystrybuanta
ox y(a: y) = azzy FX v (z,y) — gestosc

f_ QX y z,y)dy — rozklad brzegowy

o = [~ :v)da: — wartos¢ oczekiwana
IEf X Y) f f_ f(x,v)ox,y (z,y)dyde — wartos¢ oczekiwana

e P(A|B) = P(’?ij) — klasyczne prawdopodobieristwo warunkowe
Fxp(x) = % — klasyczna dystrybuanta rozkladu warunkowego
ox|B(x) = F;Q p(x) — klasyczna gestos¢ rozktadu warunkowego

® ox|y—y() = E’Xgii(;y) — gestodé rozktadu warunkowego

Fxy—y(z) = f Ox|y= y( s)ds — dystrybuanta rozktadu warunkowego

S22 Fy)ex,y (z,y)dx
E(f(X, Y)Y f_ (z,y) OX|y= y( r)dr = = Qxy)zzyy)dx

— warunkowa warto$¢ oczekiwana
o ¥ = f(X) (f ~ rosnaca) = Fy(y) = Fx(f (), ov(y) = GY=2)
Y = f(X) (f - malejaca) = Fy(y) = 1-Fx (/7' (4)), ov (y) = 2200

(U, V)=®(X,Y) = ovv(u,v) = %

Wazniejsze rozktady absolutnie ciagte:

e Rozklad jednostajny U(a,b) (a < b):
gestose: o(x) = =5 Lja)(2)
dystrybuanta: F(:v = = dla z € [a, ]
srednia: EX = «tb

wariancja: Var X =
o Rozktad wykladniczy: 8( ) (A>0):
gestosé: o(x) = Ae 1y o) ()
dystrybuanta: F(z) =1—e * dlaz >0
érednia: EX = +
wariancja: Var X = %
e Rozktad normalny: XN (u,0?) (u € R, o > 0):

» ] _e=w?
gestosé: o(x) = v

dystrybuanta: F(z) = 1(1+ erf(2
§rednia: EX = p
wariancja: Var X = o

(b= a)

77))

2



Zadania;:

(1) Niech X ma rozklad jednostajny U4(0,1). Oblicz (podane wyzej) wartosci
EX =1, Var X = 4.

(2) Niech X ma rozklad normalny A(0,1). Oblicz (podane wyzej) wartosci
EX =0, Var X = 1.

(3) Uzasadnij, 7e jesli X ~U(0,1), to a+ (b —a)X ~ U(a,b).

(4) Uzasadnij, ze jesli X ~ N(0,1), to u+ o X ~ N (p,0?).

(5) Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkta-
dzie. Wyznacz gestosé i dystrybuante rozkladu Z = min(X,Y’) za pomoca
Fx i ox. Wyznacz te wielkosci, gdy X,Y ~ &£(A) i zinterpretuj uzyskany
wynik w kontekscie rozpadu promieniotworczego.

(6) Wykonaj poprzednie zadanie, jesli X i Y sa niezalezne, ale maja rozne roz-
klady. Rozwaz przypadek X ~ E(A1), Y ~ E(A2) i zinterpretuj wynik.

(7) Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie £()). Wy-
znacz rozklad laczny wektora (X, X +Y), a nastepnie rozklad warunkowy
X pod warunkiem X +Y = z (czyli np. ox|x4y=z)

(8) Niech X bedzie zmienng o rozktadzie £(X). Wyznacz rozklad warunkowy
zmiennej X — zo pod warunkiem X > xzg.

(9) Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie N(0,1).
Wyznacz rozklad taczny wektora %(X -Y,X+Y).

(10) Niech U, V beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie

U(0,1). Wyznacz rozktad laczny i rozktady brzegowe wektora (X,Y) =

(y/2In £ cos(2aV), /21In £ sin(27V)).

(11) Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0,1).
Wyznacz rozklad zmiennej Z = X2 + Y2 (czyli np. Fz(r)).

(12) Niech X ~U(0,1) oraz Y = % Wyznacz rozktad Y oraz E(Y —yo|Y > yo)
dla yo > 1.



