
Proces Wienera

Lista zada« nr 4

W poni»szych zadaniachWt jest procesem Wienera, za± Xt = x0 exp(σWt− σ2t
2 +µt)

� geometrycznym ruchem Browna. Przypomnienie: EXt = eµtx0. Je±li nie podano
inaczej, zakªadmy, »e σ = 1 oraz µ = 0, a wi¦c Xt = x0 exp(Wt − t

2 )

(1) Korzystaj¡c z niezale»no±ci przyrostów procesu Wienera, oblicz P(W7 >
W3 > W0).

(2) Zauwa», »e

X7 = exp(W3 − 3
2 ) exp((W7 −W3)− 7−3

2 ).

Oblicz P(X7 > X3 > X0) i spróbuj wyja±ni¢, dlaczego wynik nie jest równy
1
4 mimo, »e Xt opisuje gr¦, w której gracz ±rednio wychodzi na zero.

(3) Przypomnij charakteryzacj¦ niezale»no±ci przez g¦sto±¢ rozkªadu ª¡cznego.
Wyka», »e je±li Y i Z s¡ niezale»ne, to E(f(Y )g(Z)|Y = y) = f(y)E(g(Z)).

(4) Wykorzystuj¡c poprzednie zadanie i równo±¢

X7 = exp(W3 − 3
2 ) exp((W7 −W3)− 7−3

2 ),

oblicz warunkowe warto±ci oczekiwane E(X7|X3 = x) i E(X2
7 |X3 = x).

(5) Ile (na mocy mocnego prawa wielkich liczb) wynosi granica

lim
t→∞

Wt

t
?

A ile wobec tego wynosi granica

lim
t→∞

Xt?

Jak to si¦ ma do stwierdzenia, »e Xt opisuje gr¦ sprawiedliw¡?
(6) Okre±lmy Vt = tW1/t dla t > 0, V0 = 0. Uzasadnij, »e Vt równie» jest

procesem Wienera.
(7) Okre±lmy Ut =W7+t−W7. Uzasadnij, »e Ut równie» jest procesem Wienera.
(8?) Niech T b¦dzie najmniejsz¡ tak¡ liczb¡, »e WT = 7 (T jest zmienn¡ losow¡).

Dla s > 0 oblicz P(T < s).
Wskazówka: zrób rysunek przykªadowej trajektorii procesu Wienera i za-

znacz T na osi czasu. Zauwa», »e je±li T < s, to po chwili T proces Wt ma
jednakow¡ szans¦ pój±¢ w gór¦ i w dóª; zatem P(Ws > WT |T < s) = 1

2 �
ten intuicyjny fakt (tzw. zasada odbicia) jest trudny do udowodnienia, ale
mo»esz go wykorzysta¢. Wywnioskuj, »e P(Ws > 7) = 1

2P(T < s).
Uwaga: spróbuj uogólni¢ powy»sze zadania, pisz¡c s zamiast 3 oraz t zamiast 7.


