Proces Wienera
Lista zadan nr 4

W ponizszych zadaniach W jest procesem Wienera, zas X; = xg exp(ocW;— "th +ut)
— geometrycznym ruchem Browna. Przypomnienie: EX; = e#txzq. Jesli nie podano
inaczej, zakladmy, ze 0 = 1 oraz u = 0, a wiec X; = xgexp(W; — %)
(1) Korzystajac z niezaleznosci przyrostow procesu Wienera, oblicz P(W7 >
W3 > Wo)
(2) Zauwaz, ze
X7 = exp(Ws — 3) exp((Wr — W3) — 552).

Oblicz P(X7 > X3 > Xj) i sprobuj wyjasni¢, dlaczego wynik nie jest rowny

i mimo, ze X; opisuje gre, w ktérej gracz $rednio wychodzi na zero.

(3) Przypomnij charakteryzacje niezaleznosci przez gestosé rozktadu lacznego.
Wykaz, ze jesli Y i Z sa niezalezne, to E(f(Y)g(2)|Y =vy) = f(y)E(g(2)).

(4) Wykorzystujac poprzednie zadanie i réownosé
X7 = exp(W3 — 3) exp(Wr — Ws) — 152),
oblicz warunkowe wartosci oczekiwane E(X7| X5 = z) i E(X?| X3 = z).
(5) Ile (na mocy mocnego prawa wielkich liczb) wynosi granica
lim —* 7
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A ile wobec tego wynosi granica

t—o0

Jak to sie ma do stwierdzenia, ze X; opisuje gre sprawiedliwg?
(6) Okreslmy V; = tW,,, dlat > 0, Vo = 0. Uzasadnij, ze V; réwniez jest
procesem Wienera.

) Okreslmy U; = Wy, —Wy. Uzasadnij, ze U; réwniez jest procesem Wienera.
(8*) Niech T bedzie najmniejsza taka liczba, ze Wp = 7 (T jest zmienna losowa).
Dla s > 0 oblicz P(T < s).

Wskazowka: zrob rysunek przyktadowej trajektorii procesu Wienera i za-
znacz T na osi czasu. Zauwaz, ze je§li T' < s, to po chwili T proces W; ma
jednakows szanse p6js¢ w gore i w dot; zatem P(W, > Wrp|T < s) = 1 —
ten intuicyjny fakt (tzw. zasada odbicia) jest trudny do udowodnienia, ale
mozesz go wykorzysta¢. Wywnioskuj, ze P(W, > 7) = 1P(T < s).

Uwaga: sprobuj uogdélni¢ powyzsze zadania, piszac s zamiast 3 oraz t zamiast 7.



