~MATEMATYKA” — PRZYKLADOWE KOLOKWIUM ZALICZENIOWE

1. Wyjasnij, dlaczego wzor (f,g) = f(0)g(0) nie okresla iloczynu skalarnego na przestrzeni
C'(]0,1]) funkcji ciagltych na przedziale [0, 1].

Wskazowka: oblicz norme funkcji f(z) = x.

2. (a) Podaj zwigzek miedzy norma i iloczynem skalarnym.

(b) Uzasadnij, ze jesli (Z,y) =1, to ||Z]] > 1 lub [|7]| > 1.

3. (a) Podaj warunki, jakie musza spelnia¢ wektory ,, aby tworzyty uklad ortonormalny.
(b) Okreslmy
# = (1,-1,0,0,0,...),
% =(1,1,-1,-1,0,0,0,..),

U3 (17L]-7]-7_17_17_17_170,0,0,...),
. 2”-1 2n—1
v, =(1,1,1,...,1,~1,-1,-1,...,—1,0,0,0,...),

tj. ¥, sklada sie z 2" ! jedynek, 2"~! minus jedynek i nastepnie samych zer. Uza-
sadnij krotko, ze wektory ¥, tworzg uklad ortogonalny w /2.

4. (a) Sformutuj nieréwnosé¢ Bessela.
(b) Okreslmy ¢, = 2724, gdzie ¥, jest zdefiniowane w poprzednim zadaniu. Niech
Z=(1,0,0,0,...). Oblicz (Z,é,).
(c) Czy dla wektora & i uktadu €, zachodzi réwno$¢ w nierownosci Bessela? Czy
oznacza to, ze uklad ortonormalny €, jest zupelny?

5. (a) Zapisz ogolna postaé (rzeczywistego) szeregu Fouriera funkcji f na przedziale
[—7, w], uwzgledniajac wzor na wspolezynniki.
(b) Rozwii w szereg Fouriera funkcje f(z) = |cos §| (wspotezynniki przy sinusach sie
zeruja, nie obliczaj ich).
Na przedziale [—, 7] zachodzi f(z) = cos 5.
b cos(ax) sin(bx) — asin(ax) cos(bz)
= b2 _ g2 ‘
Pamietaj, ze cos(nm) = cos(—nm) = (—1)" oraz sin(nm) = 0.

Przyda Ci sie wzor /cos(ax) cos(bx)dx



