Analiza matematyczna 1 — egzamin

. imie i nazwisko, numer indeksu
CZESC TEORETYCZNA

(1) Podaj definicje pochodnej funkeji f w punkcie 7 (tj. wzor na f'(7)). (1p.)
f(7) = lim f@) = F(0) f(7>

x—7 x—17

(2) Sformutuj twierdzenie o ciagu monotonicznym i ograniczonym. (1p.)

Ciggr monotoniczne i ograniczone sq zbiezne.

-1
(3) Wiadomo, ze F'(z) = f(z) dla z € R. Wyraz / f(z)dx przy pomocy funkcji F. (1p.)
1

/1 f@)dz = F(—1) — F(1).

(4) Podaj definicje (Heinego lub Cauchy’ego) granicy prawostronnej funkcji f w punkcie 0. (2p.)
Granica ta wynost a, tj. lim+ f(x) = a, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0
z—0

taka, ze z warunku 0 < x < & wynika warunek |f(z) —a| < e.

Rownowaznie: dla kazdego zbieznego do 0 ciggu (z,,) o wyrazach dodatnich zachodiz lim f(x,) = 0.
n—oo

(5) Sformutuj twierdzenie wykorzystane w nastepujacym rozumowaniu: (2p.)
JFunkcja f(x) = 2 — 2%/ jest ciagla, f(1) = 0 oraz f(2) = 2, zatem réwnanie f(z) =1
ma rozwiazanie w przedziale (1,2).”

Funkcja ciggla na przedziale domknietym ma wltasno$é Darbouz; tj. jesli f jest cigglta na [a,b], to
przyjmuje w (a,b) wszystkie wartosci zawarte pomiedzy f(a) i f(b).

(6) Podaj definicje funkcji arccos(z). (2p.)
Rownosé arccos(z) = y zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy cos(y) = x oraz y € [0, 7).



CzZESC RACHUNKOWA

(7) Oblicz granice nh_g)lo n(vn?+1—n). (3p.)
241)—n? 1
lim n(vn?+1—n)= lim n((n” + 1) n): lim —— = 1.

n—00 n—oo  \/m24+14+n n—o00 /14_%_’_1

(8) Wyznacz ekstrema lokalne i przedzialy monotonicznosci funkeji f(z) = (222 +z —1)e™™. (3p.)

Funkcja f jest okreslona i rdzniczkowalna na R. Zachodzi f'(x) = (4 + 1)e ™ + (222 + = —
1)(—e™®) = —(22% — 3x — 2)e™ ™. Pierwiastkami tréjmianu kwadratowego 22* — 3x — 2 sq v = 2
oraz & = —3, zatem f'(x) = —(x — 2)(x + 3), czyli f'(x) > 0 dia x € (—3,2) oraz f'(x) <0 dla
z € (—00,—2)U(2,00). Oznacza to, ze f jest rosngca na [—3,2] i malejgca na (—oo, —1] oraz na

B . . . o 1 . . . .
2,00); f ma minimum w punkcie v = —5 i maksimum w punkcie x = 2.
(9) Wyznacz wszystkie styczne do wykresu funkcji f(x) = 22, ktore przechodza przez (3p.)
punkt (2, 3).

Rownanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie (xg, ) to y — 22 = 2xo(x — 1), c2yli y =
2z0r — x5, Wstawiajgc x = 2 iy = 3, otrzymujemy 3 = 4xy — 22, czyli 22 — 422 +3 = 0. Stqd
tatwo xg =1 lub xg = 3, a szukanyma stycznymi s¢ y = 2x — 1 oraz y = 6x — 9.



(ln(:c) oz i 1

Na mocy requty de I’Hospitala:

(10) Oblicz granice lim

—1

)

, 1 1 x—1—In(x)
lim —— ) =lm——
a—1 \In(zx) x—1 z—=1 (z —1)In(x)

— 1 1_0_%

" asin(z) + =

r—1

= lim

e=lzln(z) +o—1

1-0

= lim

el In(z) +24+1-0

In(In(z))

(11) Oblicz calk(g/ dx.

Podstawiamy In(x) =y, x = €Y, dx = eVdy:

/mmmm:/m@ /mw

x ey
a nastepnie catkujemy przez czesci:
/ In(y)dy = / y' In(y)dy

= yIn(y)dy — / y(In(y))'dy
= yIn(y) —/1dy

e’dy

1

5"

=yln(y) —y + C = In(z) In(In(z)) — In(z) + C.

cos(x)
2 — (cos(z))?
Podstawiamy sin(x) =y, cos(z)dr = dy:

/ [

dz.

(12) Oblicz Calkq/

cos(x)
2 — (cos(z))?

/

1492

(3p.)

(4p.)

(3p.)

dy = arctg(y) + C = arctg(sin(x)) + C.



CzESC PROBLEMOWA

(13) Ciag (a,) spelia rownania a; = 1 oraz a,4+1 = 24/a,. Uzasadnij zbieznos¢ ciagu (a,) (4p.)

(14)

1 wyznacz jego granice.

(Cigg ten ma przy wyrazy nieujemne i jest poprawnie okreslony: a; > 0, a jesli a, > 0, to
Upi1 = 24/a, > 0, zatem na mocy zasady indukcji matematycznej a, > 0 dla wszystkich n € N ).

Cigg ten jest rosngcy: as = 2 > 1 = ay oraz jesli ans1 > an, 10 Gpio = 2./Uni1 > 24/An = Qpi1,
zatem na mocy zasady indukcji matematyczne) an1 > a, dla kazdego n € N.

Cigg ten jest tez ograniczony z gory: ay < 7 i jesli a, < 7, to app1 = 24/an < 2V/7 < 7, a wiec
a, <7 dla kazdego n € N na mocy zasady indukcji matematycznej.

Na mocy twierdzenia o ciggu monotonicznym i ograniczonym, cigg (a,) jest zbiezny do pewnej
granicy x.

Granica ta spetnia v = lim a, 1, = lim (2\/a,) = 2vz, skad v = 0 lub v = 2. Pierwsza mozliwosé
n—oo n—o0

jest wykluczona, bo x > ay = 1; zatem granicq ciggu (a,) jest 2.

Niech A = {a j_ ; + prRs ra,be N}. Udowodnij, ze sup A = 1 oraz inf A = 0. (4p.)
Oczywiscie G + ﬁ > 0, wiec inf A > 0. Ponadto biorgc a = 1 1 b = n, otrzymujemy
#b—kﬁ = ﬁ#—# — 0, skqd inf A < 0 ¢ wobec tego inf A = 0.

Przyjmujgc a = b = 1, otrzymujemy 5 + ﬁ = %Jr% = 1, zatem supA > 1. Ponadto

At ot =1+ 2 = 1= b — i) < 1 (bowiem a® +b* > a+b), przez cosup A < 1

i ostatecznie sup A = 1.



