
Analiza matematyczna 1 � egzamin
imi¦ i nazwisko, numer indeksu

Cz¦±¢ teoretyczna

(1) Podaj de�nicj¦ pochodnej funkcji f w punkcie 7 (tj. wzór na f ′(7)). (1 p.)

f ′(7) = lim
x→7

f(x)− f(7)
x− 7

.

(2) Sformuªuj twierdzenie o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym. (1 p.)

Ci¡gi monotoniczne i ograniczone s¡ zbie»ne.

(3) Wiadomo, »e F ′(x) = f(x) dla x ∈ R. Wyra¹

∫ −1
1

f(x)dx przy pomocy funkcji F . (1 p.)∫ −1
1

f(x)dx = F (−1)− F (1).

(4) Podaj de�nicj¦ (Heinego lub Cauchy'ego) granicy prawostronnej funkcji f w punkcie 0. (2 p.)

Granica ta wynosi a, tj. lim
x→0+

f(x) = a, wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0

taka, »e z warunku 0 < x < δ wynika warunek |f(x)− a| < ε.

Równowa»nie: dla ka»dego zbie»nego do 0 ci¡gu (xn) o wyrazach dodatnich zachodiz lim
n→∞

f(xn) = 0.

(5) Sformuªuj twierdzenie wykorzystane w nast¦puj¡cym rozumowaniu: (2 p.)

�Funkcja f(x) = xx − x2/x jest ci¡gªa, f(1) = 0 oraz f(2) = 2, zatem równanie f(x) = 1
ma rozwi¡zanie w przedziale (1, 2).�

Funkcja ci¡gªa na przedziale domkni¦tym ma wªasno±¢ Darboux; tj. je±li f jest ci¡gªa na [a, b], to
przyjmuje w (a, b) wszystkie warto±ci zawarte pomi¦dzy f(a) i f(b).

(6) Podaj de�nicj¦ funkcji arccos(x). (2 p.)

Równo±¢ arccos(x) = y zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy cos(y) = x oraz y ∈ [0, π].



Cz¦±¢ rachunkowa

(7) Oblicz granic¦ lim
n→∞

n(
√
n2 + 1− n). (3 p.)

lim
n→∞

n(
√
n2 + 1− n) = lim

n→∞

n((n2 + 1)− n2)√
n2 + 1 + n

= lim
n→∞

1√
1 + 1

n2 + 1
= 1.

(8) Wyznacz ekstrema lokalne i przedziaªy monotoniczno±ci funkcji f(x) = (2x2 + x− 1)e−x. (3 p.)

Funkcja f jest okre±lona i ró»niczkowalna na R. Zachodzi f ′(x) = (4x + 1)e−x + (2x2 + x −
1)(−e−x) = −(2x2 − 3x − 2)e−x. Pierwiastkami trójmianu kwadratowego 2x2 − 3x − 2 s¡ x = 2
oraz x = −1

2
, zatem f ′(x) = −(x − 2)(x + 1

2
), czyli f ′(x) > 0 dla x ∈ (−1

2
, 2) oraz f ′(x) < 0 dla

x ∈ (−∞,−1
2
)∪ (2,∞). Oznacza to, »e f jest rosn¡ca na [−1

2
, 2] i malej¡ca na (−∞,−1

2
] oraz na

[2,∞); f ma minimum w punkcie x = −1
2
i maksimum w punkcie x = 2.

(9) Wyznacz wszystkie styczne do wykresu funkcji f(x) = x2, które przechodz¡ przez (3 p.)
punkt (2, 3).

Równanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie (x0, x
3
0) to y − x20 = 2x0(x − x0), czyli y =

2x0x − x20. Wstawiaj¡c x = 2 i y = 3, otrzymujemy 3 = 4x0 − x20, czyli x20 − 4x20 + 3 = 0. St¡d
ªatwo x0 = 1 lub x0 = 3, a szukanymi stycznymi s¡ y = 2x− 1 oraz y = 6x− 9.



(10) Oblicz granic¦ lim
x→1

(
1

ln(x)
− 1

x− 1

)
. (3 p.)

Na mocy reguªy de l'Hospitala:

lim
x→1

(
1

ln(x)
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− ln(x)

(x− 1) ln(x)

= lim
x→1

1− 0− 1
x

ln(x) + x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x ln(x) + x− 1

= lim
x→1

1− 0

ln(x) + x
x
+ 1− 0

=
1

2
.

(11) Oblicz caªk¦

∫
ln(ln(x))

x
dx. (4 p.)

Podstawiamy ln(x) = y, x = ey, dx = eydy:∫
ln(ln(x))

x
dx =

∫
ln(y)

ey
eydy =

∫
ln(y)dy,

a nast¦pnie caªkujemy przez cz¦±ci:∫
ln(y)dy =

∫
y′ ln(y)dy

= y ln(y)dy −
∫
y(ln(y))′dy

= y ln(y)−
∫

1dy

= y ln(y)− y + C = ln(x) ln(ln(x))− ln(x) + C.

(12) Oblicz caªk¦

∫
cos(x)

2− (cos(x))2
dx. (3 p.)

Podstawiamy sin(x) = y, cos(x)dx = dy:∫
cos(x)

2− (cos(x))2
dx =

∫
1

2− (1− y2)
dy =

∫
1

1 + y2
dy = arctg(y) + C = arctg(sin(x)) + C.



Cz¦±¢ problemowa

(13) Ci¡g (an) speªnia równania a1 = 1 oraz an+1 = 2
√
an. Uzasadnij zbie»no±¢ ci¡gu (an) (4 p.)

i wyznacz jego granic¦.

(Ci¡g ten ma przy wyrazy nieujemne i jest poprawnie okre±lony: a1 ≥ 0, a je±li an ≥ 0, to
an+1 = 2

√
an ≥ 0, zatem na mocy zasady indukcji matematycznej an ≥ 0 dla wszystkich n ∈ N).

Ci¡g ten jest rosn¡cy: a2 = 2 > 1 = a1 oraz je±li an+1 > an, to an+2 = 2
√
an+1 > 2

√
an = an+1,

zatem na mocy zasady indukcji matematycznej an+1 > an dla ka»dego n ∈ N.

Ci¡g ten jest te» ograniczony z góry: a1 < 7 i je±li an < 7, to an+1 = 2
√
an < 2

√
7 < 7, a wi¦c

an < 7 dla ka»dego n ∈ N na mocy zasady indukcji matematycznej.

Na mocy twierdzenia o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym, ci¡g (an) jest zbie»ny do pewnej
granicy x.

Granica ta speªnia x = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

(2
√
an) = 2

√
x, sk¡d x = 0 lub x = 2. Pierwsza mo»liwo±¢

jest wykluczona, bo x ≥ a1 = 1; zatem granic¡ ci¡gu (an) jest 2.

(14) Niech A =

{
a

a+ b
+

b

a2 + b2
: a, b ∈ N

}
. Udowodnij, »e supA = 1 oraz inf A = 0. (4 p.)

Oczywi±cie a
a+b

+ b
a2+b2

≥ 0, wi¦c inf A ≥ 0. Ponadto bior¡c a = 1 i b = n, otrzymujemy
a

a+b
+ b

a2+b2
= 1

1+n
+ n

1+n2 → 0, sk¡d inf A ≤ 0 i wobec tego inf A = 0.

Przyjmuj¡c a = b = 1, otrzymujemy a
a+b

+ b
a2+b2

= 1
2
+ 1

2
= 1, zatem supA ≥ 1. Ponadto

a
a+b

+ b
a2+b2

= 1− b
a+b

+ b
a2+b2

= 1− b( 1
a+b
− 1

a2+b2
) ≤ 1 (bowiem a2+ b2 ≥ a+ b), przez co supA ≤ 1

i ostatecznie supA = 1.


