
Analiza matematyczna � I kolokwium, zestaw A

1. Wyka», »e kresem górnym zbioru{
nm

n2 +m2 + 1
: n,m ∈ N

}
jest liczba 1

2
. Sformuªuj wykorzystan¡ de�nicj¦ kresu górnego lub wykorzystane

twierdzenie o wyznaczaniu kresu górnego.

Rozwi¡zanie: Zachodzi

1

2
− nm

n2 +m2 + 1
=

n2 +m2 + 1− 2nm

2(n2 +m2 + 1)
=

(n−m)2 + 1

2(n2 +m2 + 1)
> 0

dla wszystkich n,m ∈ N, zatem 1
2
jest ograniczeniem z góry rozwa»anego zbioru. Z

drugiej strony, gdy ε > 0 oraz n = m > 1/ε, to

nm

n2 +m2 + 1
=

n2

2n2 + 1
=

1

2
− 1

2(2n2 + 1)
>

1

2
− 1

n
>

1

2
− ε,

zatem 1
2
− ε nie jest ograniczeniem z góry rozwa»anego zbioru. Oznacza to, »e 1

2
jest

najmniejszym ograniczeniem z góry rozwa»anego zbioru, a wi¦c jego kresem górnym.
(Inny wariant drugiej cz¦±ci: liczby an = n2/(2n2 + 1) s¡ elementami tego zbioru i

ci¡g (an) jest zbie»ny do 1
2
, wi¦c na mocy odpowiedniego twierdzenia kresem górnym

rozwa»anego zbioru jest 1
2
).

2. Wykorzystuj¡c równo±¢ lim
n→∞

(1+ 1
n
)n = e i wªasno±ci granic ci¡gów, oblicz granic¦

lim
n→∞

(
n+ 1

n− 1

)n

.

Rozwi¡zanie: Zachodzi:

lim
n→∞

(
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n− 1

)n

= lim
n→∞

(
n+ 1

n
· n

n− 1

)n

= lim
n→∞

((
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n− 1

)n−1(
1 +

1

n− 1

))
= e · e · 1 = e2.

(Mo»liwe s¡ oczywi±cie inne uzasadnienia).

3. Speªniony jest warunek

an+1 =
an + 3

2
− 1

an
dla n ∈ N.

Oblicz mo»liwe warto±ci granicy ci¡gu (an), je±li wiadomo, »e jest on zbie»ny.
Nast¦pnie wyznacz granic¦ ci¡gu (an), je±li dodatkowo wiadomo, »e a1 = 4.

Rozwi¡zanie: Je±li jest zbie»ny do x, to x = x+3
2
− 1

x
, sk¡d ªatwo x = 1 lub x = 2 � s¡

to dwie mo»liwe warto±ci granicy. Gdy dodatkowo a1 = 4, to wyka»emy indukcyjnie, »e
(an) jest malej¡cy i ograniczony z doªu przez 2. Oczywi±cie a1 > 2, za± je±li an > 2, to
an+1 = an+3

2
− 1

an
> 2+3

2
− 1

2
= 2. Ponadto a2 = 4+3

2
− 1

4
< 4 = a1, za± je±li an < an−1,

to an+3
2
− 1

an
< an−1+3

2
− 1

an−1
(bo an, an−1 > 0), zatem an+1 < an. Pozostaje wykorzysta¢

twierdzenie o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym oraz pierwsz¡ cz¦±¢ zadania: granic¡
jest 2 (warto±¢ 1 wykluczamy, poniewa» ci¡g jest ograniczony z doªu przez 2).



4. Dany jest rosn¡cy i nieograniczony ci¡g dodatnich liczb rzeczywistych (an).
Ci¡g (xn) okre±lony jest wzorami

x1 = 1,

xn+1 =
an
xn

dla n ∈ N.

(a) Wyka», »e (xn) nie jest zbie»ny do wªa±ciwej granicy.
(b) Wyka», »e ci¡gi (x2n−1) oraz (x2n) s¡ rosn¡ce.
(c) Udowodnij, »e ci¡g (xn) nie musi by¢ rozbie»ny do niesko«czono±ci

(wskazuj¡c odpowiedni przykªad ci¡gu (an)).

Rozwi¡zanie: (a) Gdyby ci¡g (xn) byª zbie»ny do liczby x, to skoro xn+1xn = an, ci¡g
(an) musiaªby by¢ zbie»ny do x2. Jest to niemo»liwe, bo (an) jest nieograniczony.
(b) Zachodzi x2n+1 = a2n

a2n−1
x2n−1, a skoro a2n > a2n−1, zachodzi x2n+1 > x2n−1

(bowiem wyrazy ci¡gu (xn) s¡ dodatnie, co ªatwo wykaza¢ indukcyjnie). Podobnie
x2n+2 =

a2n+1

a2n
x2n > x2n.

(c) Dowolny ci¡g (an) o wªasno±ci a2n = a2n−1 jest odpowiedni: wtedy x2n+1 = x2n−1,
zatem (x2n−1) jest ci¡giem stale równym 1. Oznacza to, »e (xn) nie jest rozbie»ny do
niesko«czono±ci. (Je±li potrzebny jest wi¦c konkretny przykªad ci¡gu (an), mo»na przyj¡¢
an = 2n− (−1)n).
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