Analiza matematyczna — I kolokwium, zestaw A

1. Wykaz, ze kresem gérnym zbioru
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jest liczba 5. Sformutuj wykorzystang definicje kresu gérnego lub wykorzystane

twierdzenie o wyznaczaniu kresu goérnego.

Rozwigzanie: Zachodzi
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dla wszystkich n,m € N, zatem % jest ograniczeniem z goéry rozwazanego zbioru. 7
drugiej strony, gdy € > 0 oraz n = m > 1/e, to
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zatem % — € nie jest ograniczeniem z gory rozwazanego zbioru. Oznacza to, ze % jest
najmniejszym ograniczeniem z gory rozwazanego zbioru, a wiec jego kresem goérnym.

(Inny wariant drugiej czesci: liczby a, = n?/(2n* + 1) sa elementami tego zbioru i
ciag (a,) jest zbiezny do %, wiec na mocy odpowiedniego twierdzenia kresem gérnym
rozwazanego zbioru jest %)

2. Wykorzystujac rownosé lim (1 + %)” = e 1 wlasnosci granic ciggow, oblicz granice
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Rozwigzanie: Zachodzi:

) n+1\" ) n+1 n \"
lim = lim .
n—oo n—l n—o00 n 7’),—1

, 1\" 1\ 1 )
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(Mozliwe sa oczywiscie inne uzasadnienia).

3. Spelniony jest warunek
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Oblicz mozliwe wartodci granicy ciagu (a,), jesli wiadomo, ze jest on zbiezny.
Nastepnie wyznacz granice ciagu (a,), jesli dodatkowo wiadomo, ze a; = 4.

Rozwigzanie: Jesli jest zbiezny do z, to z = IQﬁ — 9—16, skad tatwo x = 1lub z =2 — s3

to dwie mozliwe wartosci granicy. Gdy dodatkowo a; = 4, to wykazemy indukcyjnie, ze
(a,) jest malejacy i ograniczony z dotu przez 2. Oczywiscie a; > 2, za$ jesli a,, > 2, to

an+1:“”T+3—i> %—%:2. Ponadtoagz#—}i < 4 = ay, zas jesli a, < a,_1,
: 143 . )
to a"TH — i < % — anlfl (bo ap,an—1 > 0), zatem a,41 < a,. Pozostaje wykorzysta¢

twierdzenie o ciggu monotonicznym i ograniczonym oraz pierwsza czeS¢ zadania: granicy
jest 2 (warto$¢ 1 wykluczamy, poniewaz cigg jest ograniczony z dotu przez 2).



4. Dany jest rosnacy i nieograniczony ciag dodatnich liczb rzeczywistych (a,,).
Ciag (z,) okreslony jest wzorami
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(a) Wykaz, ze (x,,) nie jest zbiezny do wtasciwej granicy.
(b) Wykaz, ze ciagi (x2,_1) oraz (xs,) sa rosnace.
(c¢) Udowodnij, ze ciag (z,) nie musi by¢ rozbiezny do nieskoriczonosci
(wskazujac odpowiedni przyktad ciagu (a,)).
Rozwigzanie: (a) Gdyby ciag (z,) byl zbiezny do liczby z, to skoro =, 12, = a,, ciag
(a,) musiatby by¢ zbiezny do z?%. Jest to niemozliwe, bo (a,) jest nieograniczony.

(b) Zachodzi Topt+1 = asjilxzn_l, a skoro aq, = 291, zachodzi Topt+1l 2 Top—1
(bowiem wyrazy ciagu (z,) sa dodatnie, co tatwo wykaza¢ indukcyjnie). Podobnie
__ Q2n+1
Tont2 = —, o Tap 2 Ton-

a
(c) Dowolny ciag (a,) o wlasnosci ag, = as,_1 jest odpowiedni: wtedy xo, 11 = 2,1,

zatem (T, 1) jest ciagiem stale rownym 1. Oznacza to, ze (z,) nie jest rozbiezny do
nieskoriczonodci. (Jesli potrzebny jest wiec konkretny przyktad ciggu (a,), mozna przyjac
a, =2n — (—=1)").
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