
Analiza matematyczna � I kolokwium, zestaw A

Prosz¦ podpisa¢ wszystkie kartki, a na pierwszej dodatkowo poda¢ nazwisko osoby pro-
wadz¡cej ¢wiczenia (Kamil Kaleta lub Bartosz Langowski).

1. Wyka», »e kresem górnym zbioru{
nm

n2 +m2 + 1
: n,m ∈ N

}
jest liczba 1

2
. Sformuªuj wykorzystan¡ de�nicj¦ kresu górnego lub wykorzystane

twierdzenie o wyznaczaniu kresu górnego.

2. Wykorzystuj¡c równo±¢ lim
n→∞

(1+ 1
n
)n = e i wªasno±ci granic ci¡gów, oblicz granic¦

lim
n→∞

(
n+ 1

n− 1

)n

.

3. Speªniony jest warunek

an+1 =
an + 3

2
− 1

an
dla n ∈ N.

Oblicz mo»liwe warto±ci granicy ci¡gu (an), je±li wiadomo, »e jest on zbie»ny.
Nast¦pnie wyznacz granic¦ ci¡gu (an), je±li dodatkowo wiadomo, »e a1 = 4.

4. Dany jest rosn¡cy i nieograniczony ci¡g dodatnich liczb rzeczywistych (an).
Ci¡g (xn) okre±lony jest wzorami

x1 = 1,

xn+1 =
an
xn

dla n ∈ N.

(a) Wyka», »e (xn) nie jest zbie»ny do wªa±ciwej granicy.
(b) Wyka», »e ci¡gi (x2n−1) oraz (x2n) s¡ rosn¡ce.
(c) Udowodnij, »e ci¡g (xn) nie musi by¢ rozbie»ny do niesko«czono±ci

(wskazuj¡c odpowiedni przykªad ci¡gu (an)).

Mateusz Kwa±nicki



Analiza matematyczna � I kolokwium, zestaw B

Prosz¦ podpisa¢ wszystkie kartki, a na pierwszej dodatkowo poda¢ nazwisko osoby pro-
wadz¡cej ¢wiczenia (Kamil Kaleta lub Bartosz Langowski).

1. Wyka», »e kresem dolnym zbioru{
n+ 1

m
+

m+ 1

n
: n,m ∈ N

}
jest liczba 2. Sformuªuj wykorzystan¡ de�nicj¦ kresu dolnego lub wykorzystane
twierdzenie o wyznaczaniu kresu dolnego.

2. Wykorzystuj¡c równo±¢ lim
n→∞

(1+ 1
n
)n = e i wªasno±ci granic ci¡gów, oblicz granic¦

lim
n→∞

(
n+ 1

n− 1

)n

.

3. Speªniony jest warunek

an+1 = 3 +
an
3
− 3

an
dla n ∈ N.

Oblicz mo»liwe warto±ci granicy ci¡gu (an), je±li wiadomo, »e jest on zbie»ny.
Nast¦pnie wyznacz granic¦ ci¡gu (an), je±li dodatkowo wiadomo, »e a1 = 4.

4. Dany jest rosn¡cy i nieograniczony ci¡g dodatnich liczb rzeczywistych (an).
Ci¡g (xn) okre±lony jest wzorami

x1 = 1,

xn+1 =
an
xn

dla n ∈ N.

(a) Wyka», »e (xn) nie jest zbie»ny do wªa±ciwej granicy.
(b) Wyka», »e ci¡gi (x2n−1) oraz (x2n) s¡ rosn¡ce.
(c) Udowodnij, »e ci¡g (xn) nie musi by¢ rozbie»ny do niesko«czono±ci

(wskazuj¡c odpowiedni przykªad ci¡gu (an)).

Mateusz Kwa±nicki
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