
Lista zada« nr 1: rozmaito±ci o funkcjach

(1) Udowodnij, »e −|x| 6 x 6 |x|.
(2) Udowodnij, »e |x| 6 y wtedy i tylko wtedy, gdy x 6 y oraz −x 6 y.
(3) Wykorzystuj¡c poprzednie dwa zadania, udowodnij szybko, »e |x+ y| 6 |x|+ |y|.
(4) Udowodnij analogicznie, »e

∣∣|x| − |y|∣∣ 6 |x− y|.
(5) Udowodnij, »e wzór 1

2
(x + y) + 1

2
|x − y| opisuje wi¦ksz¡ z liczb x, y. Podaj

interpretacj¦ geometryczn¡ tego wzoru i podobny wzór na mniejsz¡ z liczb x, y.
(6) Naszkicuj kolejno wykresy funkcji zadanych wzorami:

|x|, |x| − 4,
∣∣|x| − 4

∣∣, ∣∣|x| − 4
∣∣− 3,

∣∣∣∣∣|x| − 4
∣∣− 3

∣∣∣,∣∣∣∣∣|x| − 4
∣∣− 3

∣∣∣− 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣|x| − 4
∣∣− 3

∣∣∣− 1

∣∣∣∣.
(7) Naszkicuj kolejno wykresy funkcji zadanych wzorami:

|x|, |x− 1|,
∣∣|x| − 1

∣∣, ∣∣|x− 3| − 1
∣∣, ∣∣∣∣∣|x| − 3

∣∣− 1
∣∣∣,∣∣∣∣∣|x− 4| − 3

∣∣− 1
∣∣∣, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣|x| − 4

∣∣− 3
∣∣∣− 1

∣∣∣∣.
(8) Wykres funkcji f przesuni¦to o siedem jednostek w dóª, a nast¦pnie odbito sy-

metrycznie w osi poziomej. Wykres jakiej funkcji otrzymano? Jak zmienia si¦
odpowied¹, je±li operacje wykonano w odwrotnej kolejno±ci?

(9) Udowodnij, »e wykresem funkcji g danej wzorem g(x) = f(x + 7) jest wykres
funkcji f przesuni¦ty o siedem jednostek w lewo. Przyjmij nast¦puj¡c¡ de�nicj¦:
je±li F jest �gur¦ na pªaszczy¹nie oraz G jest �gur¡ uzyskan¡ przez przesuni¦cie
F o siedem jednostek w lewo, to punkt (x, y) nale»y do G wtedy i tylko wtedy,
gdy punkt (x+ 7, y) nale»y do F .

(10) Przedstaw podobne rozumowanie w przypadku, gdy g(x) = f(x)− 7.
(11) Wyznacz dziedzin¦ naturaln¡ funkcji f danej wzorem f(x) = ( 1

x
− x)x. Spróbuj

naszkicowa¢ wykres tej funkcji; czy umiesz odgadn¡¢, jak wygl¡da ten wykres w
pobli»u osi pionowej?

(12) Udowodnij, »e x− 1 < bxc 6 x 6 dxe < x+ 1 oraz b−xc = −dxe.
(13) Czy istnieje ci¡gªa funkcja f , okre±lona na caªym zbiorze liczb rzeczywistych, dla

której równanie f(x) = y ma dokªadnie trzy rozwi¡zania dla ka»dego y?



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Udowodnij, »e |−x| = |x| oraz |x| =
√
x2.

(ii) Przypomnij interpretacj¦ geometryczn¡ wielko±ci |x| i |x− y|.
(iii) Spróbuj naszkicowa¢ wykres funkcji f(x) = 4x3 − x oraz g(x) = 1/(2 − x3) (nie

obliczaj warto±ci tych funkcji w kolejnych punktach, zamiast tego przeanalizuj
wzory tych funkcji). Porównaj uzyskany rysunek z wykresem wygenerowanym
komputerowo. Zwró¢ uwag¦ na: przeci¦cia z osiami; przedziaªy, na których funk-
cja ro±nie lub maleje; w któr¡ stron¦ wygi¦ty jest wykres i w których punktach
si¦ to zmienia.

(iv) Dla jakich par liczb x, y okre±lone jest pot¦gowanie xy?
(v) Sporz¡d¹ wykres funkcji danych wzorami x, bxc, dxe, x− bxc.
(vi) Udowodnij, »e bxc = k wtedy i tylko wtedy, gdy k jest liczb¡ caªkowit¡ oraz

k 6 x < k + 1. Sformuªuj podobn¡ wªasno±¢ dla dxe.
(vii) Oblicz (wykorzystuj¡c powy»sz¡ wªasno±¢) b−1c, b−7

3
c, b
√
2c.

Zadania dodatkowe

(A) Uzasadnij w podobny sposób, jak w zadaniu (9), pozostaªe reguªy przeksztaªcania
wykresów funkcji: g(x) = −f(x), g(x) = f(−x), g(x) = |f(x)|, g(x) = f(|x|),
g(x) = 7f(x), g(x) = f(7x).

(B) Niech f(x) = 7bx
7
c+ 7(x− bxc). Sprawd¹, »e równanie f(x) = y ma dla ka»dego

y dokªadnie siedem rozwi¡za«. Uogólnij ten wynik.
(C) Udowodnij, »e nie istnieje ci¡gªa funkcja f , okre±lona na caªym zbiorze liczb rze-

czywistych, dla której równanie f(x) = y ma dokªadnie dwa rozwi¡zania dla
ka»dego y.

Uwagi:

• warto±¢ bezwzgl¦dna jest dana wzorem |x| =

{
x gdy x > 0,

−x gdy x < 0;

• funkcja znaku jest zde�niowana wzorem sign(x) =


1 gdy x > 0,

0 gdy x = 0,

−1 gdy x < 0;

• bxc to podªoga liczby x, czyli najwi¦ksza liczba caªkowita mniejsza lub równa x;
• dxe to su�t liczby x, czyli najmniejsza liczba caªkowita wi¦ksza lub równa x;
• x− bxc to cz¦±¢ uªamkowa liczby x;
• dziedzina naturalna funkcji danej wzorem to zbiór tych argumentów, dla których
wzór jest poprawnie okre±lony;
• wykres funkcji f to zbiór punktów o wspóªrz¦dnych (x, f(x)).
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