Lista zadan nr 1: rozmaito$ci o funkcjach

(1) Udowodnij, ze —|z| < = < |z|.

(2) Udowodnij, ze |z| < y wtedy i tylko wtedy, gdy = < y oraz —z < y.

(3) Wykorzystujac poprzednie dwa zadania, udowodnij szybko, ze |z + y| < |z| + |y

(4) Udowodnij analogicznie, ze ||z] — |y|| < |z — y|.

(5) Udowodnij, ze wzor 3(z + y) + iz — y| opisuje wicksza z liczb z, y. Podaj
interpretacje geometryczng tego wzoru i podobny wzor na mniejsza z liczb x, y.

(6) Naszkicuj kolejno wykresy funkcji zadanych wzorami:

Y

2, Jel=4, Jlal=4f lel=4] =3, ||le]-4] -3

2] = 4] =3 =1,

2] = 4] = 3| - 1‘.
(7) Naszkicuj kolejno wykresy funkcji zadanych wzorami:

’$|, ’13—1‘7 Hl’|—1|, ||$_3|_1

Y

o el =8 -1

“|x—4|—3|—1), Hy|x|—4\—3]_1

(8) Wykres funkcji f przesunieto o siedem jednostek w do6t, a nastepnie odbito sy-
metrycznie w osi poziomej. Wrykres jakiej funkcji otrzymano? Jak zmienia sie
odpowiedz, jesli operacje wykonano w odwrotnej kolejnosci?

(9) Udowodnij, ze wykresem funkcji g danej wzorem g(x) = f(x + 7) jest wykres
funkcji f przesuniety o siedem jednostek w lewo. Przyjmij nastepujaca definicje:
jesli F' jest figure na ptlaszczyznie oraz G jest figurg uzyskana przez przesuniecie
F o siedem jednostek w lewo, to punkt (z,y) nalezy do G wtedy i tylko wtedy,
gdy punkt (z + 7,y) nalezy do F.

(10) Przedstaw podobne rozumowanie w przypadku, gdy g(z) = f(z) — 7.

(11) Wyznacz dziedzing naturalng funkeji f danej wzorem f(z) = (2 — x)*. Sprobuj
naszkicowa¢ wykres tej funkcji; czy umiesz odgadnaé, jak wyglada ten wykres w
poblizu osi pionowej?

(12) Udowodnij, ze z — 1 < |z] <z < [z] <z + 1 oraz [—z| = —[z].

(13) Czy istnieje ciagla funkcja f, okreslona na caltym zbiorze liczb rzeczywistych, dla
ktorej rownanie f(x) = y ma doktadnie trzy rozwigzania dla kazdego y?



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI
(i) Udowodnij, ze |—z| = |z| oraz |z| = V22

(ii) Przypomnij interpretacje geometryczna wielkosei |z| i |x — y|.

(iii) Sprobuj naszkicowa¢ wykres funkcji f(z) = 42 — z oraz g(z) = 1/(2 — 2°) (nie
obliczaj wartosci tych funkcji w kolejnych punktach, zamiast tego przeanalizuj
wzory tych funkcji). Poréwnaj uzyskany rysunek z wykresem wygenerowanym
komputerowo. Zwro¢ uwage na: przeciecia z osiami; przedziaty, na ktorych funk-
cja rosnie lub maleje; w ktora strone wygiety jest wykres i w ktorych punktach
sie to zmienia.

(iv) Dla jakich par liczb z, y okreslone jest potegowanie Y7

(v) Sporzadz wykres funkcji danych wzorami z, [z], [z], v — |z].

(vi) Udowodnij, ze |x] = k wtedy i tylko wtedy, gdy k jest liczbg calkowita oraz
k < x < k+ 1. Sformutuj podobna wlasnosé¢ dla [z].

(vii) Oblicz (wykorzystujac powyzsza wlasnos¢) [—1], |—I], [V2].

ZADANIA DODATKOWE

(A) Uzasadnij w podobny sposob, jak w zadaniu [(9)] pozostale reguty przeksztalcania
wykresow fankeji: g(z) = —f(x), g(x) = f(—2), g(z) = |f(2)], 9lx) = F(Jz]),
9(x) = 7(2), 9lx) = f(72).

(B) Niech f(x) =7[%] + 7(x — |x]). Sprawdz, ze réwnanie f(r) = y ma dla kazdego
y doktadnie siedem rozwigzan. Uog6lnij ten wynik.

(C) Udowodnij, ze nie istnieje ciggta funkcja f, okreslona na calym zbiorze liczb rze-

czywistych, dla ktorej rownanie f(z) = y ma doktadnie dwa rozwigzania dla
kazdego .
UWAGT:
x dy =z >0,
o warto$é bezwzgledna jest dana wzorem |z| = sy &=
—x gdy z < 0;
1 gdy x > 0,
o funkcja znaku jest zdefiniowana wzorem sign(z) =<0  gdy x = 0,
—1 gdy x < 0;
e |z] to podtoga liczby z, czyli najwieksza liczba catkowita mniejsza lub réwna x;
o [x]| to sufit liczby x, czyli najmniejsza liczba catkowita wieksza lub rowna z;
o x — |x]| to czesé utamkowa liczby x;
o dziedzina naturalna funkcji danej wzorem to zbior tych argumentow, dla ktorych

wzOr jest poprawnie okreslony;
e wykres funkeji f to zbiér punktow o wspohrzednych (z, f(x)).
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