Lista zadai nr 10: Funkcje rozmaite

(1) Udowodnij, ze (cosh(z))? — (sinh(x))? = 1 oraz
cosh(x + ) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
sinh(z 4 y) = cosh(xz) sinh(y) 4 sinh(z) cosh(y).

x)
x)
(2) Wyprowadz wzor na tgh(z + y).
(3) Funkcje odwrotne do funkeji hiperbolicznych to funkcje polowe: arsinh, arcosh
i artgh (area sinus hiperboliczny itp.) sa funkcjami odwrotnymi odpowiednio do

sinh, cosh (na [0, 00)) i tgh, tj.
arcosh(z) =t  wtedy i tylko wtedy, gdy cosh(t) = x oraz t € [0, c0);
arsinh(y) =t  wtedy i tylko wtedy, gdy sinh(t) = y;
artgh(z) =t  wtedy i tylko wtedy, gdy  tgh(t) = z.

Wyznacz dziedziny funkcji polowych i wyraz je przy pomocy logarytmu natural-
nego.

(4) Udowodnij, ze funkcja f dana wzorem f(z) = 1 dla x > 0 oraz f(x) = —1 dla
x < 0 jest elementarna. Czy funkcja sign jest elementarna?

(5) Udowodnij, ze funkcja f dana wzorem f(z) =z dla x < 0 oraz f(z) = x/x dla
x > 0 jest elementarna.

(6) Jaka geometryczna whasnosé wykresu funkeji rzeczywistej f okreslonej na zbio-
rze R opisuje warunek (f o f)(z) = z dla wszystkich z € R? Czy wszystkie
funkcje o tej wlasnosci sa monotoniczne?

(7) Czy istnieje funkcja rzeczywista f okreslona na zbiorze R o wlasnosci f(f(z)) =
—x dlax € R?

Niech [ bedzie funkcjg rzeczywistq, okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych. Niech Gy
oznacza zbior okreséw funkcji f, czyli

Gr={T e R: f(z) = f(x +T) dla wszystkich x € R}.

Funkcja f jest zatem okresowa, jesli Gy # {0}. Jesli f jest okresowa, niech

7r = inf(G; N (0, 00)).

Gdy 1y > 0, wielkosé Ty nazywana jest okresem podstawowym funkcji f.

(8) Wykaz, ze 0 € G oraz jesli T, S € Gy, to T+ S, T — S € Gy, tzn. G jest podgrupg
grupy R z dziataniem dodawania.

9) Udowodnij, ze jesli G C R jest podgrupa R, to G = G dla pewnej funkcji f.

0) Podaj przyktad funkcji okresowej f, ktora nie jest funkcja stata, dla ktorej 74 = 0.

1) Udowodnij, ze jesli ¢ > 0, to 7y jest okresem funkeji f.

12) Udowodnij, ze jesli f jest okresowa, ciagla w 0 oraz 74 = 0, to f jest stala.

13) Niech f i g beda funkcjami okresowymi o okresach podstawowych 7, i 7,. Udo-
wodnij, ze jesli 7;/7, jest rozna od 1 liczba wymierna, to najmniejsza wspolna
wielokrotnos$¢ 7 liczb 74 1 7, jest okresem f + g, lecz nie musi by¢ jej okresem
podstawowym (tj. mozliwa jest nieréwnosé 7., < 7).



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI

(i) Czy suma funkcji okresowych jest okresowa? A iloczyn? A zlozenie?
(ii) Utworz wszystkie prawdziwe zdania zgodne z szablonem:

wztozenie funkcji rosnace] z funkcja rosnaca jest funkcja TOSMACE Ly,
malejace]j malejaca malejaca

(iii) Utworz wszystkie prawdziwe zdania zgodne z szablonem:

sutha arzystej
,» & iloczyn funkcji{nii ar}; sge'}
zlozenie parzystel
i funkcji { Parzystej } jest funkcja { Parzyst@ }”.
nieparzystej nieparzysta

ZADANIA DODATKOWE

(A) Skonstruuj dwie (nieciagte) funkcje okresowe f i g takie, ze f(t) + g(t) = t dla
wszystkich ¢ € R. Wskazowka: potraktuj R jako przestrzen liniowa nad @Q i
wykorzystaj dowolng baze Hamela tej przestrzeni (jest to wiec zadanie z algebry
liniowej, nie z analizy matematycznej).

(B) Udowodnij (indukcyjnie!), ze funkcja wykladnicza exp nie jest suma skoriczenie
wielu funkcji okresowych.

(C) Niech f i g beda funkcjami okresowymi o okresach podstawowych 7 i 7,. Udo-
wodnij, ze jesli 7;/7, jest liczba niewymierna oraz f + g jest ciggta, to f + g nie
jest funkcja okresows.

(D) Wskaz przyklad okresowych funkcji f i g o okresach podstawowych 74 i 7,, dla
ktorych 77/7, jest liczba niewymierna, lecz f + g jest okresowa.

(E) Udowodnij, ze f(t) = |t] jest granica ciagu funkcji elementarnych.

UWAGTI:
e sinh(z) = 1(e” — e~ "999);
e cosh(z) = 3(e® + e7%);
e tgh(z) = sinh(x)/ cosh(z).
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