
Lista zada« nr 11: Granice funkcji

(1) Oblicz lim
x→2

x3 − 3x2 + 4

x3 − x2 − 8x+ 12
.

(2) Oblicz lim
x→1

x− 3
√
x√

x− 1
.

(3) Oblicz lim
x→0

sin(ax)

sin(bx)
(gdzie a, b 6= 0).

(4) Oblicz lim
x→0

1− cos(x)

x2
oraz lim

x→0

cos(ax)− cos(bx)

x2
(gdzie a, b 6= 0).

(5) Oblicz lim
x→π/2

cos(x)

cos(3x)
.

(6) Oblicz lim
x→0

sin(sin(x))

x
.

(7) Podstawiaj¡c t = arcsin(x), oblicz lim
x→0

arcsin(x)

x
.

(8) Oblicz lim
x→0

tg(sin(x))

sin(tg(x))
.

(9) Oblicz lim
x→0

ctg(cos(x))

cos(ctg(x))
.

(10) Uzasadnij, »e nie istniej¡ granice (wªa±ciwe lub nie)

lim
x→+∞

(x− bxc), lim
x→0

sin( 1
x
), lim

x→0

1
x
.

(11) Udowodnij, »e je±li f jest monotoniczna i istnieje lim
n→+∞

f(n), to istnieje lim
x→∞

f(x).

(12) Oblicz lim
x→∞

arctg(x) oraz lim
x→−∞

arctg(x).

(13) Udowodnij, »e je±li f jest okresowa i istnieje lim
x→∞

f(x), to f jest staªa.

(14) Udowodnij, »e granica lim
x→a

f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje lim
n→+∞

f(xn)

dla dowolnego zbie»nego do a ci¡gu (xn) o wyrazach w dziedzinie f i ró»nych od a
(bez »adnego zaªo»enia o jednakowej warto±ci tych granic).



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Oblicz lim
x→1

x3 − 3x+ 2

2x3 − 3x2 + 1
.

(ii) Oblicz lim
x→0

tg(x)

x
oraz lim

x→0
(x ctg(x)).

(iii) Oblicz lim
x→0

sin(ax)

x
(gdzie a 6= 0).

Zadania dodatkowe

(A) Funkcje f i g s¡ okresowe (o by¢ mo»e ró»nych okresach) oraz speªniona jest
równo±¢ lim

x→+∞
(f(x) − g(x)) = 0. Udowodnij, »e f(x) = g(x) dla wszystkich

x ∈ R. Wskazówka: udowodnij wpierw, »e funkcje f i g maj¡ wspólny okres. W
tym celu oznacz przez Tf > 0 i Tg > 0 pewne okresy funkcji f i g. Dla ustalonych
liczb x ∈ R i m ∈ Z zachodzi 0 = lim

n→+∞
(f(x+nTf +mTg)− g(x+nTf +mTg)) =

f(x+mTg)− lim
n→+∞

g(x+ nTf ), zatem warto±¢ f(x+mTg) nie zale»y od m ∈ Z.
(B) Stosuj¡c wzór sin(3x) = 3 sin(x)− 4(sin(x))3, udowodnij, »e:

x− sin(x) = 4
3

(
3(sin(x

3
))3 + 9(sin(x

9
))3 + 27(sin( x

27
))3 + . . .

)
Wykorzystaj ten wzór do wyznaczenia granicy lim

x→0

x− sin(x)

x3
.

(C) Na zbiorze R∗ = R ∪ {−∞,∞} okre±lamy funkcj¦ f wzorem f(x) =
x√

1 + x2

gdy x ∈ R i dodatkowo f(−∞) = −1, f(∞) = 1. Udowodnij, »e ci¡g (xn) jest
zbie»ny do granicy (wªa±ciwej lub niewªa±ciwej) a ∈ R∗ wtedy i tylko wtedy, gdy
ci¡g (f(xn)) jest zbie»ny do f(a). (Na kursie topologii dowiemy si¦, »e wynik ten
oznacza, »e przestrzenie R∗ oraz [−1, 1] s¡ homeomor�czne).
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