Lista zadan nr 11: Granice funkcji
. 3 — 322 +4
(1) Oblicz il_}r% Pk

(2) Oblicz Tim “= Y~

r—1 1‘—1

sin(ax)

(3) Oblicz lim

Py (gdzie a,b # 0).

11— — cos(b
(4) Oblicz lim czs(x) oraz lim cos(az) QCOS( ?) (gdzie a,b # 0).
z—0 x z—0 x
cos(x)

5) Oblicz i .
(5) 1 x—lffgz cos(3x)

(6) Oblicz lim SR1(E)
x—0 x
(7) Podstawiajac ¢t = arcsin(x), oblicz lir% M.
T—r €T
to(si
(8) Oblicz Tim E5R(®)
=0 sin(tg(x))
t
(9) Oblicz Tim SBL@)
20 cos(ctg(z))
(10) Uzasadnij, ze nie istnieja granice (wlasciwe lub nie)
. _ . . l . l

Jim (=12 iy ) iy

(11) Udowodnij, ze jesli f jest monotoniczna i istnieje lirf f(n), to istnieje lim f(z).
n—-+00 T—00

(12) Oblicz lim arctg(z) oraz lim arctg(x).

T—00 T—r—00
(13) Udowodnij, ze jesli f jest okresowa i istnieje lim f(z), to f jest stala.

T—r 00
(14) Udowodnij, ze granica lim f(z) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje lirJlrn f(zn)
r—a n—-+0oo

dla dowolnego zbieznego do a ciagu (x,) o wyrazach w dziedzinie f i réznych od a
(bez zadnego zalozenia o jednakowe]j wartosci tych granic).



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI

(i)

. 13 =3x+2
Oblez I o 3 1 1

(ii) Oblicz liH(l) te(2) oraz lim(z ctg(z)).
x>

(iii) Oblicz lim
z—0

x z—0
sin(ax)

(gdzie a # 0).

ZADANIA DODATKOWE

(A) Funkcje f i g sa okresowe (o byé¢ moze réznych okresach) oraz speliona jest

rownosé lir}rn (f(x) — g(z)) = 0. Udowodnij, ze f(x) = g(x) dla wszystkich
T—+00
x € R. Wskazowka: udowodnij wpierw, ze funkcje f i ¢ maja wspolny okres. W
tym celu oznacz przez Ty > 01T, > 0 pewne okresy funkcji f i g. Dla ustalonych
liczb © € R i m € Z zachodzi 0 = lirf (flz+nTr+mT,)—g(x+nTs+mTy)) =
n—-+00

flx+mT,) — lirf g(x + nTy), zatem warto$¢ f(x +mT,) nie zalezy od m € Z.
n—-+0oo
Stosujac wzor sin(3x) = 3sin(x) — 4(sin(z))?3, udowodnij, ze:
z —sin(z) = §(3(sin(%£))’ + 9(sin(£))* + 27(sin(Z))* + .. .)

Wykorzystaj ten wzoér do wyznaczenia granicy glclir(l) ngn(x)

’ x
Vit
gdy = € R i dodatkowo f(—o0) = —1, f(oco) = 1. Udowodnij, ze ciag (z,) jest
zbiezny do granicy (wlasciwej lub niewlasciwej) a € R* wtedy i tylko wtedy, gdy
ciag (f(z,)) jest zbiezny do f(a). (Na kursie topologii dowiemy sie, ze wynik ten
oznacza, ze przestrzenie R* oraz [—1, 1] sa homeomorficzne).

Na zbiorze R* = R U {—00, 00} okreslamy funkcje f wzorem f(x) =
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