
Lista zada« nr 12: Granice funkcji i zastosowania

(1) Funkcja f jest monotoniczna na (a, b). Udowodnij, »e istniej¡ granice (wªa±ciwe
lub nie) lim

x→a+
f(x) oraz lim

x→b−
f(x). Udowodnij analogicznie, »e dla ka»dego c ∈

(a, b) istniej¡ granice (wªa±ciwe) lim
x→c+

f(x) oraz lim
x→c−

f(x).

(2) Oblicz lim
x→0+

x− bxc
dxe − x

oraz lim
x→0−

x− bxc
dxe − x

.

(3) Oblicz lim
x→0

sinh(x)

x
.

(4) Oblicz lim
x→1

ln(x)

x− 1
.

(5) Oblicz lim
x→0

ax − 1

x
(gdzie a > 0).

(6) Oblicz lim
x→1

xa − 1

x− 1
(gdzie a > 0).

(7) Oblicz lim
x→0

ex − 1− x

x2
. Wskazówka: (1 + x

2
)2 6 ex 6

(
1

1− x
2

)2
dla x ∈ (−2, 2).

(8) Oblicz lim
x→0

x ln( sin(x)
x

)

sin(x)− x
.

(9) Udowodnij, »e lim
x→0

(1 + x)1/x = e.

(10) Udowodnij, »e lim
x→∞

(1 + 1
x
)x = e oraz lim

x→∞
(1 − 1

x
)x = 1

e
. Ogólniej, udowodnij, »e

lim
x→∞

(1 + c
x
)x = ec dla c ∈ R.

(11) Wyznacz asymptoty funkcji f(x) = x sin( 1
x
).

(12) Wyznacz asymptoty uko±ne funkcji f(x) =
√
x2 + x

√
x, g(x) = ln(x) oraz h(x) =

ln(cosh(x)).
(13) Podaj przykªad funkcji elementarnej okre±lonej naR\{−1, 0, 1}, której wszystkimi

asymptotami s¡ proste y = 1− x (uko±na w +∞), x = 1 (obustronna) oraz x = 0
(lewostronna).



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Oblicz lim
x→0

e−x − 1

x
.

(ii) Wyznacz asymptoty funkcji f(x) =
√
x2 + 1 oraz g(x) = x2+1

|x|−1 .

Zadania dodatkowe

(A) Funkcja f okre±lona na R ma w ka»dym punkcie obie granice jednostronne. Udo-
wodnij, »e zbiór punktów, w których f nie ma granicy, jest co najwy»ej przeli-
czalny. Wskazówka: udowodnij, »e zbiór tych punktów x, dla których warto±ci
granic jednostronnych funkcji f ró»ni¡ si¦ o wi¦cej ni» ε > 0, jest dyskretny.
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