
Lista zada« nr 13: Funkcje ci¡gªe

(1) Udowodnij, »e je±li f jest ci¡gªa w a oraz f(a) > 0, to istnieje δ > 0 taka, »e
f(x) > 0 dla x ∈ (a− δ, a+ δ).

(2) Udowodnij, »e je±li f1 jest ci¡gªa na [a, b], f2 jest ci¡gªa na [b, c] oraz f1(b) = f2(b),
to funkcja f dana wzorem f(x) = f1(x) gdy x ∈ [a, b] oraz f(x) = f2(x) gdy
x ∈ [b, c] jest ci¡gªa na [a, c].

(3) Znajd¹ punkty nieci¡gªo±ci funkcji

f(x) =

{
1
x
−
⌊
1
x

⌋
gdy x 6= 0,

1 gdy x = 0;
g(x) =

{
1− x

⌊
1
x

⌋
gdy x 6= 0,

1 gdy x = 0

i okre±l ich typ.
(4) Funkcja f ma w 0 nieci¡gªo±¢ typu skok, za± funkcja g � nieci¡gªo±¢ istotn¡. Czy

f + g mo»e by¢ ci¡gªa w 0? Czy f · g mo»e by¢ ci¡gªa w 0?
(5) Udowodnij, »e wykresy funkcji f(x) = x2 oraz g(x) = cos(x) maj¡ dokªadnie 2

punkty wspólne.
(6) Udowodnij, »e dla ka»dego y > 1 równanie xx = y ma rozwi¡zanie.
(7) Udowodnij, »e (w ustalonej chwili) w pewnych dwóch przeciwlegªych punktach

Ziemi jest ta sama temperatura. Wskazówka: poszukaj takich punktów na rów-
niku. Uwaga: prawdziwe jest wr¦cz twierdzenie, »e w pewnych dwóch przeciwle-
gªych punktach Ziemi jest ta sama temperatura oraz to samo ci±nienie.

(8) Funkcja rzeczywista f jest ci¡gªa na R oraz f(f(a)) = a dla pewnego a ∈ R.
Udowodnij, »e f(b) = b dla pewnego b ∈ R. Czy zaªo»enie f(f(a)) = a mo»na
zast¡pi¢ warunkiem f(f(f(a))) = a?

(9) Niech F b¦dzie �gur¡ na pªaszczy¹nie. Udowodnij, »e istnieje prosta o zadanym
kierunku, która dzieli �gur¦ F na dwie cz¦±ci o jednakowym polu.

(10) Niech F b¦dzie wypukª¡ �gur¡ na pªaszczy¹nie. Uzasadnij (nieformalnie), »e ist-
nieje prosta, która dzieli �gur¦ F na dwie cz¦±ci o jednakowym polu i jednakowym
obwodzie.

(11) Podaj przykªad funkcji ci¡gªej na przedziale (0, 1], która nie jest ograniczona ani
z doªu, ani z góry.

(12) Podaj przykªad funkcji ci¡gªej na przedziale (0, 1], która jest ograniczona, ale nie
osi¡ga ani warto±ci najwi¦kszej, ani warto±ci najmniejszej.

(13) Podaj przykªad nieci¡gªej funkcji na przedziale [0, 1], która ma wªasno±¢ Darboux.
(14) Uzasadnij, »e funkcja dana wzorem f(x) = x2 jest ci¡gªa na R, ale nie jest jedno-

stajnie ci¡gªa na R. Podaj przykªad ograniczonej funkcji ci¡gªej na R, która nie
jest jednostajnie ci¡gªa.

(15) Podaj przykªad funkcji ci¡gªej na (0, 1], która nie jest jednostajnie ci¡gªa na (0, 1].
(16) Udowodnij, »e je±li f jest jednostajnie ci¡gªa na przedziale sko«czonym (a, b), to

istniej¡ granice lim
x→a+

f(s) oraz lim
x→b−

f(x).

(17) Udowodnij, »e je±li funkcja f jest monotoniczna na przedziale (a, b) i ma wªasno±¢
Darboux, to jest ci¡gªa na (a, b).



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Udowodnij, »e wielomian f(x) = x4 − 3x3 − x2 + 5x + 1 ma cztery pierwiastki
rzeczywiste.

(ii) Funkcja g jest ci¡gªa na przedziale (a, b), za± funkcja f jest okre±lona co najmniej
na przedziale (a, b) i speªnia równo±¢ f(x) = g(x) dla ka»dego x ∈ (a, b). Udowod-
nij, »e funkcja f te» jest ci¡gªa w ka»dym punkcie przedziaªu (a, b). Czy mo»na
zast¡pi¢ przedziaª (a, b) przedziaªem [a, b]?

Zadania dodatkowe

(A) (Metoda bisekcji). Niech f b¦dzie ci¡gª¡ funkcj¡ na przedziale [a1, b1]. Przypu-
±¢my, »e f(a1) 6 y 6 f(b1) lub f(b1) 6 y 6 f(a1). Okre±l ci¡g przedziaªów [an, bn]
w taki sposób, aby f(an) 6 y 6 f(bn) lub f(an) 6 y 6 f(bn) dla ka»dego n ∈ N
oraz tak, aby przedziaª [an+1, bn+1] byª lew¡ lub praw¡ poªow¡ przedziaªu [an, bn]
dla ka»dego n ∈ N. Wykorzystaj t¦ konstrukcj¦ do innego dowodu twierdzenia o
wªasno±ci Darboux funkcji ci¡gªych.

(B) Funkcja f jest ograniczona na [0,+∞). Funkcja dana wzorem g(t) = sup{f(s) :
s ∈ [0, t]} dla t ∈ [0,+∞) jest monotoniczna, a wi¦c ma jednostronne granice w
ka»dym punkcie t ∈ [0,+∞) (zatem nie ma nieci¡gªo±ci istotnych). Udowodnij,
»e je±li f jest ci¡gªa, to g te» jest ci¡gªa.

(C) Funkcja f okre±lona na R jest monotoniczna i speªnia równanie f(f(x)) = x dla
ka»dego x ∈ R. Udowodnij, »e f jest ci¡gªa.

(D) Udowodnij, »e je±li funkcja f speªnia na przedziale (a, b) warunek Höldera z wy-
kªadnikiem a > 1 (czyli |f(x2) − f(x1)| 6 C|x2 − x1|a dla pewnej staªej C i
wszystkich x1, x2 ∈ (a, b)), to f jest staªa na (a, b).

(E) Udowodnij, »e zbiór punktów nieci¡gªo±ci typu skok dowolnej funkcji f : R→ R

jest co najwy»ej przeliczalny. Wskazówka: udowodnij, »e zbiór tych punktów t
dla których f ma skok o warto±ci wi¦kszej ni» ε > 0 jest dyskretny.

(F) Zbiór A nazywany jest zbiorem otwartym, je±li jest sum¡ (dowolnie wielu) prze-
dziaªów otwartych. Udowodnij, »e ka»dy zbiór otwarty mo»na zapisa¢ jako prze-
liczaln¡ (sko«czon¡ lub nie) sum¦ parami rozª¡cznych przedziaªów otwartych.

(G) Zbiór A jest typu Gδ je±li jest cz¦±ci¡ wspóln¡ przeliczalnie wielu zbiorów otwar-
tych. Udowodnij, »e {x}, [a, b] oraz R \Q s¡ zbiorami typu Gδ.

(H) Dla dowolnego zbioru A typu Gδ skonstruuj funkcj¦, której zbiorem punktów
ci¡gªo±ci jest A. Wskazówka: niech g(x) = 1 dla x ∈ Q oraz g(x) = −1 dla
x ∈ R \ Q; je±li A jest cz¦±ci¡ wspóln¡ zbiorów otwartych An, to rozwa» funkcj¦
f dan¡ wzorem f(x) = 1

n
g(x) gdy x ∈ (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1) \ An oraz f(x) = 0

gdy x ∈ A.
(I) Udowodnij, »e dla dowolnego ε > 0 zbiór liczb x ∈ R o wªasno±ci:

istnieje δ > 0 taka, »e je±li |x1 − x| < δ i |x2 − x| < δ, to |f(x1)− f(x2)| < ε

jest otwarty. Wywnioskuj, »e zbiór punktów ci¡gªo±ci dowolnej funkcji rzeczywi-
stej okre±lonej na R jest typu Gδ.

(J) Wiadomo, »e f jest funkcj¡ okre±lon¡ na R oraz dla dowolnego a ∈ R funkcja
dana wzorem f(x) + f(x− a) jest ci¡gªa. Udowodnij, f jest ci¡gªa.

(K) Wiadomo, »e f jest funkcj¡ okre±lon¡ na R oraz dla dowolnego a ∈ R funkcja
dana wzorem f(x) + f(a − x) jest ci¡gªa. Udowodnij, »e nie ka»da taka funkcja
f musi by¢ ci¡gªa, ale je±li f jest nieci¡gªa, to jest te» nieograniczona na ka»dym
przedziale.



(L) Wiadomo, »e f jest funkcj¡ okre±lon¡ na R oraz dla dowolnego a ∈ R funkcja
dana wzorem f(x)− f(a− x) jest ci¡gªa. Czy f jest ci¡gªa? (♠)

(M) Skonstruuj funkcj¦ rzeczywist¡ f okre±lon¡ na R, która na ka»dym przedziale
przyjmuje wszystkie mo»liwe warto±ci rzeczywiste. Zauwa», »e funkcja ta ma
wªasno±¢ Darboux! Wskazówka: prosty przykªad takiej funkcji zostaª podany
przez Conwaya.

(N) Niech t ∈ [0, 1] i niech t ma rozwini¦cie szóstkowe 0,a1a2a3 . . .. Okre±lmy f(t) jako
liczb¦ maj¡c¡ rozwini¦cie dwójkowe 0,b1b2b3 . . ., gdzie ci¡g (bn) jest okre±lony wraz
z ci¡giem (cn) nast¦puj¡co:
• je±li cn−1 = 0, to: bn = 0 gdy an ∈ {0, 3, 4}, za± bn = 1 gdy an ∈ {1, 2, 5};
cn = 0 gdy an ∈ {0, 1, 4, 5}, za± cn = 1 gdy an ∈ {2, 3};
• je±li cn−1 = 1, to: bn = 1 gdy an ∈ {0, 3, 4}, za± bn = 0 gdy an ∈ {1, 2, 5};
cn = 1 gdy an ∈ {0, 1, 4, 5}, za± cn = 0 gdy an ∈ {2, 3}.

Opisz geometryczny (fraktalny) sposób konstrukcji wykresu funkcji f . Udowodnij,
»e f(t) nie zale»y od wyboru ci¡gu (an) (jest on niejednoznaczny, gdy an = 0
od pewnego miejsca lub an = 5 od pewnego miejsca). Udowodnij, »e f jest
ci¡gªa na [0, 1]. Zauwa», »e f przyjmuje warto±ci z przedziaªu [0, 1] � ka»d¡
niesko«czenie wiele (a nawet continuum!) razy. (Inna taka funkcja: wspóªrz¦dna
pionowa punktu na krzywej Hilberta).

Przykªadowy kod Mathematica:

dmap[{_, c_}, a_] :=

If[c == 0, #, 1 - #] &[

{a /. {0 -> 0, 1 -> 1, 2 -> 1, 3 -> 0, 4 -> 0, 5 -> 1},

a /. {0 -> 0, 1 -> 0, 2 -> 1, 3 -> 1, 4 -> 0, 5 -> 0}}

];

f[x_?NumericQ] := Module[{d},

d = RealDigits[x, 6];

d = Join[ConstantArray[0, -d[[2]]], d[[1]]];

d = Rest[FoldList[dmap, {0, 0}, d]];

FromDigits[{First /@ d, 0}, 2] + Last[Last[d]]/2^Length[d]

];

f[0] = 0; f[1] = 1;

Show[

Table[

ListPlot[

Table[{x, f[x]}, {x, 0, 1, 1/6^n}],

Joined -> True, PlotStyle -> ColorData[22, "ColorList"][[n]]

],

{n, 4, 1, -1}

],

ImageSize -> 2000]
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