Lista zadan nr 13: Funkcje ciagle

(1) Udowodnij, ze jesli f jest ciagla w a oraz f(a) > 0, to istnieje 6 > 0 taka, ze
f(z) >0dlax € (a—46a+9).

(2) Udowodnij, ze jesli f jest ciagla na [a, b], f2 jest ciagta na [b, ¢] oraz fi(b) = fa(b),
to funkcja f dana wzorem f(z) = fi(z) gdy = € [a,b] oraz f(x) = fao(x) gdy
x € [b, c] jest ciagta na [a, c|.

(3) Znajdz punkty nieciagtosci funkeji

B %—EJ gdy = # 0, B 1—xﬁj gdy = # 0,
f<x>_{1 gdy = = 0; 9(@) = 1 gdy =0

i okresl ich typ.

(4) Funkcja f ma w 0 niecigglosé¢ typu skok, zas funkcja g — nieciaglosé istotna. Czy
f + g moze by¢ ciagta w 07 Czy f - g moze by¢ ciagta w 07

(5) Udowodnij, ze wykresy funkcji f(z) = 2? oraz g(z) = cos(x) maja dokladnie 2
punkty wspolne.

(6) Udowodnij, ze dla kazdego y > 1 réwnanie % = y ma rozwiazanie.

(7) Udowodnij, ze (w ustalonej chwili) w pewnych dwoch przeciwlegtych punktach
Ziemi jest ta sama temperatura. Wskazowka: poszukaj takich punktow na réw-
niku. Uwaga: prawdziwe jest wrecz twierdzenie, ze w pewnych dwoch przeciwle-
glych punktach Ziemi jest ta sama temperatura oraz to samo cisnienie.

(8) Funkcja rzeczywista f jest ciggla na R oraz f(f(a)) = a dla pewnego a € R.
Udowodnij, ze f(b) = b dla pewnego b € R. Czy zalozenie f(f(a)) = a mozna
zastapi¢ warunkiem f(f(f(a))) = a?

(9) Niech F bedzie figura na plaszczyznie. Udowodnij, Ze istnieje prosta o zadanym
kierunku, ktora dzieli figure F' na dwie czesci o jednakowym polu.

(10) Niech F bedzie wypukly figura na ptaszczyznie. Uzasadnij (nieformalnie), ze ist-
nieje prosta, ktora dzieli figure F' na dwie czesci o jednakowym polu i jednakowym
obwodzie.

(11) Podaj przyklad funkeji ciagtej na przedziale (0, 1], ktora nie jest ograniczona ani
z dohu, ani z gory.

(12) Podaj przyktad funkcji ciaglej na przedziale (0, 1], ktéra jest ograniczona, ale nie
osigga ani wartosci najwiekszej, ani warto$ci najmniejszej.

(13) Podaj przyktad nieciagtej funkeji na przedziale [0, 1], ktora ma whasnosé Darboux.

(14) Uzasadnij, ze funkcja dana wzorem f(z) = z? jest ciagla na R, ale nie jest jedno-
stajnie ciggla na R. Podaj przyktad ograniczonej funkcji ciagtej na R, ktora nie
jest jednostajnie ciagla.

(15) Podaj przyktad funkcji ciaglej na (0, 1], ktora nie jest jednostajnie ciagta na (0, 1].

(16) Udowodnij, ze jesli f jest jednostajnie ciagta na przedziale skonczonym (a,b), to
istnieja granice lim f(s) oraz lim f(xz).

z—a™t b~

(17) Udowodnij, ze jesli funkcja f jest monotoniczna na przedziale (a, b) i ma whasnosé

Darboux, to jest ciagta na (a,b).



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI

3 — 2% + 52 + 1 ma cztery pierwiastki

(i) Udowodnij, ze wielomian f(x) = z* — 3z
rzeczywiste.

(ii) Funkcja g jest ciagta na przedziale (a,b), zas funkcja f jest okreslona co najmniej
na przedziale (a,b) i spelia rownosé f(z) = g(x) dla kazdego = € (a,b). Udowod-
nij, ze funkcja f tez jest ciaglta w kazdym punkcie przedziatu (a,b). Czy mozna
zastapi¢ przedzial (a,b) przedziatem |a, b]?

ZADANIA DODATKOWE

(A) (Metoda bisekeji). Niech f bedzie ciagla funkcja na przedziale [aq,b;]. Przypu-
sémy, ze f(a1) <y < f(by) lub f(b1) <y < f(a1). Okresl ciag przedziatow [a,, b,]
w taki sposob, aby f(a,) <y < f(b,) lub f(a,) <y < f(b,) dla kazdego n € N
oraz tak, aby przedzial [a,1,b,.1] byl lewa lub prawa potowa przedziatu [a,, b,]
dla kazdego n € N. Wykorzystaj te konstrukcje do innego dowodu twierdzenia o
wtasnosci Darboux funkcji ciggtych.

(B) Funkcja f jest ograniczona na [0, +00). Funkcja dana wzorem g¢(t) = sup{f(s) :
s € [0,t]} dla t € [0, +00) jest monotoniczna, a wiec ma jednostronne granice w
kazdym punkcie ¢ € [0,400) (zatem nie ma nieciggtosci istotnych). Udowodnij,
ze jesli f jest ciggla, to g tez jest ciggla.

(C) Funkcja f okreslona na R jest monotoniczna i spelnia rownanie f(f(z)) = z dla
kazdego = € R. Udowodnij, ze f jest ciagla.

(D) Udowodnij, ze jesli funkcja f spelnia na przedziale (a,b) warunek Holdera z wy-
ktadnikiem a > 1 (czyli |f(xe) — f(z1)| < Cloy — 21|* dla pewnej statej C' i
wszystkich x1, 29 € (a,b)), to f jest stala na (a,b).

(E) Udowodnij, ze zbior punktow nieciaglosci typu skok dowolnej funkeji f: R — R
jest co najwyzej przeliczalny. Wskazoéwka: udowodnij, ze zbior tych punktow ¢
dla ktorych f ma skok o wartosci wiekszej niz € > 0 jest dyskretny.

(F) Zbior A nazywany jest zbiorem otwartym, jesli jest suma (dowolnie wielu) prze-
dziatow otwartych. Udowodnij, ze kazdy zbiér otwarty mozna zapisa¢ jako prze-
liczalna (skonczona lub nie) sume parami roztacznych przedzialow otwartych.

(G) Zbior A jest typu Gy jesli jest czescia wspolna przeliczalnie wielu zbiorow otwar-
tych. Udowodnij, ze {x}, [a,b] oraz R \ Q sa zbiorami typu Gj.

(H) Dla dowolnego zbioru A typu Gy skonstruuj funkcje, ktorej zbiorem punktow
ciaglosci jest A. Wskazowka: niech g(z) = 1 dla z € Q oraz g(x) = —1 dla
r € R\ Q; jesli A jest czescia wspolna zbiorow otwartych A, to rozwaz funkcje
f dana wzorem f(x) = %g(x) gdyx € (AiNAyN...NA,_1)\ A, oraz f(z) =0
gdy © € A.

(I) Udowodnij, ze dla dowolnego £ > 0 zbiér liczb x € R o wlasnosci:

istnieje > 0 taka, ze jesli |zy — x| < 1|z — x| <6, to |f(x1) — f(z2)| < e

jest otwarty. Wywnioskuj, ze zbioér punktow cigglosci dowolnej funkeji rzeczywi-
stej okreslonej na R jest typu Gj.

(J) Wiadomo, ze f jest funkcja okreslong na R oraz dla dowolnego a € R funkcja
dana wzorem f(z) + f(z — a) jest ciagta. Udowodnij, f jest ciagta.

(K) Wiadomo, ze f jest funkcja okreslona na R oraz dla dowolnego a € R funkcja
dana wzorem f(z) + f(a — x) jest ciagta. Udowodnij, ze nie kazda taka funkcja
f musi by¢ ciagla, ale jesli f jest nieciggta, to jest tez nieograniczona na kazdym
przedziale.



(L)

(M)

(N)

Wiadomo, ze f jest funkcja okre$lona na R oraz dla dowolnego a € R funkcja
dana wzorem f(z) — f(a — ) jest ciagla. Czy f jest ciagla? (&)
Skonstruuj funkcje rzeczywista f okreslona na R, ktora na kazdym przedziale
przyjmuje wszystkie mozliwe wartosci rzeczywiste. Zauwaz, ze funkcja ta ma
wlasnos¢ Darboux! Wskazowka: prosty przyklad takiej funkcji zostal podany
przez Conwaya.
Niech ¢ € [0, 1] i niech ¢ ma rozwiniecie szostkowe 0,ajasas . ... Okreslmy f(t) jako
liczbe majaca rozwiniecie dwojkowe 0,b1b9bs . . ., gdzie ciag (b,) jest okreslony wraz
z ciagiem (c,) nastepujaco:
e jesli ¢, 1 =0, to: b, =0 gdy a, € {0,3,4}, zas b, = 1 gdy a, € {1,2,5};
¢, =0 gdy a, € {0,1,4,5}, zas ¢, = 1 gdy a, € {2,3};
e jesli ¢,y = 1, to: b, =1 gdy a, € {0,3,4}, zas b, = 0 gdy a, € {1,2,5};
¢, =1 gdy a, € {0,1,4,5}, za$ ¢, = 0 gdy a, € {2,3}.
Opisz geometryczny (fraktalny) sposob konstrukeji wykresu funkeji f. Udowodnij,
ze f(t) nie zalezy od wyboru ciagu (a,) (jest on niejednoznaczny, gdy a, = 0
od pewnego miejsca lub a,, = 5 od pewnego miejsca). Udowodnij, ze f jest
ciagla na [0,1]. Zauwaz, ze f przyjmuje wartosci z przedziatu [0,1] — kazda
nieskoriczenie wiele (a nawet continuum!) razy. (Inna taka funkcja: wspotrzedna
pionowa punktu na krzywej Hilberta).

Przyktadowy kod Mathematica:

dmap[{_, c_}, a_] :=

If[c == 0, #, 1 - #] &[

{fa/. {0->0,1->1,2->1,3->0,4->0, 5 ->1},
a/.{0 >0,1->0,2->1,3->1,4 ->0,5 ->0}}
1
f[x_7NumericQ] := Modulel[{d},

d = RealDigits[x, 6];

d = Join[ConstantArray[0, -d[[2]1]1]1, 4[[1]1]1];

d = Rest[FoldList[dmap, {0, 0}, dll;

FromDigits[{First /@ d, 0}, 2] + Last[Last[d]]/2"Length[d]

1
f£[0] = 0; £[11 = 1;

Show [
Table[

ListPlot[

Table[{x, flx1}, {x, 0, 1, 1/6°n}],

Joined -> True, PlotStyle -> ColorDatal[22, "ColorList"][[n]]

1,

{n, 4, 1, -1}

1,

ImageSize -> 2000]
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