Lista zadai nr 14: Obliczanie pochodnych

n

(1) Udowodnij indukcyjnie, ze dla n > 1 pochodna funkcji danej wzorem f(x) = x
jest f(x) = na™ ! (gdzie wyjgtkowo przyjmujemy, ze 0° = 1).

(2) Uzasadnij podane na wykladzie wzory na pochodne funkcji arccos, arctg i log,
(gdzie a > 0, a # 1).

(3) Wyznacz pochodne prawostronne w 0 funkcji f(x) = arcsin(l — z), g(x) =
arcsin(1 — 2?) oraz h(z) = arcsin(1 — z3).

(4) Oblicz pochodne funkeji danych wzorami

2 1 ; In(1 r .
% . e%sin(z), esn@) %, VIn(1+ 23), arcsin(sin(x)).
(5) Oblicz pochodne funkcji danych wzorami f(x) = 2%, g(z) = /x oraz h(x) = 2.
(6) Dla jakich wartosci parametru a funkcja dana wzorem f(z) = ||* ma pochodna
w 07
(7) Dobierz wartosci parametrow a i b tak, aby funkcja

e " dla z > 0,
flz) = .
acos(z)+bsin(z) dlaz <0

byta rézniczkowalna w 0.

(8) Oblicz pochodne funkgji sinh, cosh i tgh, a nastepnie wyznacz pochodne funkeji
arsinh, arcosh oraz artgh.

(9) Niech g bedzie funkcja odwrotna do f(x) = a® na przedziale [1,00). Wyznacz
g (1) oraz g'(4).

(10) Niech g bedzie funkcja odwrotna do f(x) = xe® na przedziale (0, 00) (tj. funkcja
Wy Lamberta). Wyznacz ¢'(e).

(11) Wiadomo, ze f jest $cisle monotoniczna funkcja ciagla na przedziale zawieraja-
cym ustalony punkt a, f'(a) = 0 oraz g jest funkcja odwrotna do f. Co mozna
powiedzie¢ o ¢'(b) dla b = f(a)?

(12) Udowodnij, ze pochodna funkcji parzystej jest funkcja nieparzysta, funkcji nie-
parzystej — parzysta, funkcji okresowej — okresowa. Czy zachodza twierdzenia
przeciwne?

(13) Dobierz wartosci parametréw a i b tak, aby wykresy funkcji danych wzorami
f(z) = cos(z) i g(x) = a — ba® byly styczne w punkcie (5,0).

(14) Niech f(z) = 32% — 252* + 6022. Znajdz wszystkie styczne do wykresu funkcji f,
ktore przechodza przez punkt (0,0).

(15) Dla ustalonego a > 0 dobierz wartos¢ parametru r > 0 tak, aby okrag o $rodku
(0,a) i promieniu r byl styczny do paraboli danej réwnaniem y = 2.

(16) Wyznacz f™(0) gdy: (a) f(z) = apz®+ap_ 1251 +. . . +a1z+ap jest wielomianem;
(b) f(z) = a* dla pewnego a > 0; (¢) f(x) = (1 —z)~ dla pewnego a € R.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI

(1) Zapisz kilkanascie wybranych funkcji elementarnych i wyznacz ich pochodne.

(ii) Wyznacz pochodne jednostronne (wlasciwe lub niewlasciwe) funkeji f(z) = |z
oraz g(x) = [z] w punkcie 1.

(iii) Sprawdz, ze wykresy funkcji danych wzorami sin(z), z, tg(x), arcsin(z) oraz
arctg(z) sa do siebie styczne w punkeie (0,0) (tj. maja w tym punkcie wspdlng
prosta styczng).

(iv) Jak przy pomocy pochodnych zapisa¢ warunek: prosta r = a jest styczna do
wykresu funkcji f w punkcie (a, f(a))?

ZADANIA DODATKOWE
(A) Znajdz wielomian f mozliwie najnizszego stopnia, ale rozny od funkcji liniowej,
o nastepujacej wlasnosci: styczne do y = f(z) w punktach (0, £(0)), (1, f(1)),
(2, f(2)) 1 (3, f(3)) maja punkt wspolny. Czy potrafisz uogolni¢ to zadanie?

(B) Niech
e~/ dla x>0,
f(x)_{o dla z <0

Udowodnij, ze pochodna f("(z) istnieje dla z # 0 i jest postaci P, (1) f(x), gdzie
P, jest pewnym wielomianem. Nastepnie udowodnij, ze f jest dowolnie wiele razy
rozniczkowalna w zerze i £ (0) = 0.

Zauwaz, ze funkcja g(x) = f(x)/(f(x) + f(1 — z)) jest dowolnie wiele razy
rozniczkowalna, réwna 0 w (—o0,0] i rowna 1 w [1, +00). Oznacza to, ze funkcja
h(z) = g(2 4+ 2)g(2 — x) jest dowolnie wiele razy rozniczkowalna, rowna 0 w
(—o0, —2] U [2,4+00) i réwna 1 w [—1,1].

(C) Udowodnij, ze jesli we wzorze okreslajacym wartosé¢ f(a) funkcji elementarnej f
nie wystepuje pierwiastkowanie zera ani arcsin lub arccos wartosci 1 lub —1, to f
jest rozniczkowalna w a.

(D) Udowodnij wzor Faa di Bruno: pochodna f o g rzedu n w punkcie a jest dana

wzorem:
(f o g)(n)(a) _ Z n! f(k1+k2+"‘+k")(g(a)) ﬁ g(j)(a) k;
kilko! .. Ky ey 4! ’
gdzie suma rozciaga sie na wszystkie uktady liczb naturalnych kq, ko, . . ., k, takich,
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