Lista zadan nr 2: liczby rzeczywiste

W ponizszych zadaniach korzystaj wylacznie z postulatow liczb rzeczywistych @ praw lo-
giki. W zad. wykorzystaj rowno$é —(—a) = a, za$ w zadaniu I@] nierownosé 0 < 1
(wtasnosci udowodnione na wyktadzie).

(1) Udowodnij, ze a < b wtedy i tylko wtedy, gdy a+ (—b) < 0. Wywnioskuj, ze a < 0
wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < —a oraz a < b wtedy i tylko wtedy, gdy —b < —a.

(2) Udowodnij, 7e jesli a < b oraz ¢ < d, to a+ ¢ < b+d.

(3) Udowodnij, ze jesli 0 < a, 0 < b, 0 < p, 0 < g, toa-b < (a+p)-(b+q).
Wywnioskuj, ze jesli 0 < a, 0<b,a<c,b<d, toa-b<c-d.

(4) Niech A bedzie niepustym podzbiorem ograniczonego z gory zbioru B. Udowodnij
nierownos¢ sup A < sup B.

(5) Niech A bedzie niepustym zbiorem ograniczonym z dotu. Niech B = {b € R :
—b € A}. Udowodnij, ze B jest ograniczony z gory oraz —sup B jest kresem
dolnym A. (Zatem niepuste zbiory ograniczone z dotu maja kres dolny).

(6) Udowodnij, ze jesli a < b, to liczba ¢ = $(a+ b) spelnia nieréwnosci a < c¢ic < b.
(Tutaj 1 oznacza liczbe (1+1)71).

(7) Niech b bedzie ograniczeniem z gory zbioru A. Zalozmy, ze kazda liczba ¢ spel-
niajaca warunek ¢ < b ma nastepujaca wlasnosé: istnieje z € A taki, ze ¢ < x
(staba nierownosé!). Udowodnij, ze b jest kresem gornym zbioru A.

W kolejnych zadaniach smiato korzystaj ze wszystkich znanych wtasnosci liczb rzeczywi-
stych, wymiernych @ catkowitych — tak, jak w szkole Sredniej. W wyznaczaniu kresow
warto korzystaé z zadania .

(8) Udowodnij, ze kresem dolnym zbioru {1
liscie zadan nr 3).
(9) Udowodnij, ze kresem gornym zbioru {0, 0,9,0,99,0,999, ... } jest 1. Wywnioskuj,
ze 0,(9) = 1 (niezaleznie od tego, jak w zasadzie definiujemy 0,(9)).
(10) Udowodnij, ze istnieje pierwiastek kwadratowy z dwoch. Sciglej: wykaz, ze kres
gorny zbioru A = {a € R : 0 < a, a®> < 2} spelnia warunek sup A - sup A = 2.
(11) Udowodnij, ze nie istnieja liczby calkowite dodatnie m i n takie, ze m? = 2n?.
Wykorzystaj ten fakt do dowodu, ze v/2 nie jest liczba wymierna.
(12) Udowodnij, ze v/2 + /3 nie jest liczba wymierna.
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ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI
(i) Dlaczego (intuicyjnie) nie istnieje dodatnia liczba mniejsza od < dla wszystkich
ne{l,2,3,...}7
(i) He czynnikow 2 moze wystepowaé¢ w rozkladzie na czynniki pierwsze kwadratu
liczby catkowitej?
W ponizszych zadaniach korzystaj wytgeznie z postulatow liczb rzeczywistych @ praw logiks.
(iii) Niech @ = 1 + 1. Udowodnij, ze x + = a - x oraz a~' + a~! = 1. (Liczbe a
nazywamy 2, liczbe a™' za$ 1).
(iv) Udowodnij, ze jesli zbior A ma element najwiekszy, to jest on kresem gornym A.
(v) Sformutuj kilka réwnowaznych definicji kresu dolnego i starannie uzasadnij ich
rownowaznosc.
(vi) Udowodnij, ze jesli nie zachodzi nierownosé¢ y < x, to zachodza warunki x < y
oraz x # .

ZADANIA DODATKOWE

(A) Konstrukcja Dedekinda zbioru liczb rzeczywistych. Przyjmijmy, ze mamy juz zde-
finiowany zbidr liczb wymiernych @, o ktéorym wiemy, ze spelnia on wszystkie ak-
sjomaty zbioru liczb rzeczywistych z wyjatkiem aksjomatu zupetnosci Dedekinda
(wiecej o tej konstrukcji na kursie Wstep do logiki i teorii mnogosci). Przedzia-
tem Dedekinda nazywamy dowolny wtasciwy i niepusty podzbior A zbioru @ o
nastepujacych wtasnosciach:

ejeslize Aiy <z, toy € A
e A nie zawiera elementu najwiekszego.
Na zbiorze R przedzialow Dedekinda wprowadzamy oznaczenia i dziatania:

0={acQ:a<0} l={aeQ:a<1};
—A={b—a:acQ\A beQ,b< 0}
A®B={a+b:a€ A, be B};

A_l_{()u{a-b;aeQ\A,a>o,beq;g,0<b<1} gdy 0 C A,

—((=A4)7) gdy A CO.
OU{a-b:acA a>0,beB,b>0} gdy0C AilC B,
—((-A)®B Ac0i0CRB
Aop- ] (=A©DB) gdy AC0i0C B,
—(A® (-B)) gdy 0C AiBCO,
(—A)© (—B) gdy Ac0iBcCO.

Udowodnij, ze R z elementami wyréznionymi 0 i 1, dziataniami @ i ® i relacja C
jest zbiorem liczb rzeczywistych, a kresem gornym rodziny przedzialéw Dedekinda
jest suma mnogosciowa tej rodziny.

(B) Przypusémy, ze 0 < piniech A={z € R:0 < z, -2 < p}. Udowodnij, ze
A jest niepusty i ograniczony z gory (np. przez 1 4 p) oraz ze jego kres gorny
a = sup A spehia a - a = p. (Liczbe a nazywa sie pierwiastkiem kwadratowym z
p i oznacza /p. Korzystaj tylko z postulatow liczb rzeczywistych, praw logiki i
nierownosci 0 < 1).

(C) Znajdz informacje na temat liczb nadrzeczywistych (ang. surreal numbers).



UWAGTI:

e liczby rzeczywiste to zbiér R, w ktorym wyrdzniono dwa rozne elementy 0 i 1,
okre$lono dziatania + i - oraz zadano porzadek < w taki sposéb, ze:

(R) z4+y=y+ux; (przemiennosé dodawania)
(x4+y) +z=z+ (y+2); (tgeznodé dodawania)
z+0=ux; (0 jest elementem neutralnym dodawania)
istnieje —z takie, ze z + (—z) = 0; (istnienie elementu przeciwnego)

(R2) z-y=y-ux; (przemienno$é mnozenia)
(x-y)-z=z-(y-2); (tgeznodé mnozenia)
r-1=umx; (1 jest elementem neutralnym mnozenia)

jesli o # 0, to istnieje 271 takie, ze x - 27! = 1;

(istnienie elementu odwrotnego)

(R3) (x+vy)-z=(z-2)+ (y-2); (rozdzielnosé dodawania wzgledem mnozenia)
(R4) = < x; (zwrotnodé porzqdku)
jesli x <y oraz y < x, to x = y; (antysymetria porzqdku)

jesli x <yorazy < 2z, to x < z; (przechodnio$é porzqdku)
x<yluby < a; (liniowosé porzqdku)

(R5) jesliz <y, tox+ 2 < y+ 2; (zgodnosé dodawania z porzqdkiem)
jesio<zio<y, to0 <z (zgodnosé mnozenia z porzqdkiem)

(R6) jesli niepusty podzbior A zbioru liczb rzeczywistych jest ograniczony z gory,
to ma kres gorny; (wltasnos$é kresow lub postulat zupetno$ci Dedekinda)

e a jest ograniczeniem z gory zbioru A, jesli dla wszystkich z € A zachodzi x < q;
e a jest kresem gornym zbioru A, jesli jest najmniejszym z jego ograniczeni z gory;
rOwnowaznie:
— x < a dla wszystkich a € A;
— jesli liczba b ma wtasnosé: x < b dla wszystkich z € A, to a < b;
e zhidr A jest ograniczony z gory, jesli ma ograniczenie z gory;
e analogicznie okreSla sie ograniczenie z dotu i kres dolny;
e kres gorny A nazywa sie tez supremum A i oznacza sup A;
kres dolny A to inaczej infimum A, oznaczane inf A;
e ze wzgledu na tacznosé piszemy x+y+z, majac na mysli (z+y)+2z albo 2+ (y+2);
podobnie piszemy z -y - z w miejsce (z-y) -z oraz x - (y - 2);
e czesto pomija sie kropke i pisze xy zamiast x - y;
e zamiast x + (—y) pisze sie © — y;
zamiast x -y~ ! pisze si¢ z/y lub ﬁ;
e r <yoznacza r < yix #y;
T 2= Yy 0zZnacza y < T;
x > y to inny zapis y < x.
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