
Lista zada« nr 2: liczby rzeczywiste

W poni»szych zadaniach korzystaj wyª¡cznie z postulatów liczb rzeczywistych i praw lo-
giki. W zad. (5) wykorzystaj równo±¢ −(−a) = a, za± w zadaniu (6) nierówno±¢ 0 < 1
(wªasno±ci udowodnione na wykªadzie).

(1) Udowodnij, »e a 6 b wtedy i tylko wtedy, gdy a+(−b) 6 0. Wywnioskuj, »e a 6 0
wtedy i tylko wtedy, gdy 0 6 −a oraz a 6 b wtedy i tylko wtedy, gdy −b 6 −a.

(2) Udowodnij, »e je±li a 6 b oraz c 6 d, to a+ c 6 b+ d.
(3) Udowodnij, »e je±li 0 6 a, 0 6 b, 0 6 p, 0 6 q, to a · b 6 (a + p) · (b + q).

Wywnioskuj, »e je±li 0 6 a, 0 6 b, a 6 c, b 6 d, to a · b 6 c · d.
(4) Niech A b¦dzie niepustym podzbiorem ograniczonego z góry zbioru B. Udowodnij

nierówno±¢ supA 6 supB.
(5) Niech A b¦dzie niepustym zbiorem ograniczonym z doªu. Niech B = {b ∈ R :
−b ∈ A}. Udowodnij, »e B jest ograniczony z góry oraz − supB jest kresem
dolnym A. (Zatem niepuste zbiory ograniczone z doªu maj¡ kres dolny).

(6) Udowodnij, »e je±li a < b, to liczba c = 1
2
(a+ b) speªnia nierówno±ci a < c i c < b.

(Tutaj 1
2
oznacza liczb¦ (1 + 1)−1).

(7) Niech b b¦dzie ograniczeniem z góry zbioru A. Zaªó»my, »e ka»da liczba c speª-
niaj¡ca warunek c < b ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: istnieje x ∈ A taki, »e c 6 x
(sªaba nierówno±¢!). Udowodnij, »e b jest kresem górnym zbioru A.

W kolejnych zadaniach ±miaªo korzystaj ze wszystkich znanych wªasno±ci liczb rzeczywi-
stych, wymiernych i caªkowitych � tak, jak w szkole ±redniej. W wyznaczaniu kresów
warto korzysta¢ z zadania (7).

(8) Udowodnij, »e kresem dolnym zbioru {1, 1
2
, 1
3
, 1
4
, . . . } jest 0. (Zadanie to wróci na

li±cie zada« nr 3).
(9) Udowodnij, »e kresem górnym zbioru {0, 0,9, 0,99, 0,999, . . . } jest 1. Wywnioskuj,

»e 0,(9) = 1 (niezale»nie od tego, jak w zasadzie de�niujemy 0,(9)).
(10) Udowodnij, »e istnieje pierwiastek kwadratowy z dwóch. �ci±lej: wyka», »e kres

górny zbioru A = {a ∈ R : 0 6 a, a2 6 2} speªnia warunek supA · supA = 2.
(11) Udowodnij, »e nie istniej¡ liczby caªkowite dodatnie m i n takie, »e m2 = 2n2.

Wykorzystaj ten fakt do dowodu, »e
√
2 nie jest liczb¡ wymiern¡.

(12) Udowodnij, »e
√
2 +
√
3 nie jest liczb¡ wymiern¡.



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Dlaczego (intuicyjnie) nie istnieje dodatnia liczba mniejsza od 1
n
dla wszystkich

n ∈ {1, 2, 3, . . . }?
(ii) Ile czynników 2 mo»e wyst¦powa¢ w rozkªadzie na czynniki pierwsze kwadratu

liczby caªkowitej?

W poni»szych zadaniach korzystaj wyª¡cznie z postulatów liczb rzeczywistych i praw logiki.

(iii) Niech a = 1 + 1. Udowodnij, »e x + x = a · x oraz a−1 + a−1 = 1. (Liczb¦ a
nazywamy 2, liczb¦ a−1 za± 1

2
).

(iv) Udowodnij, »e je±li zbiór A ma element najwi¦kszy, to jest on kresem górnym A.
(v) Sformuªuj kilka równowa»nych de�nicji kresu dolnego i starannie uzasadnij ich

równowa»no±¢.
(vi) Udowodnij, »e je±li nie zachodzi nierówno±¢ y 6 x, to zachodz¡ warunki x 6 y

oraz x 6= y.

Zadania dodatkowe

(A) Konstrukcja Dedekinda zbioru liczb rzeczywistych. Przyjmijmy, »e mamy ju» zde-
�niowany zbiór liczb wymiernych Q, o którym wiemy, »e speªnia on wszystkie ak-
sjomaty zbioru liczb rzeczywistych z wyj¡tkiem aksjomatu zupeªno±ci Dedekinda
(wi¦cej o tej konstrukcji na kursie Wst¦p do logiki i teorii mnogo±ci). Przedzia-
ªem Dedekinda nazywamy dowolny wªa±ciwy i niepusty podzbiór A zbioru Q o
nast¦puj¡cych wªasno±ciach:
• je±li x ∈ A i y 6 x, to y ∈ A;
• A nie zawiera elementu najwi¦kszego.

Na zbiorze R przedziaªów Dedekinda wprowadzamy oznaczenia i dziaªania:

0̃ = {a ∈ Q : a < 0}; 1̃ = {a ∈ Q : a < 1};
−A = {b− a : a ∈ Q \ A, b ∈ Q, b < 0};

A⊕B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B};

A−1 =

{
0̃ ∪ {a · b : a ∈ Q \ A, a > 0, b ∈ Q, 0 < b < 1} gdy 0̃ ⊆ A,

−((−A)−1) gdy A ⊂ 0̃.

A�B =


0̃ ∪ {a · b : a ∈ A, a > 0, b ∈ B, b > 0} gdy 0̃ ⊆ A i 0̃ ⊆ B,

−((−A)�B) gdy A ⊂ 0̃ i 0̃ ⊆ B,

−(A� (−B)) gdy 0̃ ⊆ A i B ⊂ 0̃,

(−A)� (−B) gdy A ⊂ 0̃ i B ⊂ 0̃.

Udowodnij, »e R z elementami wyró»nionymi 0̃ i 1̃, dziaªaniami ⊕ i � i relacj¡ ⊆
jest zbiorem liczb rzeczywistych, a kresem górnym rodziny przedziaªów Dedekinda
jest suma mnogo±ciowa tej rodziny.

(B) Przypu±¢my, »e 0 6 p i niech A = {x ∈ R : 0 6 x, x · x 6 p}. Udowodnij, »e
A jest niepusty i ograniczony z góry (np. przez 1 + p) oraz »e jego kres górny
a = supA speªnia a · a = p. (Liczb¦ a nazywa si¦ pierwiastkiem kwadratowym z
p i oznacza

√
p. Korzystaj tylko z postulatów liczb rzeczywistych, praw logiki i

nierówno±ci 0 < 1).
(C) Znajd¹ informacje na temat liczb nadrzeczywistych (ang. surreal numbers).



Uwagi:

• liczby rzeczywiste to zbiór R, w którym wyró»niono dwa ró»ne elementy 0 i 1,
okre±lono dziaªania + i · oraz zadano porz¡dek 6 w taki sposób, »e:
(R1) x+ y = y + x; (przemienno±¢ dodawania)

(x+ y) + z = x+ (y + z); (ª¡czno±¢ dodawania)
x+ 0 = x; (0 jest elementem neutralnym dodawania)
istnieje −x takie, »e x+ (−x) = 0; (istnienie elementu przeciwnego)

(R2) x · y = y · x; (przemienno±¢ mno»enia)
(x · y) · z = x · (y · z); (ª¡czno±¢ mno»enia)
x · 1 = x; (1 jest elementem neutralnym mno»enia)
je±li x 6= 0, to istnieje x−1 takie, »e x · x−1 = 1;

(istnienie elementu odwrotnego)
(R3) (x+ y) · z = (x · z) + (y · z); (rozdzielno±¢ dodawania wzgl¦dem mno»enia)
(R4) x 6 x; (zwrotno±¢ porz¡dku)

je±li x 6 y oraz y 6 x, to x = y; (antysymetria porz¡dku)
je±li x 6 y oraz y 6 z, to x 6 z; (przechodnio±¢ porz¡dku)
x 6 y lub y 6 x; (liniowo±¢ porz¡dku)

(R5) je±li x 6 y, to x+ z 6 y + z; (zgodno±¢ dodawania z porz¡dkiem)
je±li 0 6 x i 0 6 y, to 0 6 x · y; (zgodno±¢ mno»enia z porz¡dkiem)

(R6) je±li niepusty podzbiór A zbioru liczb rzeczywistych jest ograniczony z góry,
to ma kres górny; (wªasno±¢ kresów lub postulat zupeªno±ci Dedekinda)

• a jest ograniczeniem z góry zbioru A, je±li dla wszystkich x ∈ A zachodzi x 6 a;
• a jest kresem górnym zbioru A, je±li jest najmniejszym z jego ogranicze« z góry;
równowa»nie:
� x 6 a dla wszystkich a ∈ A;
� je±li liczba b ma wªasno±¢: x 6 b dla wszystkich x ∈ A, to a 6 b;

• zbiór A jest ograniczony z góry, je±li ma ograniczenie z góry;
• analogicznie okre±la si¦ ograniczenie z doªu i kres dolny ;
• kres górny A nazywa si¦ te» supremum A i oznacza supA;
kres dolny A to inaczej in�mum A, oznaczane inf A;
• ze wzgl¦du na ª¡czno±¢ piszemy x+y+z, maj¡c na my±li (x+y)+z albo x+(y+z);
podobnie piszemy x · y · z w miejsce (x · y) · z oraz x · (y · z);
• cz¦sto pomija si¦ kropk¦ i pisze xy zamiast x · y;
• zamiast x+ (−y) pisze si¦ x− y;
zamiast x · y−1 pisze si¦ x/y lub x

y
;

• x < y oznacza x 6 y i x 6= y;
x > y oznacza y 6 x;
x > y to inny zapis y < x.
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