Lista zadan nr 3: liczby rzeczywiste/indukcja

(1) Wyznacz kres gorny i kres dolny zbioru {#=2 : n,m € N}.
(2) Przypusémy, ze zbiory A, B C R sa niepuste i oznaczmy

A+B={a+b:ac A, be B}.

Udowodnij, ze A 4+ B jest ograniczony z gory wtedy i tylko wtedy, gdy A i B sa
ograniczone z gory i ze zachodzi wzor sup(A + B) = sup A + sup B.
(3) Wiadomo, ze A + B posiada element najwiekszy. Czy A oraz B musza posiadaé
element najwiekszy?
(4) Roztaczne i niepuste zbiory A i B sg ograniczone z gory oraz spelniaja warunki:
e dla kazdego a € A istnieje b € B taki, ze a < b;
e dla kazdego b € B istnieje a € A taki, ze b < a.
Co mozna powiedzie¢ o sup A isup B? Czy zbiory Ai B maja element najwiekszy?
Podaj przyktad zbiorow A i B o powyzszych wtasno$ciach.
(5) Na plaszczyznie narysowano n prostych, z ktorych zadnie dwie nie sa rownolegte
i zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie. Udowodnij, ze proste te dziela

plaszczyzne na 1 + "(”H) czesci.
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(9) Udowodnij, ze dla kazdego n € Ny liczba n! + 1 ma czynnik pierwszy wiekszy
od n. Wywnioskuj, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

W ponizszych zadaniach korzystaj wytgcznie z postulatow liczb rzeczywistych, nierownosci
0 < 1, zamknietosci N na dodawanie i mnozenie, zasady indukcji 1 praw logiki. To juz
ostatnie takie zadania na kursie analizy matematycznej!

(10) Udowodnij, ze 1 < n dla kazdej liczby naturalnej n.

(11) Udowodnij, ze 0 jest ograniczeniem dolnym zbioru A = {n~! : n € N}. Niech
a = inf A oznacza kres dolny zbioru A. Udowodnij, ze a + a jest ograniczeniem
dolnym zbioru A i wobec tego a + a < a. Wywnioskuj, ze a = 0.

(12) Wykorzystujac poprzednie zadanie, wykaz, ze nie istnieje liczba rzeczywista wiek-
sza od kazdej liczby naturalnej.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI
(i) Wyznacz kresy zbiorow A = {55 : n € N} oraz B = {55 : n € Z}. Czy zbiory
te maja elementy najmniejsze i najwicksze?

(ii) Udowodnij formalnie (metoda indukcji), ze kazdy niepusty skoriczony zbior liczb
rzeczywistych zawiera element najwiekszy.

(iii) Kazdy zbior koni sklada sie z koni tego samego koloru. Istotnie, jednoelementowe
zbiory koni oczywiscie maja te wlasnosé. Przypusémy, ze n-elementowe zbiory
koni maja te wltasnos¢ i rozwazmy zbior (n+1)-elementowy K = {kq, ko, ..., kpy1}-
Na mocy zalozenia indukcyjnego konie k1, ko, ..., k, maja ten sam kolor; podob-
nie konie ko, k3, ..., k,1 majg ten sam kolor. Wobec tego K sklada sie z koni tego
samego koloru, co koriczy dowod indukeyjny. Gdzie jest btad w tym rozumowaniu?

(iv) Kazda liczbe naturalng mozna opisa¢ przy pomocy mniej niz trzynastu stow. W
istocie, rozwazmy zbior A liczb, ktére nie maja tej wtasnosci. Jesli A jest niepusty,
to ma element najmniejszy. Jest to ,najmniejsza liczba, ktorej nie mozna opisaé
przy pomocy mniej niz trzynastu stow”. Wlasdnie ja opisaliémy przy pomocy
dwunstu stéw — sprzecznosé! Czy umiesz znalezé btad w tym rozumowaniu?

ZADANIA DODATKOWE

(A) Udowodnij, ze suma liczb naturalnych jest liczba naturalna. Wskazowka: rozwaz
zbior A wszystkich liczb x € N o wlasnosci: y + x € N dla wszystkich € N.
Udowodnij indukcyjnie, ze A = N.

(B) Udowodnij, ze iloczyn liczb naturalnych jest liczba naturalna.

(C) Udowodnij, ze jesli liczby catkowite dodatnie z i y nie maja wspolnych dzielnikow
wiekszych od 1, to ax 4+ by = 1 dla pewnych liczb catkowitych a, b. Wykorzystaj
w tym celu algorytm Euklidesa znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika:
udowodnij, ze liczby uzyskiwane w kolejnych krokach tego algorytmu sa postaci
ax + by.

(D) Przy pomocy wyniku z poprzedniego zadania udowodnij, ze jesli liczba pierwsza
p dzieli iloczyn liczb naturalnych x, y, to dzieli ktéras z nich.

(E) Wykorzystujac poprzednie zadanie, udowodnij jednoznacznosé rozktadu na czyn-
niki pierwsze.

(F) Przypusémy, ze k jest liczba”, ktorej kwadrat wynosi —5 i rozwazmy zbior liczb
Y ={m+nk:m,ne7Z}. Wowczas 6 =2-3 = (1+k)(1— k) zadaje dwa istotnie
rozne rozktady liczby 6 na czynniki nierozktadalne w Y, zatem w Y nie zachodzi
twierdzenie o jednoznaczno$ci rozktadu na czynniki pierwsze. Zapamietaj ten
przyktad i przeanalizuj go doktadniej, gdy nauczysz sie o liczbach zespolonych.

(G) W przestrzeni poprowadzono n > 3 ptaszczyzn, z ktorych kazde trzy maja punkt
wspolny, ale zadne cztery nie maja punktu wspoélnego. Na ile czesci plaszczyzny
te dziela przestrzen?

UWAGT:
e Silnia liczby n € Ny to liczba n! =1-2-3---n. Scislej moéwiac, okreslamy 0! = 1
oraz (n+ 1) = (n+1)-nldlan e Ny.
e Zbidr liczb naturalnych N to najmniejszy pozdbior R, ktory zawiera 1 i wraz
z kazdym swoim elementem n zawiera element n + 1. Zbior Ny = N U {0} to
najmniejszy pozdbiér R, ktory zawiera 0 i wraz z kazdym swoim elementem n
zawiera element n + 1.
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