
Lista zada« nr 3: liczby rzeczywiste/indukcja

(1) Wyznacz kres górny i kres dolny zbioru {n−m
n+m

: n,m ∈ N}.
(2) Przypu±¢my, »e zbiory A,B ⊆ R s¡ niepuste i oznaczmy

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.
Udowodnij, »e A + B jest ograniczony z góry wtedy i tylko wtedy, gdy A i B s¡
ograniczone z góry i »e zachodzi wzór sup(A+B) = supA+ supB.

(3) Wiadomo, »e A + B posiada element najwi¦kszy. Czy A oraz B musz¡ posiada¢
element najwi¦kszy?

(4) Rozª¡czne i niepuste zbiory A i B s¡ ograniczone z góry oraz speªniaj¡ warunki:
• dla ka»dego a ∈ A istnieje b ∈ B taki, »e a < b;
• dla ka»dego b ∈ B istnieje a ∈ A taki, »e b < a.

Co mo»na powiedzie¢ o supA i supB? Czy zbiory A i B maj¡ element najwi¦kszy?
Podaj przykªad zbiorów A i B o powy»szych wªasno±ciach.

(5) Na pªaszczy¹nie narysowano n prostych, z których »adnie dwie nie s¡ równolegªe
i »adne trzy nie przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie. Udowodnij, »e proste te dziel¡
pªaszczyzn¦ na 1 + n(n+1)

2
cz¦±ci.

(6) Udowodnij, »e 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ (n− 1) · n =
n3 − n

3
dla n ∈ N, n > 2.

(7) Udowodnij, »e
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(8) Udowodnij, »e
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dla n ∈ N.

(9) Udowodnij, »e dla ka»dego n ∈ N0 liczba n! + 1 ma czynnik pierwszy wi¦kszy
od n. Wywnioskuj, »e liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele.

W poni»szych zadaniach korzystaj wyª¡cznie z postulatów liczb rzeczywistych, nierówno±ci

0 < 1, zamkni¦to±ci N na dodawanie i mno»enie, zasady indukcji i praw logiki. To ju»

ostatnie takie zadania na kursie analizy matematycznej!

(10) Udowodnij, »e 1 6 n dla ka»dej liczby naturalnej n.
(11) Udowodnij, »e 0 jest ograniczeniem dolnym zbioru A = {n−1 : n ∈ N}. Niech

a = inf A oznacza kres dolny zbioru A. Udowodnij, »e a + a jest ograniczeniem
dolnym zbioru A i wobec tego a+ a 6 a. Wywnioskuj, »e a = 0.

(12) Wykorzystuj¡c poprzednie zadanie, wyka», »e nie istnieje liczba rzeczywista wi¦k-
sza od ka»dej liczby naturalnej.



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Wyznacz kresy zbiorów A = { n
2n+3

: n ∈ N} oraz B = { n
2n+3

: n ∈ Z}. Czy zbiory
te maj¡ elementy najmniejsze i najwi¦ksze?

(ii) Udowodnij formalnie (metod¡ indukcji), »e ka»dy niepusty sko«czony zbiór liczb
rzeczywistych zawiera element najwi¦kszy.

(iii) Ka»dy zbiór koni skªada si¦ z koni tego samego koloru. Istotnie, jednoelementowe
zbiory koni oczywi±cie maj¡ t¦ wªasno±¢. Przypu±¢my, »e n-elementowe zbiory
koni maj¡ t¦ wªasno±¢ i rozwa»my zbiór (n+1)-elementowyK = {k1, k2, . . . , kn+1}.
Na mocy zaªo»enia indukcyjnego konie k1, k2, . . . , kn maj¡ ten sam kolor; podob-
nie konie k2, k3, . . . , kn+1 maj¡ ten sam kolor. Wobec tego K skªada si¦ z koni tego
samego koloru, co ko«czy dowód indukcyjny. Gdzie jest bª¡d w tym rozumowaniu?

(iv) Ka»d¡ liczb¦ naturaln¡ mo»na opisa¢ przy pomocy mniej ni» trzynastu sªów. W
istocie, rozwa»my zbiór A liczb, które nie maj¡ tej wªasno±ci. Je±li A jest niepusty,
to ma element najmniejszy. Jest to �najmniejsza liczba, której nie mo»na opisa¢
przy pomocy mniej ni» trzynastu sªów�. Wªa±nie j¡ opisali±my przy pomocy
dwunstu sªów � sprzeczno±¢! Czy umiesz znale¹¢ bª¡d w tym rozumowaniu?

Zadania dodatkowe

(A) Udowodnij, »e suma liczb naturalnych jest liczb¡ naturaln¡. Wskazówka: rozwa»
zbiór A wszystkich liczb x ∈ N o wªasno±ci: y + x ∈ N dla wszystkich x ∈ N.
Udowodnij indukcyjnie, »e A = N.

(B) Udowodnij, »e iloczyn liczb naturalnych jest liczb¡ naturaln¡.
(C) Udowodnij, »e je±li liczby caªkowite dodatnie x i y nie maj¡ wspólnych dzielników

wi¦kszych od 1, to ax+ by = 1 dla pewnych liczb caªkowitych a, b. Wykorzystaj
w tym celu algorytm Euklidesa znajdowania najwi¦kszego wspólnego dzielnika:
udowodnij, »e liczby uzyskiwane w kolejnych krokach tego algorytmu s¡ postaci
ax+ by.

(D) Przy pomocy wyniku z poprzedniego zadania udowodnij, »e je±li liczba pierwsza
p dzieli iloczyn liczb naturalnych x, y, to dzieli któr¡± z nich.

(E) Wykorzystuj¡c poprzednie zadanie, udowodnij jednoznaczno±¢ rozkªadu na czyn-
niki pierwsze.

(F) Przypu±¢my, »e κ jest �liczb¡�, której kwadrat wynosi −5 i rozwa»my zbiór liczb
Y = {m+nκ : m,n ∈ Z}. Wówczas 6 = 2 · 3 = (1+κ)(1−κ) zadaje dwa istotnie
ró»ne rozkªady liczby 6 na czynniki nierozkªadalne w Y , zatem w Y nie zachodzi
twierdzenie o jednoznaczno±ci rozkªadu na czynniki pierwsze. Zapami¦taj ten
przykªad i przeanalizuj go dokªadniej, gdy nauczysz si¦ o liczbach zespolonych.

(G) W przestrzeni poprowadzono n > 3 pªaszczyzn, z których ka»de trzy maj¡ punkt
wspólny, ale »adne cztery nie maj¡ punktu wspólnego. Na ile cz¦±ci pªaszczyzny
te dziel¡ przestrze«?

Uwagi:

• Silnia liczby n ∈ N0 to liczba n! = 1 · 2 · 3 · · ·n. �ci±lej mówi¡c, okre±lamy 0! = 1
oraz (n+ 1)! = (n+ 1) · n! dla n ∈ N0.
• Zbiór liczb naturalnych N to najmniejszy pozdbiór R, który zawiera 1 i wraz
z ka»dym swoim elementem n zawiera element n + 1. Zbiór N0 = N ∪ {0} to
najmniejszy pozdbiór R, który zawiera 0 i wraz z ka»dym swoim elementem n
zawiera element n+ 1.
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