
Lista zada« nr 4: ci¡gi

(1) Dany ci¡g jest ograniczony od pewnego miejsca. Czy musi on by¢ ograniczony?
(2) Ci¡g (an) jest ±ci±le monotoniczny. Czy ci¡g (−an) jest ±ci±le monotoniczny? Czy

ci¡g ( 1
an
) jest ±ci±le monotoniczny? Czy odpowied¹ si¦ zmieni, je±li zast¡pimy

±cisª¡ monotoniczno±¢ � ±cisª¡ monotoniczno±ci¡ od pewnego miejsca?
(3) Utwórz wszystkie prawdziwe zdania zgodne z szablonem:

�


suma
ró»nica
iloczyn
iloraz

 ci¡gu (an) ograniczonego z

{
góry
doªu

}
przez A oraz ci¡gu (bn) ograni-

czonego z

{
góry
doªu

}
przez B jest ci¡giem ograniczonym z

{
góry
doªu

}
�.

Dla iloczynu i ilorazu wska» te» zdania, które s¡ prawdziwe przy odpowiednich
dodatkowych zaªo»eniach na A i B.

(4) Od którego miejsca ci¡g o wyrazach an = n3 − 30n2 + 100n jest monotoniczny?
(5) Przypu±¢my, »e f jest funkcj¡ rosn¡c¡ (tj. f(x) 6 f(y) gdy x 6 y), za± ci¡g

(an) speªnia równanie an+1 = f(an) dla n ∈ N. Udowodnij, »e ci¡g (an) jest
monotoniczny. W tym celu wyka» (metod¡ indukcji), »e je±li a1 6 a2, to (an) jest
rosn¡cy, za± je±li a1 > a2, to (an) jest malej¡cy.

(6) Wykorzystuj¡c poprzednie zadanie, zbadaj monotoniczno±¢ ci¡gów (an), (bn) i (cn)
danych wzorami

a1 = 0, an+1 =
1
4
(a2n + 1),

b1 = 2, bn+1 =
1
4
(b2n + 1),

c1 = 4, cn+1 =
1
4
(c2n + 1),

gdzie n ∈ N. Uzasadnij ponadto, »e an 6 bn dla wszystkich n ∈ N.
(7) Uzasadnij, »e ci¡gi (an) i (bn) z poprzedniego zadania s¡ ograniczone, natomiast

ci¡g (cn) � nie. Wskazówka: wyka», »e cn+1 − cn > 1
4
.

(8) Udowodnij, »e ci¡g (an) speªniaj¡cy równania a1 = 2 oraz an+1 = 1
2
(an + 2

an
)

(gdzie n ∈ N) jest ograniczony i malej¡cy∗.
(9) Ci¡g (an) speªnia równanie an+2 = an+1 + an dla n ∈ N. Co trzeba zaªo»y¢ o a1 i

a2, aby ten ci¡g byª rosn¡cy?

∗Dodatkowo wyznacz (r¦cznie) a4 i (komputerowo) a5 oraz porównaj te warto±ci z
√
2.



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Ci¡g (an) jest ograniczony. Czy ograniczony jest ci¡g (−an)? A ci¡g ( 1
an
)?

(ii) Udowodnij, »e ci¡g (an) jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g (|an|) jest
ograniczony z góry.

(iii) Udowodnij, »e ci¡g o wyrazach an = n−2
2n−7

jest monotoniczny od pewnego miejsca.
(iv) Czy ci¡g z poprzedniego zadania jest ograniczony?
(v) Wska» przykªad ci¡gu, którego wyrazów nie da si¦ tak poprzestawia¢, by uzyska¢

ci¡g monotoniczny.

Zadania dodatkowe

(A) Przypu±¢my, »e f jest funkcj¡ malej¡c¡ (tj. f(x) > f(y) gdy x 6 y), za± ci¡g (an)
speªnia równanie an+1 = f(an) dla n ∈ N. Czy ci¡g (an) mo»e by¢ monotoniczny?
A co mo»na powiedzie¢ o ci¡gach (a2n) i (a2n+1) (czyli podci¡gach wyj±ciowego
ci¡gu)?

(B) Ci¡g (an) speªnia równanie an+2 = an+1 + an dla n ∈ N.
(a) Udowodnij, »e warto±ci a1 i a2 w peªni okre±laj¡ ci¡g (an) (a wi¦c dowolne

dwa ci¡gi speªniaj¡ce rozwa»ane równanie s¡ równe, je±li zgodne s¡ ich dwa
pierwsze elementy).

(b) Znajd¹ dwie warto±ci q, dla których ci¡g o wyrazach an = qn speªnia rozwa-
»ane równanie.

(c) Wyra¹ ogólny wyraz ci¡gu an przy pomocy a1 i a2. Zapisz w szczególno±ci
wzór na n-ty wyraz ci¡gu Fibonacciego, speªniaj¡cego warunek a1 = a2 = 1.

(d) Co trzeba zaªo»y¢ o a1 i a2, aby ci¡g (an) byª rosn¡cy od pewnego miejsca?
(C) Ci¡g (an) speªnia równanie a1 =

1
2
, an+1 = pan(1−an), gdzie n ∈ N, za± p ∈ (0, 4]

jest ustalonym parametrem.
(a) Oblicz i zaznacz na osi liczbowej (przy pomocy komputera) dalekie wyrazy

ci¡gu (an), np. od a10000 do a11000, dla p = 2,5, p = 3,2, p = 3,83, p = 3,5,
p = 3,55, p = 3,6 i p = 4.

(b) Dla kolejnych warto±ci p od 2,5 do 4 z krokiem 0,001 zaznacz dalekie wyrazy
ci¡gu (an) (traktowane jako wspóªrz¦dne y) na prostej x = p, sporz¡dzaj¡c
w ten sposób diagram Feigenbauma.

Przykªadowy kod Mathematica:

ListPlot[

Table[

{p, #} & /@ NestList[p # (1 - #) &, Nest[p # (1 - #) &, 0.5, 9999], 1000],

{p, 2.5, 4, 0.001}

],

Joined -> False, PlotStyle -> Directive[Black, PointSize[0], Opacity[0.1]]

]
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