Lista zadan nr 4: ciggi

(1) Dany ciag jest ograniczony od pewnego miejsca. Czy musi on byé ograniczony?

(2) Ciag (ay) jest Scisle monotoniczny. Czy ciag (—a,) jest $cisle monotoniczny? Czy
ciag (i) jest $cisle monotoniczny? Czy odpowiedz sie zmieni, jesli zastapimy
$cista monotoniczno$é — $cista monotonicznoscia od pewnego miejsca?

(3) Utworz wszystkie prawdziwe zdania zgodne z szablonem:

suma
. ;(; Zcr;l;i ciagu (a,) ograniczonego z {igg} przez A oraz ciggu (b,) ograni-
iloraz gory

CZONego z rzez B jest ciggiem ograniczonym z gory |
& dotu P ] 48 & Y dotu | °

Dla iloczynu i ilorazu wskaz tez zdania, ktore sa prawdziwe przy odpowiednich
dodatkowych zatozeniach na A i B.

(4) Od ktorego miejsca ciag o wyrazach a,, = n® — 30n? 4+ 100n jest monotoniczny?

(5) Przypusémy, ze f jest funkcja rosnaca (tj. f(z) < f(y) gdy = < y), za$ ciag
(a,) spelia rownanie a,; = f(a,) dla n € N. Udowodnij, ze ciag (a,) jest
monotoniczny. W tym celu wykaz (metoda indukeji), ze jesli a; < ag, to (a,) jest
rosnacy, zas jesli a; = as, to (a,) jest malejacy.

(6) Wykorzystujac poprzednie zadanie, zbadaj monotonicznosé ciagow (a,), (b,) 1 (¢,)
danych wzorami

a; =0, Apa1 = i(ai +1),
by =2, bpy1 = 1(b2 + 1),
o1 =4, Cnp1 = (¢ + 1),

gdzie n € N. Uzasadnij ponadto, ze a, < b, dla wszystkich n € N.

(7) Uzasadnij, ze ciagi (a,) i (b,) z poprzedniego zadania sa ograniczone, natomiast
ciag (c,) — nie. Wskazowka: wykaz, ze ¢,11 — ¢, > }l.

(8) Udowodnij, ze ciag (a,) spelniajacy rownania a; = 2 oraz an1 = 3(a, + %)
(gdzie n € N) jest ograniczony i malejacyf]

(9) Ciag (a,) spelnia réwnanie a,.2 = a,41 + a, dla n € N. Co trzeba zalozyé¢ o a; i
as, aby ten ciag byt rosnacy?

*Dodatkowo wyznacz (recznie) a4 i (komputerowo) as oraz poréwnaj te wartosci z v/2.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI

(i) Ciag (a,) jest ograniczony. Czy ograniczony jest ciag (—a,)? A ciag (i)7

(ii) Udowodnij, ze ciag (a,) jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (|a,|) jest
ograniczony z gory.

(iii) Udowodnij, ze ciag o wyrazach a, = =% jest monotoniczny od pewnego miejsca.

(iv) Czy ciag z poprzedniego zadania jest ograniczony?

(v) Wskaz przyklad ciagu, ktorego wyrazow nie da sie tak poprzestawia¢, by uzyskaé
ciag monotoniczny.

ZADANIA DODATKOWE
(A) Przypusémy, ze f jest funkcja malejaca (tj. f(x) = f(y) gdy = < y), za$ ciag (a,)
spetnia rownanie a,.1 = f(a,) dlan € N. Czy ciag (a,) moze by¢ monotoniczny?
A co mozna powiedzie¢ o ciagach (ao,) i (ag,41) (czyli podciggach wyjsciowego
ciggu)?
(B) Ciag (a,) spelnia rownanie a, o = a,41 + a, dlan € N.

(a) Udowodnij, ze wartosci a; i as w pelni okreslaja ciag (a,) (a wiec dowolne
dwa ciagi spelniajace rozwazane rownanie s rowne, jesli zgodne sg ich dwa
pierwsze elementy).

(b) Znajdz dwie wartosci g, dla ktorych ciag o wyrazach a,, = ¢" spelnia rozwa-
zane roéwnanie.

(c) Wyraz og6lny wyraz ciagu a, przy pomocy a; i as. Zapisz w szczegolnosci
wzOr na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego, spelniajacego warunek ay = as = 1.

(d) Co trzeba zalozy¢ o a; i ag, aby ciag (a,) byt rosnacy od pewnego miejsca?

(C) Ciag (an) spelnia réwnanie a; = 3, an41 = pan(1—ay), gdzie n € N, zas p € (0,4]
jest ustalonym parametrem.

(a) Oblicz i zaznacz na osi liczbowej (przy pomocy komputera) dalekie wyrazy
ciagu (a,), np. od ajpoeo do aiipn, dla p = 2,5, p = 3,2, p = 3,83, p = 3,5,
p=2355p=306ip=4.

(b) Dla kolejnych wartosci p od 2,5 do 4 z krokiem 0,001 zaznacz dalekie wyrazy
ciagu (a,) (traktowane jako wspolrzedne y) na prostej © = p, sporzadzajac
w ten sposob diagram Feigenbauma.
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