Lista zadan nr 5: granice ciggéw

(1) Wyjasnij, dlaczego w definicji granicy wystarczy rozwazac € € (0,1) (czy ogolniej
e € (0,g9) dla dowolnego ustalonego €9 > 0).

(2) Ciag (ay) o nieujemnych wyrazach jest zbiezny do 0. Udowodnij (z definicji), ze
ciag (y/an ) jest zbiezny do 0.

(3) Ciag (a,) o nieujemnych wyrazach jest zbiezny do 1. Udowodnij (z definicji), ze
ciag (/an ) jest zbiezny do 1. Wskazowka: udowodnij, ze |\/a, — 1| < |a, — 1|.

(4) Ciag (a,) o nieujemnych wyrazach jest zbiezny do x > 0. Udowodnij (wykorzy-
stujac poprzednie dwa zadania i twierdzenie o arytmetyce granic), ze ciag (y/an )
jest zbiezny do /.

(5) Oblicz granice

lim (vVn24+n —vn2 —n), limu.
n—00 n—oo \/n —/n—1
(6) Ciagi (a, + b,) oraz (a, — by,) sa zbiezne. Czy zbiezne sa ciagi (a,) i (bn)?
(7) Ciagi (anb,) oraz (a,/b,) sa zbiezne. Czy zbiezne sa ciagi (a,) i (b,)? Czy
odpowiedz zmieni sie, jesli wiadomo, ze a,,b, > 0 dla n € N?
(8) Na mocy nier6wnosci Bernoulliego dla n € N oraz > 1 zachodzi (1 + x)" >

1 + nz > nx. Wstawiajac x = I?l\ — 1 (gdzie |q| < 1 oraz ¢ # 0), wywnioskuj, ze

" < jal 1
1—1q] n

lq

Wykorzystaj to oszacowanie do obliczenia (z definicji) granicy ciagu geometrycz-
nego o wyrazach a, = ¢". Nie korzystaj z logarytmow!

(9) Niech a,, = 1+q+¢*+...+¢" 1, gdzie |¢| < 1 oraz n € N. Udowodnij indukcyjnie,
7e a, = %, a nastepnie wyznacz granice ciagu (ay,).
(10) Ciag (a,) spelia rownanie a,2 = a, + an 1. Ile wynosi lim ,
n—o00 n

antl esli wiadomo,

ze ta granica istnieje?
(11) Wykorzystaj twierdzenie o trzech ciagach do obliczenia granic
lim /2" 4 37, lim /3" — 27, lim /3" 427",
n—o0 n—oo n—oo
(12) Podnoszac obie strony nieréwnosci Bernoulliego do kwadratu, wywnioskuj nie-
rownosé (1 + z)*™ > n?2? dlan € N iz > 0. Wykorzystaj te nierownosé¢ dla
r = \/iﬁ oraz twierdzenie o trzech ciggach do wyznaczenia lim %/n. Nastepnie

n—oo
oblicz lim /n.

n—oo



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI
(i) Dlaczego w definicji zbieznosci mozna zastapi¢ mocne nieréwnosci stabymi?

(ii) Ciag (ay,) jest zbiezny. Czy zbiezny jest ciag (a,41)? A ciag (ag,)?

(iii) Ciag (ay) jest zbiezny. Czy zbiezny jest ciag (ani1 — an)?

(iv) Ciag (ans1 — ay) jest zbiezny do zera. Czy zbiezny jest ciag (a,)?

(v) Wskaz przyklad rozbieznego ciggu (a,) takiego, ze ciag (a2) jest zbiezny. Co
mozna dodatkowo zatozy¢ o wyrazach albo o granicy ciagu (a,), aby ze zbieznosci
ciagu (a?) wynikata zbieznosé ciagu (a,,)?

T dazy do 1.

(vi) Udowodnij, ze ciag o wyrazach a, = ~—

ZADANIA DODATKOWE
(A) Ciagi (an), (bn) i (¢,) sa dane rownaniami

2 2 1/c
n’ bn+1 - bn - bn? Cnt+1 = Cp — (Cn) / "

(Il:bl:Cl:%, Ap+1 = QA
Latwo wykazaé, ze wszystkie one sa zbiezne do zera (dlaczego?). Ale jak szybko
daza one do zera?

(B) Naszkicuj wykres funkcji f(z) =1+ % i g(z) = x (na jednym wykresie). Niech
a; = 0, ap+1 = f(a,) dla n € N. Narysuj (na tym samym wykresie) lamana o
wierzchotkach: (a1, a1), (a1,a2), (a2, az), (asz,a3), (as,as), (as,aq), ...Odgadnij
granice ciagu (a,). Opisz geometryczny sposob konstrukeji ciagu (a,) zadanego
rownaniem a,1 = f(a,) dla ogolnej funkeji f i zinterpretuj wyniki ¢wiczen (6)
oraz (A) z listy zadan nr 4.

(C) Wykorzystujac odpowiednio nieréwnos¢ Bernoulliego, wykaz, ze lim % =0 dla
wszystkich a € Nib > 1. e

(D) Ciag (a,) spelnia rownanie a, 12 = a,+a,1 i nie jest stale rowny zero. Udowodnij,
ze granica lim 2 jstnieje. Wskazowka: wykorzystaj wynik zadania (B) z listy

n—o00 n
zadan nr 4.
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