
Lista zada« nr 6: ci¡gi monotoniczne, e, ci¡gi podstawowe

(1) Oblicz lim
n→∞

(
n
(

3

√
n+1
n
− 3

√
n

n+1

))
. Wskazówka: a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2).

(2) Ci¡gi (an) i (bn) z ¢wiczenia (7) z listy zada« nr 4 s¡ monotoniczne i ograniczone,
s¡ zatem zbie»ne. Wyznacz ich granic¦. Przypomnienie:

a1 = 0, an+1 =
1
4
(a2n + 1),

b1 = 2, bn+1 =
1
4
(b2n + 1).

(3) Ci¡g (an) z ¢wiczenia (9) z listy zada« nr 4 jest monotoniczny i ograniczony, jest
wi¦c zbie»ny. Wyznacz jego granic¦. Przypomnienie:

a1 = 2, an+1 =
1
2
(an +

2
an
).

(4) Wyka», »e dla dowolnego ci¡gu cyfr (dn) ci¡g o wyrazach d1
10

+ d2
102

+ . . .+ dn
10n

jest
zbie»ny. Jak opisa¢ granic¦?

(5) Ci¡g (an) speªnia równania a1 = 1, an+1 = an + 1
an

dla n ∈ N. Czy ci¡g (an)
jest ograniczony? Wskazówka: je±li jest ograniczony, to jest równie» zbie»ny � co
mo»na powiedzie¢ o granicy?

(6) Wywnioskuj z nierówno±ci Bernoulliego, »e (1 − 1
n2 )

n > 1 − 1
n
. Wykorzystaj t¦

nierówno±¢, by udowodni¢ monotoniczno±¢ ci¡gu o wyrazach (1 + 1
n
)n.

(7) Wywnioskuj z nierówno±ci Bernoulliego, »e (1 − 1
2n
)n > 1

2
, czyli (1 + 1

2n−1)
n 6 2

dla n ∈ N. Wykorzystaj ten fakt i wynik poprzedniego ¢wiczenia do dowodu, »e
ci¡g (1 + 1

n
)n jest ograniczony z góry przez 4.

Z poprzednich dwóch zada« wynika, »e ci¡g o wyrazach (1+ 1
n
)n jest zbie»ny. Jego granic¦

oznacza si¦ symbolem e. W przyszªo±ci udowodnimy, »e de�nicja ta jest równowa»na
de�nicji e = exp(1).

(8) (Zadanie rumu«skie). Czworo przyjacióª zamówiªo w barze kaw¦ z mlekiem.
Ka»dy z nich otrzymaª dwa wypeªnione po brzegi kubki, jeden z kaw¡, drugi
z mlekiem. Ka»dy z przyjacióª piª z kubka, który pocz¡tkowo zawieraª kaw¦,
uzupeªniaj¡c go po ka»dym ªyku do peªna mlekiem z drugiego kubka. Jeden
z przyjacióª zadaª pytanie: jakie b¦dzie st¦»enie kawy w napoju w chwili, gdy
kubek z mlekiem zostanie opró»niony? Odpowiedz na to pytanie, przyjmuj¡c,
»e kubek skªada si¦ z n jednakowych ªyków. Wyznacz granic¦, gdy n d¡»y do
niesko«czono±ci.

(9) (�rednie Cesàro). Udowodnij, »e je±li ci¡g (an) jest zbie»ny do x, to ci¡g o wy-
razach 1

n
(a1 + a2 + . . . + an) jest równie» zbie»ny do x. Wyka» te», »e przeciwne

wynikanie nie jest prawdziwe.
(10) Udowodnij, »e ci¡g (an) jest podstawowy wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego

ε > 0 istnieje N ∈ N takie, »e je±li n > N , to |an − aN | < ε.
(11) Udowodnij, »e z warunku lim

n→∞
(an+k − an) = 0 dla dowolnego k ∈ N nie wynika,

»e ci¡g (an) jest podstawowy (a wi¦c zbie»ny). Czy odpowied¹ si¦ zmieni, je±li
zaªo»ymy, »e ci¡g (an) jest dodatkowo ograniczony?



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Wyja±nij, dlaczego z warunku lim
n→∞

an < x, wynika, »e an < x od pewnego miejsca.

Czy ostre nierówno±ci mo»na zast¡pi¢ sªabymi?
(ii) Uzasadnij, »e je±li an > 0 oraz lim

n→∞
an+1

an
< 1, to ci¡g (an) jest od pewnego miejsca

malej¡cy i wobec tego zbie»ny.
(iii) Wiadomo, »e an > 0 oraz lim

n→∞
an = 0. Czy lim

n→∞
ann = 0? Czy lim

n→∞
n
√
an = 0?

Zadania dodatkowe

(A) (Ci¡gi podaddytywne). Udowodnij, »e je±li nieujemny ci¡g (an) speªnia warunek
an+m 6 an + am dla wszystkich n,m ∈ N, to ci¡g o wyrazach an

n
jest zbie»ny, a

granica jest równa inf{an
n

: n ∈ N}. Wska» przykªad takiego ci¡gu, dla którego
ponadto ci¡g (an

n
) nie jest od pewnego miejsca malej¡cy.

(B) Ci¡g o wyrazach (1+ 1
n
)n jest rosn¡cy. Udowodnij, »e ci¡g o wyrazach (1+ 1

n
)n+1

jest malej¡cy (i wyznacz jego granic¦). Czy ci¡g o wyrazach (1 + 1
n
)n+1/2 jest

monotoniczny?
(C) Uzasadnij, »e ka»da liczba x ∈ [0, 1) ma rozwini¦cie dziesi¦tne: istnieje ci¡g cyfr

(dn) taki, »e x = lim
n→∞

(d1
10

+ d2
102

+ . . . + dn
10n

). Uzasadnij, »e rozwini¦cie to jest

jednoznaczne, je±li tylko 10nx nie jest liczb¡ caªkowit¡ dla »adnego n ∈ N. Wyra¹
dn przy pomocy x oraz n (wykorzystuj¡c odpowiednio podªog¦ lub su�t).
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