Lista zadan nr 6: ciagi monotoniczne, ¢, ciaggi podstawowe

(1) Oblicz nlggo( (\/"Tl \/:1» Wekazowka: a® — b = (a — b)(a2 + ab + b?).

(2) Ciagi (ay) 1 (bn) z ¢wiczenia (7) z listy zadan nr 4 sa monotoniczne i ograniczone,
sa zatem zbiezne. Wyznacz 1ch granice. Przypomnienie:
a; =0, Api1 = i(ai +1),
by =2, b1 = 1 (0 +1).

(3) Ciag (a,) z ¢wiczenia (9) z listy zadan nr 4 jest monotoniczny i ograniczony, jest
wiec zbiezny. Wyznacz jego granice. Przypomnienie:

a; =2, Opt1 = %(an + al)

(4) Wykaz, ze dla dowolnego ciagu cyfr (d,) ciag o wyrazach ‘11—(1) 102 .t jest
zbiezny. Jak opisa¢ granice?

(5) Ciag (a,) spelnia rownania a; = 1, ay41 = a, + ai dla n € N. Czy ciag (a,)
jest ograniczony? Wskazowka: jesli jest ograniczony,nto jest rowniez zbiezny — co
mozna powiedzie¢ o granicy?

(6) Wywnioskuj z nieréwnosci Bernoulliego, ze (1 — #)” >1- % Wykorzystaj te
nierownosé, by udowodni¢ monotonicznosé ciaggu o wyrazach (1 + = )

(7) Wywnioskuj z nieréwnosci Bernoulliego, ze (1 — o-)" > 1, czyli (1 + )" < 2
dla n € N. Wykorzystaj ten fakt i wynik poprzedniego ¢wiczenia do dowodu, ze
ciag (1 + %)” jest ograniczony z gory przez 4.

7 poprzednich dwdch zadar wynika, Ze cigg o wyrazach (1+ %)” jest zbiezny. Jego granice
oznacza sie symbolem e. W przysztosci udowodnimy, zZe definicja ta jest rownowazna
definicji e = exp(1).

(8) (Zadanie rumuriskie). Czworo przyjaciol zamowito w barze kawe z mlekiem.
Kazdy z nich otrzymal dwa wypelnione po brzegi kubki, jeden z kawg, drugi
z mlekiem. Kazdy z przyjaciol pit z kubka, ktory poczatkowo zawieral kawe,
uzupetniajac go po kazdym lyku do peilna mlekiem z drugiego kubka. Jeden
z przyjaciol zadat pytanie: jakie bedzie stezenie kawy w napoju w chwili, gdy
kubek z mlekiem zostanie oprozniony? Odpowiedz na to pytanie, przyjmujac,
ze kubek sktada sie z n jednakowych tykéw. Wyznacz granice, gdy n dazy do
nieskonczonosci.

(9) (Srednie Cesiro). Udowodnij, ze jesli ciag (ay) jest zbiezny do z, to ciag o wy-
razach %(al + as + ... + ay,) jest rowniez zbiezny do x. Wykaz tez, ze przeciwne
wynikanie nie jest prawdziwe.

(10) Udowodnij, ze ciag (a,) jest podstawowy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
e > 0 istnieje N € N takie, ze jesli n > N, to |a, —an| < €.

(11) Udowodnij, ze z warunku JLI{)IO(an_,_k — a,) = 0 dla dowolnego k € N nie wynika,
ze ciag (a,) jest podstawowy (a wiec zbiezny). Czy odpowiedZ sie zmieni, jesli
zalozymy, ze ciag (a,) jest dodatkowo ograniczony?



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI

i) Wyjasnij, dlaczego z warunku lim a, < x, wynika, ze a,, < x od pewnego miejsca.
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Czy ostre nieréwnosci mozna zastapi¢ stabymi?
ii) Uzasadnij, ze jesli a,, > 0 oraz lim “* < 1, to ciag (a,) jest od pewnego miejsca
a a8 g
. . .- . — n
malejacy i wobec tego zblezny.n >
iii) Wiadomo, ze a,, > 0 oraz lim a, = 0. Czy lim a! = 0?7 Czy lim /a, =07
n
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ZADANTA DODATKOWE

(A) (Ciggi podaddytywne). Udowodnij, ze jesli nieujemny ciag (a,) spelnia warunek
Unim < Ay + ay dla wszystkich n,m € N, to ciag o wyrazach 2= jest zbiezny, a
granica jest rowna inf{%s : n € N}. Wskaz przyklad takiego ciagu, dla ktorego
ponadto cigg (%) nie jest od pewnego miejsca malejacy.

(B) Ciag o wyrazach (1+ %)” jest rosnacy. Udowodnij, ze cigg o wyrazach (1 + %)"“
jest malejacy (i wyznacz jego granice). Czy ciag o wyrazach (1 + %)"*1/2 jest
monotoniczny?

(C) Uzasadnij, ze kazda liczba = € [0,1) ma rozwiniecie dziesietne: istnieje ciag cyfr
(d,,) taki, ze v = nh_)IIOlO(% + & + ... 4 &) Uzasadnij, ze rozwiniecie to jest
jednoznaczne, jesli tylko 10"z nie jest liczbg catkowitg dla zadnego n € N. Wyraz
d,, przy pomocy x oraz n (wykorzystujac odpowiednio podtoge lub sufit).
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