Lista zadan nr 7: Ciggi — wzér dwumianowy, asymptotyka

(1) Udowodnij, ze jesli 1 <k < n, to (7)+(.",) = (”H) Wywnioskuj (indukcyjnie!),
ze wspotczynniki dwumianowe (”) sa liczbami catkowitymi.

(2) Udowodnij, ze —4” ( ) 4" dla n € N (kombinatorycznie lub indukcyjnie).

(3) Wykorzystujac zadame o $rednich Cesaro, udowodnij, ze jesli ciag (a,) liczb do-
datnich jest zbiezny do liczby dodatniej x, to ciag o wyrazach /ajas---a, jest
rowniez zbiezny do x.

(4) Oblicz lim 1{/nl. Wskazowka: dobierz (a,) tak, aby aias - a, = 2 i wykorzy-

TL-}OO
staj poprzednie zadanie.

(5) Udowodnij, ze jesli a,, > 0, lim {/a, =xizx <1, to lim a, =0.

n—oo n— o0
(6) Udowodnij, ze jesli a,, > 0, lim = =z to lim {/a, = x. Wywnioskuj, ze jesli
n—00 n n—00
r <1, to lim a, = 0.
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(7) Podaj przyktad ciagu (a,) o dodatnich wyrazach, dla ktorego lim /a, = 1, ale
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rani im 2L pie istnieje.
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(8) Udowodnij, ze hm n—0gdyb> 1.
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(9) Udowodnij, ze hm “n—f =0 gdy a > 0.

(10) Udowodnij, ze hm @nt = 0 gdy a € (0,e) oraz lim 2 = 0 gdy a € (e, 00).
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]
n—00 arn:

Wywnioskuj, ze (5)" < n! < (5)" dla dostatecznie duzych n.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI
(i) Rozwin (t+ s)*i (t+s)° (bez wykorzystania wzoru dwumianowego Newtona, ale
wykorzystujac znany wzor (¢t + s)® = t3 + 3t%s + 3ts® + s%).
(ii) Rozwin (14 1)"1i (1 —1)" (wykorzystujac wzor dwumianowy Newtona).
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(iii) Udowodnij, ze (0) +()+C)++ G =0+ G5)+ () + 4 ()

ZADANIA DODATKOWE
(A) Narysuj trojkat Pascala: wypisz na kartce wspotczynniki dwumianowe (8), (YIL),
o (Z) w wierszu o numerze n + 1 (najlepiej wysrodkowujac kazdy wiersz). Na-
stepnie zaczern liczby nieparzyste. Porownaj z rysunkiem trojkgta Sierpiriskiego.
Przyktadowy kod Mathematica:
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(B) Udowodnij, ze granica ciagu o wyrazach (1 + Z)" jest exp(z). W tym celu wy-
korzystaj wzor dwumianowy Newtona i podziel uzyskana sume na dwie grupy:
poczatkowych k + 1 wyrazow (k — ustalone) i reszte. Wykaz, ze suma poczatko-
wych k + 1 wyrazow dazy 1+ % + 7;—2, +...+ tk—k, Oszacuj odpowiednio reszte.

(C) Ciag Fibonacciego (a, : n € N) dany jest wzorami ap = 0, a1 = 1 oraz a, o =
Gni1 + a, dla n € N. Udowodnij, ze:

[ a1+a2+...+an:an+2—2
° a%—l—a%—i—...%—afb:anﬂa%g
® Gy 1y — a2 = (=1)"
® iy = QA1 + Gpy1ag
o NWD(ay, ;) = axwp (k)
(D) Udowodnij, ze dla n € N, n > 3, zachodzi

1= bt b <o dr<l-begh
Wskazowka: udowodnij wpierw, ze kolejne wyrazy rozwniecia (1 — n—lg)” ze Wzoru
dwumianowego Newtona maja coraz mniejsze wartosci bezwzgledne.
(E) Niech a, = (1+ £)". Udowodnij, ze Tim. n?(ft — 1) = 3.

(F) Oblicz granice ciaggu o wyrazach a,, = (ot )™ (nff;n_l.
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(G) Oblicz granice ciagu o wyrazach 2.
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