
Lista zada« nr 7: Ci¡gi � wzór dwumianowy, asymptotyka

(1) Udowodnij, »e je±li 1 6 k 6 n, to
(
n
k

)
+
(

n
k−1

)
=

(
n+1
k

)
. Wywnioskuj (indukcyjnie!),

»e wspóªczynniki dwumianowe
(
n
k

)
s¡ liczbami caªkowitymi.

(2) Udowodnij, »e 1
2n
4n 6

(
2n
n

)
6 4n dla n ∈ N (kombinatorycznie lub indukcyjnie).

(3) Wykorzystuj¡c zadanie o ±rednich Cesàro, udowodnij, »e je±li ci¡g (an) liczb do-
datnich jest zbie»ny do liczby dodatniej x, to ci¡g o wyrazach n

√
a1a2 · · · an jest

równie» zbie»ny do x.
(4) Oblicz lim

n→∞
1
n

n
√
n!. Wskazówka: dobierz (an) tak, aby a1a2 · · · an = n!

nn i wykorzy-

staj poprzednie zadanie.
(5) Udowodnij, »e je±li an > 0, lim

n→∞
n
√
an = x i x < 1, to lim

n→∞
an = 0.

(6) Udowodnij, »e je±li an > 0, lim
n→∞

an+1

an
= x, to lim

n→∞
n
√
an = x. Wywnioskuj, »e je±li

x < 1, to lim
n→∞

an = 0.

(7) Podaj przykªad ci¡gu (an) o dodatnich wyrazach, dla którego lim
n→∞

n
√
an = 1, ale

granica lim
n→∞

an+1

an
nie istnieje.

(8) Udowodnij, »e lim
n→∞

na

bn
= 0 gdy b > 1.

(9) Udowodnij, »e lim
n→∞

an

n!
= 0 gdy a > 0.

(10) Udowodnij, »e lim
n→∞

ann!
nn = 0 gdy a ∈ (0, e) oraz lim

n→∞
nn

ann!
= 0 gdy a ∈ (e,∞).

Wywnioskuj, »e (n
3
)n 6 n! 6 (n

2
)n dla dostatecznie du»ych n.



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Rozwi« (t+ s)4 i (t+ s)5 (bez wykorzystania wzoru dwumianowego Newtona, ale
wykorzystuj¡c znany wzór (t+ s)3 = t3 + 3t2s+ 3ts2 + s3).

(ii) Rozwi« (1 + 1)n i (1− 1)n (wykorzystuj¡c wzór dwumianowy Newtona).
(iii) Udowodnij, »e

(
2n
0

)
+
(
2n
2

)
+
(
2n
4

)
+ . . .+

(
2n
2n

)
=

(
2n
1

)
+
(
2n
3

)
+
(
2n
5

)
+ . . .+

(
2n

2n−1

)
.

Zadania dodatkowe

(A) Narysuj trójk¡t Pascala: wypisz na kartce wspóªczynniki dwumianowe
(
n
0

)
,
(
n
1

)
,

. . . ,
(
n
n

)
w wierszu o numerze n+ 1 (najlepiej wy±rodkowuj¡c ka»dy wiersz). Na-

st¦pnie zaczer« liczby nieparzyste. Porównaj z rysunkiem trójk¡ta Sierpi«skiego.

Przykªadowy kod Mathematica:

Graphics[Reap[

Table[

If[

OddQ[Binomial[n, k]],

Sow[Rectangle[{k - n/2, -n}, {k + 1 - n/2, -n - 1}]]

],

{n, 0, 100}, {k, 0, n}

]

][[2, 1]]]

(B) Udowodnij, »e granic¡ ci¡gu o wyrazach (1 + x
n
)n jest exp(x). W tym celu wy-

korzystaj wzór dwumianowy Newtona i podziel uzyskan¡ sum¦ na dwie grupy:
pocz¡tkowych k + 1 wyrazów (k � ustalone) i reszt¦. Wyka», »e suma pocz¡tko-

wych k + 1 wyrazów d¡»y 1 + t
1!
+ t2

2!
+ . . .+ tk

k!
. Oszacuj odpowiednio reszt¦.

(C) Ci¡g Fibonacciego (an : n ∈ N) dany jest wzorami a0 = 0, a1 = 1 oraz an+2 =
an+1 + an dla n ∈ N. Udowodnij, »e:
• a1 + a2 + . . .+ an = an+2 − 2
• a21 + a22 + . . .+ a2n = an+1an+2

• an−1an+1 − a2n = (−1)n
• ak+l = akal+1 + ak+1al
• NWD(ak, al) = aNWD(k,l)

(D) Udowodnij, »e dla n ∈ N, n > 3, zachodzi

1− 1
n
+ 1

2n2 − 2
3n3 6 (1− 1

n2 )
n 6 1− 1

n
+ 1

2n2 .

Wskazówka: udowodnij wpierw, »e kolejne wyrazy rozwni¦cia (1− 1
n2 )

n ze wzoru
dwumianowego Newtona maj¡ coraz mniejsze warto±ci bezwzgl¦dne.

(E) Niech an = (1 + 1
n
)n. Udowodnij, »e lim

n→∞
n2(an+1

an
− 1) = 1

2
.

(F) Oblicz granic¦ ci¡gu o wyrazach an = (n+1)n+1

nn − nn

(n−1)n−1 .

(G) Oblicz granic¦ ci¡gu o wyrazach nn

enn!
.
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