Lista zadan nr 8: Ciaggi — obliczanie granic, punkty skupienia

(1) Stosujac wzor lim (14 +)" = e i prawa arytmetyki granic, oblicz
n—oo

lim (14 )2+, lim (1— 1), lim (1 + 1)v™.
n—oo n—oo n—oo
1cz lim (1 + = )" oraz hm + = - = .
2) Oblicz lim (1 + 5)" li 1+ 1)y (1 = Ly
n—0o0 n—oo
icz lim v/2n3 4+ 1 oraz lim /nl.
3) Oblicz lim +/2n3 + 1 1 V
n—0o0 n—oo
. .on"
(4) Oblicz nlggo o7
n" n"’ N
5) Oblicz lim —. Wskazowka: —— = (——) i2"/n?> n dla duzych n.
22 22 22"/
n—oo n

(6) Udowodnij, ze ciag o wyrazach {/2" + (—3)" jest rozbiezny.

(7) Ciagi (agn—1) oraz (as,) sa zbiezne do x. Udowodnij starannie, ze ciag (a,) jest
zbiezny do x. Zauwaz, ze analogicznie zbiezno$¢ ciagow (ag,—2), (as,—1) oraz (asy)
do z oznacza zbieznosé (a,) do .

(8) Wiadomo, ze nli_{](r)lo(anﬂ —a,) = 0 oraz lim ag, = 0. Czy ciag (a,) jest zbiezny?

n—oo
(9) Wiadomo, ze lim (a,4+1 — a,) = 0 oraz lim a,2 = 0. Czy ciag (a,) jest zbiezny?
n—00 n—00

(10) Kazda liczba wymierna jest wyrazem ciagu (a,). Jaki jest zbior punktow skupienia

ciagu (a,)?
(11) Udowodnij, ze limsup(a, + b,) < limsupa, + limsupb, i uzasadnij, ze moze
n—oo n—oo n—o0
zachodzi¢ ostra nieréwnosé. Sformutuj podobne prawo dla lim inf.

(12) Wskaz przyktad ciagu, ktorego punktami skupienia sa wszystkie liczby ze zbioru
{0} U {2 :n e N} (i tylko te liczby).



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI

(i) Udowodnij, ze ciag LZJ_FE:B:

(ii) Oblicz lim (1 + n)'/".
n—0o0
(iii) Wskaz przyktady ciagow (a,,) 1 (b,) o wyrazach dodatnich, ktore spetniaja warunki

lim a, = lim b, = 0, ale lim a’ jest dowolna, z gory ustalona liczba rzeczywista
n—oo n—oo n—oo
z przedziatu [0, 1].

(iv) Wskaz analogiczne przyktady ciagow (a,,) i (b,) o wyrazach dodatnich, ktore spel-

niaja warunki lim a, = 1, lim b, = oo, ale lim a’ jest dowolna, z gory ustalona
n—00 n— 00 n—00

nieujemng liczbg rzeczywista.

| jest rozbiezny.

ZADANIA DODATKOWE
(A) Udowodnij, ze jezeli z kazdego podciagu ciagu (a,) mozna wybraé¢ jego podciag
zbiezny do z, to ciag (a,) jest zbiezny do x.
(B) Udowodnij, ze jesli f jest funkcja rosnaca i lim @ =z, to lim £ = 2 dla

n— 00 n—00 n
wszystkich ciagow (a,,) rozbieznych do oo; w tym zadaniu x jest nieujemng liczba

rzeczywista lub symbolem oo.

nvn

AL

(C) Wykorzystaj poprzednie zadanie do wyznaczenia lim 2" oraz lim
n—oo n—oo

(D) Wykorzystujac dwukrotnie zadanie |(B)l udowodnij wpierw, ze lim 1“7” =0, a
n—oo

nastepnie, ze w takim razie lim 2% = ( dla dowolnego ciggu (a,) rozbieznego
n—oo M

do oo.

(E) Wywnioskuj, ze lim Y{/n.

n—oo

(F) Niech (k,) bedzie permutacja zbioru N, tj. ciagiem liczb naturalnych, w ktérym
kazda liczba naturalna wystepuje doktadnie raz. Udowodnij, ze jesli ciag (a,) jest
zbiezny, to zbiezny jest rowniez ciag (ay,, ).

(G) Przypusémy, ze a,b € Z, b > 0 oraz Vb ¢ Z. Niech p = (a + vb). Kiedy ciag
a, = p" — |p"] jest zbiezny?

(H) Udowodnij, ze kazda liczba z przedziatu [0, 1] jest punktem skupienia ciagu (nv/2—
|nv/2]) i wobec tego jego granica gorna jest 1, a granica dolng 0.
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