
Lista zada« nr 8: Ci¡gi � obliczanie granic, punkty skupienia
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. Wskazówka:
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i 2n/n2 > n dla du»ych n.

(6) Udowodnij, »e ci¡g o wyrazach n
√
2n + (−3)n jest rozbie»ny.

(7) Ci¡gi (a2n−1) oraz (a2n) s¡ zbie»ne do x. Udowodnij starannie, »e ci¡g (an) jest
zbie»ny do x. Zauwa», »e analogicznie zbie»no±¢ ci¡gów (a3n−2), (a3n−1) oraz (a3n)
do x oznacza zbie»no±¢ (an) do x.

(8) Wiadomo, »e lim
n→∞

(an+1 − an) = 0 oraz lim
n→∞

a3n = 0. Czy ci¡g (an) jest zbie»ny?

(9) Wiadomo, »e lim
n→∞

(an+1 − an) = 0 oraz lim
n→∞

an2 = 0. Czy ci¡g (an) jest zbie»ny?

(10) Ka»da liczba wymierna jest wyrazem ci¡gu (an). Jaki jest zbiór punktów skupienia
ci¡gu (an)?

(11) Udowodnij, »e lim sup
n→∞

(an + bn) 6 lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn i uzasadnij, »e mo»e

zachodzi¢ ostra nierówno±¢. Sformuªuj podobne prawo dla lim inf.
(12) Wska» przykªad ci¡gu, którego punktami skupienia s¡ wszystkie liczby ze zbioru

{0} ∪ { 1
n
: n ∈ N} (i tylko te liczby).



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Udowodnij, »e ci¡g bn+(−1)n
n−(−1)n c jest rozbie»ny.

(ii) Oblicz lim
n→∞

(1 + n)1/n.

(iii) Wska» przykªady ci¡gów (an) i (bn) o wyrazach dodatnich, które speªniaj¡ warunki
lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0, ale lim
n→∞

abnn jest dowoln¡, z góry ustalon¡ liczb¡ rzeczywist¡

z przedziaªu [0, 1].
(iv) Wska» analogiczne przykªady ci¡gów (an) i (bn) o wyrazach dodatnich, które speª-

niaj¡ warunki lim
n→∞

an = 1, lim
n→∞

bn =∞, ale lim
n→∞

abnn jest dowoln¡, z góry ustalon¡

nieujemn¡ liczb¡ rzeczywist¡.

Zadania dodatkowe

(A) Udowodnij, »e je»eli z ka»dego podci¡gu ci¡gu (an) mo»na wybra¢ jego podci¡g
zbie»ny do x, to ci¡g (an) jest zbie»ny do x.

(B) Udowodnij, »e je±li f jest funkcj¡ rosn¡c¡ i lim
n→∞

f(n)
n

= x, to lim
n→∞

f(an)
an

= x dla

wszystkich ci¡gów (an) rozbie»nych do∞; w tym zadaniu x jest nieujemn¡ liczb¡
rzeczywist¡ lub symbolem ∞.

(C) Wykorzystaj poprzednie zadanie do wyznaczenia lim
n→∞

2
√

n

n
oraz lim

n→∞
n
√
n

2n
.

(D) Wykorzystuj¡c dwukrotnie zadanie (B), udowodnij wpierw, »e lim
n→∞

lnn
n

= 0, a

nast¦pnie, »e w takim razie lim
n→∞

ln an
an

= 0 dla dowolnego ci¡gu (an) rozbie»nego

do ∞.
(E) Wywnioskuj, »e lim

n→∞

√
n
√
n.

(F) Niech (kn) b¦dzie permutacj¡ zbioru N, tj. ci¡giem liczb naturalnych, w którym
ka»da liczba naturalna wyst¦puje dokªadnie raz. Udowodnij, »e je±li ci¡g (an) jest
zbie»ny, to zbie»ny jest równie» ci¡g (akn).

(G) Przypu±¢my, »e a, b ∈ Z, b > 0 oraz
√
b /∈ Z. Niech p = 1

2
(a +

√
b). Kiedy ci¡g

an = pn − bpnc jest zbie»ny?
(H) Udowodnij, »e ka»da liczba z przedziaªu [0, 1] jest punktem skupienia ci¡gu (n

√
2−

bn
√
2c) i wobec tego jego granic¡ górn¡ jest 1, a granic¡ doln¡ 0.
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