
Lista zada« nr 9: Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne

(1) Udowodnij, »e

cos(t+ s) = cos(t) cos(s)− sin(t) sin(s),

sin(t+ s) = cos(t) sin(s) + sin(t) cos(s).

Wskazówka: wykorzystuj¡c de�nicj¦ funkcji trygonometrycznych i znane wªasno-
±ci geometryczne, zauwa», »e:
(a) w wyniku obrotu punktu (0, 1) wokóª (0, 0) o k¡t t w lewo otrzymujemy punkt

(cos(π
2
+ t), sin(π

2
+ t)) = (− sin(t), cos(t));

(b) w wyniku obrotu punktu (x, y) wokóª (0, 0) o k¡t t w lewo otrzymujemy punkt
(x cos(t)− y sin(t), x sin(t) + y cos(t)).

Nast¦pnie obró¢ punkt (1, 0) najpierw o k¡t t w lewo, a nast¦pnie o k¡t s w lewo.
(2) Wyprowad¹ wzory na cos(t− s), sin(t− s), tg(t+ s), tg(t− s).
(3) Wywnioskuj, »e

sin(2t) = 2 sin(t) cos(t),

cos(2t) = (cos(t))2 − (sin(t))2 = 2(cos(t))2 − 1 = 1− 2(sin(t))2,

sin(t) = cos(π
2
− t),

cos(t) = sin(π
2
− t).

(4) Wyprowad¹ wzory

sin(t) + sin(s) = 2 sin( t+s
2
) cos( t−s

2
),

sin(t) sin(s) = 1
2
cos(t− s)− 1

2
cos(t+ s).

(5) Rozwi¡» równanie sin(t) + cos(t) =
√
2.

(6) Rozwi¡» równanie (tg(t))3 = 3 tg(t).
(7) Rozwi¡» równanie sin(3t) = sin(t).
(8) Znajd¹ wzór na funkcj¦ odwrotn¡ do cos(t) na przedziale (a) [−π, 0]; (b) [π, 2π];

(c) [2π, 3π]. Naszkicuj odpowiednie wykresy.
(9) Naszkicuj wykresy funkcji sin(arcsin(x)) oraz arcsin(sin(t)).
(10) Udowodnij, »e arcsin(x) + arccos(x) = π

2
. Wskazówka: oznacz t = arcsin(x) i

oblicz cos(π
2
− t).

(11) Udowodnij, »e cos(arcsin(x)) = sin(arccos(x)) =
√
1− x2. Wyprowad¹ wzory na

cos(arctg(x)) i sin(arctg(x)).
(12) Znajd¹ funkcje odwrotne do f(t) = t|t| oraz g(t) = 2btc−t. Naszkicuj odpowiednie

wykresy.



Zadania do samodzielnego rozwi¡zania przed ¢wiczeniami

(i) Rozwi¡» równania sin(t) = −1
2
, sin(t) = −1, cos(t) = −1

2
, cos(t) = −1 oraz

tg(t) = −1.
(ii) Znajd¹ warto±¢ sin( π

12
). Wskazówka: π

12
= π

3
− π

4
.

Zadania dodatkowe

(A) Podaj ±ci±le geometryczny dowód wzorów na cosinus i sinus sumy.
(B) Wiedz¡c, »e liczba π jest niewymierna, udowodnij, »e zbiór punktów o wspóªrz¦d-

nych (cos(n), sin(n)) (gdzie n ∈ N+) jest g¦sty na okr¦gu jednostkowym (tj. ka»dy
ªuk okr¦gu jednostkowego zawiera pewien taki punkt). Wywnioskuj, »e z ci¡gu o
wyrazach sin(n) mo»na wybra¢ podci¡g zbie»ny do dowolnej liczby w przedziale
[−1, 1].

(C) Znajd¹ warto±¢ sin(π
5
).

(D) Niech an = cos( π
2n
). Zauwa», »e a1 = 0 oraz an+1 =

√
1
2
+ 1

2
an i w takim razie

an =

√√√√1
2
+ 1

2

√
1
2
+ 1

2

√
1
2
+ . . . 1

2

√
1
2
;

w wyra»eniu po prawej stronie wyst¦puje n− 1 pierwiastków. Wywnioskuj, »e

π = lim
n→∞

2n

√√√√1
2
− 1

2

√
1
2
+ 1

2

√
1
2
+ . . . 1

2

√
1
2

 .

(E) Formalna de�nicja funkcji trygonometrycznych to

cos(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
.

Wyka», »e cos i sin s¡ poprawnie okre±lonymi funkcjami na R. Udowodnij, »e
funkcje te s¡ ci¡gªe i speªniaj¡ warunek (sin(x))2 + (cos(x))2 = 1 dla wszystkich
x ∈ R, a tak»e równo±ci z zadania (1).

W przyszªo±ci wyka»emy, »e istnieje taka liczba p > 0, »e sin(x) > 0 oraz cos(x) > 0 dla

x ∈ (0, p), lecz cos(p) = 0. Liczb¦ π formalnie de�nuje si¦ wtedy wzorem π = 2p.

Uwagi:

• Miara k¡ta póªpeªnego to π = 180◦;
• (cos(t), sin(t)) to wspóªrz¦dne punktu (1, 0) obróconego wokóª punktu (0, 0) o k¡t
t w lewo (lub o k¡t −t w prawo � gdy t < 0);

• tg(t) = sin(t)
cos(t)

;

• g jest funkcj¡ odwrotn¡ do f na przedziale I je±li zachodzi:

g(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈ I oraz f(x) = y;

• arcsin jest funkcj¡ odwrotn¡ do sin na przedziale [−π
2
, π
2
];

• arccos jest funkcj¡ odwrotn¡ do cos na przedziale [0, π];
• arctg jest funkcj¡ odwrotn¡ do tg na przedziale (−π

2
, π
2
);

• sin(t) < t < tg(t) dla t ∈ (0, π
2
).
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