Lista zadai nr 9: Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne

(1) Udowodnij, ze
cos(t + s) = cos(t) cos(s) — sin(t) sin(s),
sin(t + s) = cos(t) sin(s) + sin(¢) cos(s).

Wskazowka: wykorzystujac definicje funkeji trygonometrycznych i znane wlasno-
Sci geometryczne, zauwaz, ze:
(a) w wyniku obrotu punktu (0, 1) wokot (0,0) o kat ¢ w lewo otrzymujemy punkt
(cos(5 +t),sin(5 4+ t)) = (—sin(t), cos(t));
(b) w wyniku obrotu punktu (z,y) wokét (0,0) o kat ¢ w lewo otrzymujemy punkt
(x cos(t) — ysin(t), zsin(t) + y cos(t)).
Nastepnie obro¢ punkt (1,0) najpierw o kat ¢t w lewo, a nastepnie o kat s w lewo.
(2) Wyprowadz wzory na cos(t — s), sin(t — s), tg(t + s), tg(t — s).
(3) Wywnioskuj, ze

sin(2t) = 2sin(t) cos(t),
= (cos(t))* — (sin(t))* = 2(cos(t))? —1 =1 — 2(sin(t))?,

(4) Wyprowadz wzory
sin(t) + sin(s) = 2sin(2) cos(52),
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cos(t — s) — % cos(t + ).

sin(t) sin(s) = 5

(5) Rozwiaz réwnanie sin(t) 4 cos(t) = v/2.

(6) Rozwiaz rownanie (tg(t))® = 3tg(t).

(7) Rozwiaz rownanie sin(3t) = sin(t).

(8) Znajdz wzor na funkcje odwrotna do cos(t) na przedziale (a) [—m,0]; (b) [r, 27;

(c) [2m, 37]. Naszkicuj odpowiednie wykresy.

(9) Naszkicuj wykresy funkeji sin(arcsin(x)) oraz arcsin(sin(?)).

(10) Udowodnij, ze arcsin(z) 4 arccos(r) = 7. Wskazoéwka: oznacz t = arcsin(z) i
oblicz cos(§ —t).

(11) Udowodnij, ze cos(arcsin(z)) = sin(arccos(z)) = v/1 — 22. Wyprowadz wzory na
cos(arctg(zx)) 1 sin(arctg(z)).

(12) Znajdz funkcje odwrotne do f(t) = t|t| oraz g(t) = 2|t|—t. Naszkicuj odpowiednie
wykresy.



ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA PRZED CWICZENIAMI
(i) Rozwiaz rownania sin(t) = —1, sin(t) = —1, cos(t) = —3, cos(t) = —1 oraz
tg(t) = —1.

(ii) Znajdz warto$¢ sin({;). Wskazowka: {5 = & —

ZADANIA DODATKOWE

(A) Podaj scisle geometryczny dowodd wzor6w na cosinus i sinus sumy.

(B) Wiedzac, ze liczba 7 jest niewymierna, udowodnij, ze zbior punktow o wspotrzed-
nych (cos(n),sin(n)) (gdzie n € N, ) jest gesty na okregu jednostkowym (tj. kazdy
tuk okregu jednostkowego zawiera pewien taki punkt). Wywnioskuj, ze z ciggu o
wyrazach sin(n) mozna wybraé podciag zbiezny do dowolnej liczby w przedziale
[—1,1].

(C) Znajdz warto$c¢ sin(%).

(D) Niech a,, = cos(g;;). Zauwaz, ze a1 = 0 0raz G, = ,/% + %an i w takim razie

1 1 1 1 1 1 1.
n = §+5\/5+5\/5+---5\/;

W wyrazeniu po prawej stronie wystepuje n — 1 pierwiastkow. Wywnioskuj, ze

_ mal1 1 fr 11 1 /1
W_nlggo 2"\| 3 2\/2+2 2+"'2\/; :

(E) Formalna definicja funkeji trygonometrycznych to

= (—1)a P
cos(x) = Z Tl sin(x) = nz_o a1l
Wykaz, ze cos i sin sa poprawnie okreslonymi funkcjami na R. Udowodnij, ze
funkcje te sa ciagle i spelniaja warunek (sin(z))? + (cos(z))? = 1 dla wszystkich
r € R, a takze rownosci z zadania
W przysztosci wykazemy, Ze istnieje taka liczba p > 0, Ze sin(z) > 0 oraz cos(z) > 0 dla
x € (0,p), lecz cos(p) = 0. Liczbe m formalnie definuje sie wtedy wzorem m = 2p.

n=0

UWAGT:
e Miara kata potpelnego to m = 180°;
e (cos(t),sin(t)) to wspolrzedne punktu (1,0) obroconego wokol punktu (0,0) o kat
t w lewo (lub o kat —t w prawo — gdy t < 0);
o tg(t) = Z5@:
g jest funkcja odwrotna do f na przedziale I jesli zachodzi:

g(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy = € I oraz f(z) = y;

arcsin jest funkcja odwrotng do sin na przedziale [, 71;
3

arccos jest funkcja odwrotna do cos na przedziale [0, 7];
arctg jest funkcja odwrotng do tg na przedziale (-7, 7);

sin(t) <t < tg(t) dlat e (0,5).
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