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1 Elementy logiki, zbiory, funkcje

1. Okredl jako zdanie, funkcje (inaczej: forme, formule) zdaniowa na podanym zbiorze X lub jako zadne z
powyzszych dwoch wyrazenie:

) tydzien ma siedem dni,
) tydzien ma osiem dni,
(c) 3% < 10,
1
) = >1,X =(0,00),
x

1
() =>1,X=R.
x

Zdania okresl jako prawdziwe lub falszywe oraz podaj ich wartosci logiczne.

2. Zbadaj, czy jest prawem rachunku zdan (tautologia) wyrazenie


http://prac.im.pwr.wroc.pl/~mburn/index.html

(a) (pVva)= (p=q),
(b) [p=(gvr)]elp=q9V=r),
() [(p=gAn-r]=I[pVr)=ql
Zadanie rozwiaz najpierw analizujac wyrazenie, a dopiero pézniej przez wypelnianie tabelki.
Niech L oznacza spdjnik Pierce’a, tzn. pLg = (—pA—q). Za pomoca sp6jnika Pierce’a (jedyny, obok kreski

Shefera, spdjnik dwuargumentowy o tej wlasnosci) wyraz pozostale dwuargumentowe spdjniki logiczne
oraz negacje.

. Zbadaj prawdziwos¢ zdania:

@ \/ A [@y#0)= (2" <0)],

z€ER yeR
(b) \/ /\ [(y>=1)= (2> <0)].
zeR yeR
Sprawdz, czy nastepujace dwa zbiory sa réwne, roztaczne lub jeden zawiera si¢ w drugim:
(a) (ANB)\CJU[(ANC)\ B] oraz AN (BUCQC),
(b) (A\B) A (A\C)oraz Ar BnAC.

Odpowiedz uzasadnij za pomoca diagraméw Venna.

Odpowiedzi, wskazowksi

1.

3.
4.

(a) Zdanie prawdziwe o wartosci logicznej 1,
zdanie falszywe o wartosci logicznej 0,
zdanie prawdziwe o wartoéci logicznej 1,

funkcja zdaniowa,

nie,
tak,
tak,

)
)
)
e) ani zdanie, ani funkcja zdaniowa.
)
)
)
) tak.

Np. =p =plp,pAq= (pLp)L(¢Llq),pV q= (pLqg)L(pLg).

(a) zdanie prawdziwe,

(b) zdanie falszywe.

. L —lewa strona, P — prawa strona,

(a) LC P,
(b) LNP =40.



2 Funkcje trygonometryczne

1. Niech x oznacza miare lukowa kata. Naszkicuj na plaszczyZnie okrag o $rodku w (0,0) i promieniu 1, a
nastepnie kat x.

(a) Wyjasnij znaczenie liczby .
(b) Zaznacz na osiach wspélrzednych sinx, cos z, tg x, ctgx (o ile dwie ostatnie wartosci istnieja).

(¢) Zalézmy, ze x € (07 g) Udowodnij, ze sinz < z < tgx.
2. Wyznacz dziedzine naturalng D C R, upro$¢ wzoér, podaj zbiér wartosci i naszkicuj wykres funkcji

(a) f(x) =ctga-|sinx|,
(b) f(z) = getgz+ g [tg (v~ 5)].

(c) f(z) =cos (ZT{' + arcsinx) ,

(d) f(x)=tgarccosz.

Odpownedzi, wskazowks
1. (a) Jest to dlugosé tuku okregu, odpowiadajacego katowi.

(b) Dla zaznaczenia sin x, cos  wykorzystaj tréjkat prostokatny o jednostkowej (dlugosci 1) przeciwpro-
stokatnej. Dla zaznaczenia tg x, ctg x wykorzystaj trojkaty prostokatne o jednostkowych przyprosto-
katnych.

(¢) Poréwnaj pola wycinka kola i odpowiednich tréjkatow.
2. (a) Dziedzina Dy =R\ {kn : k € Z},
cos x dla =z € (2km, (2k + 1)),

F@) =9 Z cosz dlax € ((2k + 1), (2k + 2)m),
zbiér wartoéci Wy = (—1,1),

- . _ [ ctgx dlaxe (kr, 5+ kn),
(b) Df_R\{k’]T.kGZ}af(x)_{ 0 dla x € [ + km, k),

Wf = [070()),
(C) Df = [713 1],f(il') = 7$7Wf = [71,1]a

L-1 dlaze(0,1],

x

Wi =R.

3 Ciagi

1. Wykaz zbieznos¢ ciagu o wyrazach

1 1 1
7+ arctg0 * 72 +arctgl et 7" + arctgn’

0) fo=3 1
k=0 "

gdzie n € N.

(a) an =

2. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—0oo

(a) ap, = V37 =57 +7n,



n++V1 n+ﬂ+ +n+\/ﬁ

b = .
(b) an n? 41 n2 4+ 2 n?2 +n

3. Rozwazmy niektére symbole nieoznaczone dla granic ciagéw:

e Dla dowolnego A\ € [—o0, 0] podaj przyktady ciagéw, by dany symbol nieoznaczony odpowiadal
ciagowi zbieznemu lub rozbieznemu (w przypadku granic niewtasciwych) do A.

e Podaj przyktady ciagéw, aby powyzsze symbole nieoznaczone odpowiadaly ciagom, ktére nie sa ani
zbiezne, ani rozbiezne do granicy niewtasciwe;.

4. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n+3
n—1
@ o= (225)

2 2 -3
(b) a, = (L En+= .
n2+n+5

S

Odpowiedzi, wskazowksi
1. Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
2. (a) 7,
(b) 1.
3. Np. nlgréo (n+A)—n)=Xr¢e R,nlirrgo (n? —n) = oo,

lim (n—n?) = —o0, lim ((n+ (—1)") — n) nie istnieje.
n—oo

4. (a) e,
(b) e.

4 Granice funkcji, cigglosé

1. Wyznacz granice funkcji lim f(x), jesli
T—To

(8) f(@) = 22 po=m,

)
2 — 72

2) = tg(Tx) o
T /16t 14z —4""

Uwaga: nie mozna wykorzystywac reguly de 1’'Hospitala.

0.

2. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkcji



10.

() fla) = 22

22 + 6z + 8’
(b) f(x) = 4z + arcsin %
2
-1
(©) fla) =30+l 5,
2 _
(d) f(z) =2+ T arctgw,
T
Ccos T
e T)=—F—"7%-
© 0= 20T
+ s
Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f(z) = wcoTxQ'

Naszkicuj wykres funkcji f : R — R, spelniajacej warunki:
lim f(z)= lim f(z) =2, im f(z) = oo, lim+ flx) = —o0,
T — —00 T—00 r—1— r—1

f(=1) = f(1). Czy moze by¢ ona ciagla w calej swojej dziedzinie?

. Wyznacz zbiér punktéw cigglosci funkeji f(z) = |z] sin ™ , gdzie symbol |-| oznacza cze$é catkowita, a
m

m jest liczba calkowita, rézna od O.

Dla jakich wartosci parametru a € R w podpunkcie (a) i parametréw a,b € R w pozostalych podpunktach,
funkcja f(z) jest ciagla w punkcie 2o = 0, jesli

@ f@={ §5 7Y qeiro
n(1=42) qia 2 < 0,
(b) f(z)=1< a r2dlaz= 0,
&802) gla z € 51(0),
gdzie Sy (0) oznacza pewne sasiedztwo prawostronne punktu zo = 0,

sinbe) qla 2 < 0,
(¢) flx)=4 1dlaz=0,
(a+1)In(z +e) dla z > 0.

Dla jakich wartosci parametréw a,b € R funkcja
o) dla z < 0,

fx) =19 az+0b dla 0 < z <5, Jest ciagla na R?
cos (%) dlab<uz

Wyznacz granice ciagu lim n (In(n+2) —Ilnn).

Udowodnij, ze réwnanie arctgz + 2> = 1 ma jednoznaczne rozwiazanie w przedziale (0,1).

7 dokladnoécia do 0,25 wyznacz wszystkie rozwiazania rownania
P43+ —1=0.

Odpowiedzi, wskazowksi

1.

2.

(a) —5m
(b) €%,
(c) Ve,
(d) 1,
(e) 4.
)

(a) z = —4 — asymptota pionowa obustronna, y = x — asymptota uko$na w co i w —oo,



. Jedno rozwiazanie, g ~

(b) y = 4x — asymptota ukoéna w co i w —o0,

(¢) © = —1 — asymptota pionowa lewostronna, z = 1 — asymptota pionowa prawostronna, y = 3z —
asymptota ukosna w co i w —o0,

T _

(d) y=o+ 5 — asymptota ukosna w oo, y =z — 3

asymptota ukosna w —oo,

(e) x =0 — asymptota pionowa obustronna, y = 0 — asymptota uko$na (pozioma) w oo i w —oo.

. x=—5+kmkeZ\{0}.
. Nie moze by¢ ciagta w punkcje x¢ = 1.

. Funkcja f(z) jest ciagla na zbiorze (R\ Z) U {km : k € Z}.

(a) a=1,
(b) a=-2,b=0,
(¢c) a=0,b=1
az—%,bz?

2.

. Wykorzystaj wlasnosé Darboux na przedziale [0, 1]. Dla uzasadnienia jednoznaczno$ci zauwaz monoto-

niczno$¢ wystepujacej funkcji.

w

1

Rachunek rézniczkowy

. Oblicz pochodna f'(zq), jesli

(a) f(z) = xsm(g‘”),xg =1,

(b) f() = “Ffa+ Za0 = 3.

. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) w punkcie o odcietej xg, jesli

(a) f(z) =5+ (22 +0,5)In(2z + 0,5), 20 = 0, 25,
(b) f(z) = (z+e)FD 5y = 0.

)*™* w punkcie 27 = 0,1.

Za pomoca rézniczki zupelnej wyznacz przyblizong wartosé funkeji f(z) = (e + z
2 1
Napisz réwnanie takiej stycznej do wykresu funkcji f(z) = gx?’ — 2% + 3 ktéra jest prostopadla do

1
prostej y = 595 + 1.

. Wyznacz kat, pod ktérym przecinaja si¢ w pierwszej ¢wiartce uktadu wspolrzednych wykresy funkcji

fl@)=~ig(z) =2+

Wykaz, ze funkcja f(z) ma dokladnie jedno mejsce zerowe w przedziale I, jesli
(a) f(2) = tgz—30+1,1 = (0.7),
(b) f(z) =z —arctgz, I =(—1,1).

Udowodnij, ze dla 2 > 1 zachodzi nieréwnoéé Inx < 2/z — 2.

Wyznacz ekstrema lokalne i przedzialy monotonicznosci funkeji



(a) f(z)= (:c2 +a+1)e ",
(b) flx) = e
9. Wyznacz przedzialy wypuklosci, wklestosci oraz punkty przegiecia wykresu funkcji

(0) flz) =27~ 2,
(b) f(z) = —xsinz — 2cosx.

10. Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$é funkeji f(x) na przedziale I, jesli
3
(a) f(x)=22% 922 + 120 — 4,1 = [4,3} .

) f(z)=2® -3z —-1,1= {g’ﬂ

11. Za pomoca wzoru Taylora oblicz sin 0, 1 z dokladnoscig do 1071°.
12. Wyznacz wzdr wielomianu, wedlug ktérego mozna wypelniaé¢ tablice matematyczne dla funkcji cosx w
przedziale [72, 2] z dokladnoscia do 107°.

13. Wyznacz granice lim f(x), jesli
T—xg

(a) f(z) =In(22)tgx, 20 =07,
In(l1+2z)—=z

(b) f(z) = — %= 0.

Odpowiedzi, wskazowksi

1. (a) 1,
(b) 1.

2. (a) y=2z+ %,
(b) y=a+1.

3. f(0,1)~ 1,1.
4. y=—-2x+1.

us
- q-

6. Do uzasadnienia istnienia miejsca zerowego mozna wykorzystaé¢ wtasnosé Darboux na przedziale I (do-
mkniecie przedziatu I, czyli w tym przypadku przedzial wraz z koncami) w podpunktach (a) i (b), a w
podpunkcie (¢) na przedziale [, 1], gdzie liczba dodatnia § jest wystarczajaco mala.

Jedynosé miejsca zerowego mozna uzasadnié¢ za pomocag Scistej monotonicznoéci kazdej z funkcji, wykazanej
za pomoca pochodne;j.

7. Obie strony nieréwnosci sa funkcjami sa ciaglymi na [1, 00). Poréwnaj pochodne tych funkeji na przedziale
(1,00) 1 warto$ci w punkcie 1 lub réwnowaznie, rozwaz réznice tych funkcji, jej pochodna na (1,00) i
warto$¢ w 1.

*

(a) Funkcja f(x) maleje na przedzialach (—oo,0],[1,00), roé$nie na przedziale [0,1] i przyjmuje dwa
ekstrema lokalne: 1 — minimum lokalne wlasciwe (w punkcie 29 = 0), % — maksimum lokalne wlasciwe
(w punkcie zg = 1),

(b) f(z) maleje na przedzialach [—2,0), (0, 2], ros$nie na przedzialach (—oo,—2],[2,00) i przyjmuje dwa
ekstrema lokalne: 2/e — minimum lokalne wlasciwe (w punkcie xg = —2), —2+/e — maksimum lokalne
wlasciwe (w punkcie zg = 2).



9. (a) Funkcja f(x) jest $cisle wypukla na przedzialach (—oo,0), [4, 00), $cisle wklesta na przedziale (0, 4],
a punktem przegiecia wykresu funkcji jest (4,0),

(b) f(z) jest $ciSle wypukla na przedziale [—m, 7], przedzialach postaci [2km, (2k + 1)7] i przedzialach
postaci [—(2k + 1)m, —2kn], gdzie k € Ny = {1,2,3,...}, f(z) jest Scisle wklesta na przedzialach
postaci [(2k — 1), 2kn] i przedziatach postaci [-2km, —(2k — 1), ], gdzie k € N, punkty przegiecia
wykresu funkcji sa postaci (2kmw, —2) dla k € Z \ {0} oraz ((2k + 1)7,2) dla k € Z.

10. (a) Najwieksza wartoscia jest 5, a najmniejsza 0,

(b) najwigksza wartoscia jest 1, a najmniejsza —3.

11. sin0,1~ 0,1 — %% 4 91°

3
2 4 6 8 10
12. cosz =1 -G+ 4 — & +% — Tor
13. (a) 0,
() -1,

6 Calki nieoznaczone

1. Oblicz /f(:l:) dz, jesli

() f(2) = —5—.
0) fla) =22

(¢) f(z) = xcos(4x).

2. Oblicz catke /f(a:) dz 7z funkcji wymiernej

2

(a‘) f(iC)— 4932—}—83:—!—5’
22 + 3z 42

b @)= v

3. Oblicz catke / f(z) dz z funkcji trygonometrycznej

(a) f(x) = 3500° @ gipy (22),

7tg:}c
(b) f(z) = 1 sl
2ctgac
(c) f(z)= T o2z’

Odpowiedzi, wskazowksi

1. (a) ztgx +In|cosz|+ C,

(b) L In (2% +27%) + C.
2. (a) arctg(2z +2) + C,

(b) In|z|+ arctg(z + 1) + C,

(c) Infz| — 14+ $In (22 4+ 22+ 2) —arctg(z + 1) + C.
3. (a) 53977 4 0,

(b) w77 +C,

(c) —252¢t8® + C.



Calki oznaczone

1. Niech symbol |-| oznacza czes¢ calkowita. Naszkicuj wykres funkcji f i z jego pomoca oblicz catke

/f(x) dx, jesli:

1 3m
2. Za pomocy catki oznaczonej oblicz lim — <tg n +tg — in + tg n + ...+ tg
n—oo N

Uwaga: nie ma pomytki w zapisie ostatniego sktadnika.

2z —1 dlaz <0,

3. Wyznacz funkcje H pierwotne na R do funkcji h(z) = { Ccosz dla < x

1
4. Udowodnij, ze me < /e”” (27r cos (gx) + 4arctg x) dx < 3me.
0

1
4r — 1

. li — dx.
5 Oblcz/2x272w+3da:
0

6. Oblicz pole obszaru na plaszczyznie, ograniczonego nastepujacymi krzywymi:

2
z—1
a) y < 1> oraz y = Inz,

e —

(
(b) 6§ OX, y=xlnz,x =e,
(c) y—ln(?x)y—O r=1,

(d) y=2%y=1—-Inz,y =0,

2
2 s

(e) y=cosx,y =" — T
(f) y=xsin®z dlaz € [O, %L 0 OX, z=%.
7. Oblicz objetos$¢ bryly powstalej przez obrot dookota osi OX pola pod wykresem funkcji

(a) f(z)=tgzdlaxe [473}
(b) f(z)=ctg(3z) dlaxe B,l} ,
() f(x) =3 Veos(22) dla z € o, ﬂ

8. Wyznacz dtugosé wykresu funkeji:

(a) f(z)=(x— 1)%, ograniczonej do przedzialu {1,;} ,

2 5
b) f(x) =(z-x—1) , ograniczonej do przedziatu [2,3].
3



Odpownedzi, wskazowks

1.

T.2.
T.3.

T.4.
T.5.

(a) 13,
(b) 5—1In2 —1n3,
(©) 5— V2 V3.

. %1n2.

H(z) = 2 —2+C dlaz<O0,
| —sinz+C dla0<z.

Wskazowka: oszacuj najwiekszg i najmniejsza warto$¢ funkeji na przedziale.

%arctgg.
4—e
(a) 3%,
82
(b) <,
(¢) In2— 3,
5
(d) efga
(e) 2+ 7%,
71'2 s
() 5 — % + 16

) (VB-1-F)m

b) 2— ga
71'(30’5"—1113)

) 2(1+1In? 3)

(a) 32,

(b) 2v2— &v/3.

Zadania trudniejsze

. Przyjmuje sie, ze

(a) dla dowolnego zbioru X i obiektu a: a € X lub a ¢ X oraz
(b) jesli ¢(-) jest dowolna formula zdaniowa na zbiorze X (tzn. po podstawieniu elementu a € X,

wyrazenie ¢(a) jest zdaniem), to elementy ze zbioru X, spelniajace formule ¢, tworza zbiér.

Z powyzszych dwéch przestanek wywnioskuj, ze nie istnieje twér bedacy zbiorem zlozonym ze wszystkich
zbioréw (tzw. paradoks Russela).

Udowodnij, ze réznica symetryczna zbioréw jest dziataniem lacznym i przemiennym.

Udowodnij, ze réznica symetryczna skonczonej iloéci zbioréow sklada sie z elementéw nalezacych do niepa-
rzystej liczby zbiorow.
Wyprowadz wzory na sinus i kosinus sumy katéw.
Udowodnij nastepujace twierdzenia o granicach ciagow:

(a) lim nw =1,

n—oo
(b) dla 0 < a < oo zachodzi lim aw =1,
n—oo

T

(c) dlal <a<ooireR zachodzi lim ”—nzo.

n—oo @

10



T.6.

T.7.

T.8.

T.9.

T.10.

T.11.

T.12.

T.13.

T.14.

T.15.

T.16.

1 n
Wykaz zbieznoéé ciagu o wyrazach e, = (1 + > ,neNy ={1,2,3,...}.
n

Oznaczmy lim e, = e, lim f, = f, gdzie ciagi (e,), (fn) zostaly okreslone w poprzednich dwéch zada-
n—oo n—oo

niach. Udowodnij, ze e = f.
an
Udowodnij, ze jedli lim |a,| = oo, to lim (1 n (%) —e.
n—oo n—o00 n

sinx
Niech = oznacza miare lukowsa kata. Wykaz, ze lir% — =1
€r— x

Zalézmy, ze funkcja f : O(zp) — R jest okreslona w pewnym otoczeniu O(xg) punktu z¢o € R oraz ze
przyjmuje w xo ekstremum lokalne (wlasciwe lub nie). Udowodnij, ze jesli istnieje pochodna f’ (), to
1 (x0) = 0 (twierdzenie Fermata).

Zal6zmy, ze funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b], rézniczkowalna na (a,b) oraz ze f(a) = f(b), gdzie
a < b € R. Udowodnij istnienie takiego ¢ € (a,b), dla ktérego f'(c) = 0 (twierdzenie Rolle’a).

Zalézmy, ze funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] i rézniczkowalna na (a,b), gdzie a < b € R.
f(b) — f(a)
a

Udowodnij istnienie takiego ¢ € (a,b), dla ktérego f'(c) = b

(twierdzenie Lagrange’a).
Zalézmy, ze funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle na [a,b] i rézniczkowalne na (a,b), gdzie a < b € R.
Udowodnij istnienie takiego ¢ € (a,b), dla ktérego [g(b) — g(a)]f'(c) = [f(b) — f(a)]g'(c) (twierdzenie
Cauchy’ego).

5
Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$é funkeji f(z) = sinha — J% na przedziale I = [0,1], gdzie

funkcja sinh x = — oznacza sinus hiperboliczny.

2
Oblicz: / Va2 — 1 arcch x dz, gdzie symbol arcch oznacza funkcje odwrotng do ograniczonej do prze-
1

dziatu [0, 00) funkeji kosinus hiperboliczny.

Wyznacz dtugo$é¢ wykresu funkcji:
1
(a) f(x) =1n(2x + 1), ograniczonej do przedzialu [O, 2} ,

(b) f(z) = e ', ograniczonej do przedziatu [1,In(2e)].

Odpowiedzi, wskazowksi

T.1.

T.2.
T.3.

T.4.

Gdyby taki zbiér X istnial, to zbiorem bylby rowniez Y = {A € X : A ¢ A}, a wtedy jednoczesnie Y € Y
oraz Y ¢ Y.

Wynika to z lacznosci i przemiennoéci spéjnika logicznego albo”.

Réznica symetryczna n zbiorow powstaje w wyniku obliczenia n— 1 razy réznicy symetrycznej. Zauwaz, ze
jesli element nalezy do parzystej ilosci zbioréw, to przy kolejnym obliczeniu pojawia sig, znika lub pozostaje
bez miany, a po ostatniej zmianie znika. Podobnie dla przynaleznosci do nieparzystej ilosci zbiorow.

Niech z,y € (0, g) — dla innych z,y mozna wykorzysta¢ wzory redukcyjne.

(a) Naszkicuj trojkat, aby kat a przy jednym z jego wierzchotkéw wymnosit a = = + y, a wysokosé
opuszczona z tego wierzchotka dzielita a na katy x i y.

(b) Oblicz pole duzego tréjkata na dwa sposoby: bezposrednio i jako sume p6l dwdch mniejszych tréj-
katéw. Z réwnoscei pol wyprowadz wzor na sinus sumy katow.
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T.5.

T.6.

T.7.

T.8.

T.9.

T.10.

T.13.

T.14.

T.15.

T.16.

(¢) Zastosuj otrzymany wzor na sinus sumy katéw i wzory redukcyjne sin (go + g) = Cos , COs (gp + g) =
—sin ¢ do przeksztalcania cos(z + y) = sin (:v + (y + g))

(a) Z jednej strony, nw > 1 dla dowolnego n € N,. Z drugiej strony, niech 0 > 0 bedzie dowolng liczba.
Dla dostatecznie duzych n, nw < 1+6, gdyz (14 6)" = 1+nd+ n(n— 1)52 +... 40" > ”(”271)52 > n.

(b) Dlaa>1,1< <aw <nw od pewnego miejsca.

(¢) Oznaczmy a = 1+ 4, gdzie 0 > 0. Ustalmy liczbe k,r < k € N,. Dla dostatecznie duzych n,
n _ (1 + 5) _ 1+n5+n n— 1)62+ +n(n—1)((z;%§’(n—k) 5k+1+. 4> n(n—l)((z;2)...(n—k) Sh+1 >

!
5k+1 nk+1
(k+1)! " 2

(a) Wykorzystujac wzér Newtona na potege dwumianu zauwaz, ze

1 0=8)  10=8)(0=F) 1(1-%)(=2) (=)
€n = 1 + 1 + 1-2 + 1.2.3 + e + 1.23...n .

(b) Wywnioskuj, ze ciag (e,) jest rosnacy.

n—1
(¢) Udowodnij, ze e, < 1+ Y. 55 oraz ze ciag (ey) jest ograniczony.
k=0

(a) Zauwaz, ze e, < f, dla n € N;. Wywnioskuj, ze e < f.

_1 _1y(1_2
(b) Ustalmy dowolne ng € N,. Rozwaz ciag (g,) o wyrazach g, = 1+ l + 1(11,2”) + 10 {‘%(31 ) +...+

1(1-1)(1-2)..(1-1e=1)
1-23-....no
dalej, ze fn, < e. Wywnioskuj, ze f <e

, okreslonych dla n > ng. Zauwaz, ze g, < e,. Udowodnij, ze hm In = fno 1

Niech |z] oznacza czesé catkowita liczby = € R. Dla wystarczajaco duzych n zachodzi |a,| > 1.

lan]+1 -1 an
oJeélian>1,to(1+ﬁ) (1+ﬁ> <(1+i)

< (1+ ﬁ)w” (1+ ﬁ)

e Dla a,, < —1 wykorzystaj rownosé

1 An —a,—1
(1+2)" =(1+=) (1+ =)

Zauwaz, ze lim cosxz = 1. Za pomoca twierdzenia o trzech funkcjach i nieréwnosci z zadania 1.1 wywnio-

z—0

skuj, ze lim % = 1. Dla = < 0 skorzystaj z nieparzystosci funkcji sinz i x.
z—0t
Oznaczmy I(x) = W (iloraz réznicowy) dla x € S(z¢) = O(zo)\{zo} (sasiedztwo punktu). Zauwaz,

ze ilorazy réznicowe I(x ) z jednej strony punktu x sa niedodatnie, a z drugiej nieujemne.

. W pewnym punkcie ¢ € (a,b) funkcja f przyjmuje najmniejsza lub najwigksza warto$é na catym przedziale

[a, b]; warto$¢ ta jest réwnoczesnie ekstremum lokalnym, zatem f/(c) = 0.

. Wystarczy zastosowaé twierdzenie Rolle’a do funkcji

h(z) = f(2) — TGO (@~ a).
Wystarczy zastosowaé twierdzenie Rolle’a do funkcji
h(z) = [f(b) = f(a)lg(x) = [9(b) — g(a)]f ().

Najwieksza wartoécia jest 0, a najmniejszg 3=2102 51n2

—1l*(24+v3) +V3In(2+v3) - £.

2v2-v5 246
(a) >~ +In oL

14+v5

12



Powtérzenie
1. Zbadaj, czy jest prawem rachunku zdan (tautologia) wyrazenie

[p=(q¥Yr)]=[=¢V=r)],

gdzie symbol ¥ oznacza ,albo” (alternatywe wykluczajaca koniunkcje). Zadanie rozwiaz najpierw anali-
zujac wyrazenie, a dopiero pdzniej przez wypelnianie tabelki.

2. Niech | oznacza kreske Shefera, tzn. pl¢ = (-p V —q). Za pomoca kreski Shefera wyraz pozostale dwuar-
gumentowe spojniki logiczne oraz negacje.

3. Zbadaj prawdziwos¢ zdania:

@ AV @+y>0=(z+y<0),

zeR yeR

b)) AV l@y=0)= (zy=1)].

z€R yeR
4. Sprawdz, czy nastepujace dwa zbiory sa réwne, roztaczne lub jeden zawiera si¢ w drugim:

(a) (AaB)N(AAC)oraz (ANB) A (ANC),
gdzie réznica symetryczna A jest okreslona wzorem X AY = (X \Y)U (Y \ X),
(b) [A\ (B A& C)]oraz [(A\(BUC)|U(ANBNC).

Odpowiedz uzasadnij za pomocg diagraméw Venna.

5. Wyznacz dziedzine naturalng D C R, upro$¢ wzoér, podaj zbiér wartosci i naszkicuj wykres funkcji

() F(@) = 5taa+ 5l tgal,
(b) f(x) = |tg (v+ )
(¢) f(x) =ctg (g + arctg a:) ,

(d) f(z) = ctgarcsina.

sin x,

6. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

/100" +sinn
(a) an = 9
37 4+ 10"

() 2n2—1+2n2—2+ +2n2—n
Ay = - R
nd 4 2 n3 4+ 4 n3 + 2n

7. Rozwazmy symbole nieoznaczone dla granic ciagdw:
(a) 1%,
(b) 0%

(c) 0.

e Dla dowolnego A € [0,00] w (a), A € [0,1] w (b) oraz A € [1,00] w (c), podaj przyklady ciagdéw, by
dany symbol nieoznaczony odpowiadal ciagowi zbieznemu lub rozbieznemu (w przypadku granicy
niewlasciwej) do A.

e Podaj przyktady ciagéw, aby powyzsze symbole nieoznaczone odpowiadaly ciagom, ktore nie sa ani
zbiezne, ani rozbiezne do granicy niewtasciwe;.

8. Wyznacz granice funkcji lim f(z), jesli

T—To

13



(o) (o) = 27—

(b) f(m)z(l—&-?sinx)i,xO:O,

(c) f(x):x2<€/x3+1—{’/x?’—l),xozoo,
cosz — 1

(d) f(x):m

0 160 =B -

» L0 :27

axOZOa

\
e

Uwaga: nie mozna wykorzystywaé reguly de I’'Hospitala.

9. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkcji f : D — R, rozpatrywanej z dziedzing naturalng D C R,
jesli

(a) f(x) =2z + arctg(3z),
(b) f(zx) =5z + arctg %,

1 2
(c) f(z) =cosz +In 1—}—9527

23 +sinx

(d) f(z)= ICET iR

10. Dla jakich wartosci parametréw a,b € R funkcja f(z) jest ciagta w punkcie zg = 0, jesli

e’ —1

— dla x <0,
(a) f(z)=q bdlaz=0,
) gl g > 0,

—2_(2*—-1) dlaz <0,

xIn2

(b) flz)=19 2 dla z =0,
sin(bz) dla z > 0,
ﬁ dla x <0,

(c) f(z)=4¢ bdlaz =0,

sin(2z)
m dla z > O?

11. Udowodnij, ze réwnanie
(a) Inx = —sin (%m) ,

(b) N sin (gx) ,

ma jednoznaczne rozwiazanie w przedziale (0, 1).
12. Z doktadnoscig do 0,25 wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania x> — 27 = 4.

13. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji y = f(x) w punkcie o odcietej xg, jesli

(a) f(x) = (z+1)Ve” +x,20 =0,
ln%
(b) f(z) = (1 + i) 20 =1.

14. Wyznacz ekstrema lokalne i przedziaty monotonicznoéci funkeji f(x) = (z + 3)*(x — 1)%.

15. Wyznacz przedzialy wypuktosci, wklestoéci oraz punkty przegiecia wykresu funkcji

14



16.
17.

18.

19.

20.

21.

22

(a) fla)=e¥? e,
(b) f(SC) — 62arctgz.

Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$é funkeji f(z) = 8lnz — 22 na przedziale I = [1, 3].

Wyznacz granice lim f(z), jesli
T—x
Insinx T
(a) f(z)= m,xo =5
tgx —x
) )= BT =0,

Oblicz /f(x) dzx, jesli
(a) flz) =a?e",
(b) f(z) = 3" cos? z.

223 + 322 + 4 2
Oblicz caltke / f(z) dz z funkcji wymiernej f(x) = ma: 4++ ;x3++ ;x_;

Oblicz catke / f(z) dz z funkcji trygonometrycznej
cos T
@10 = Sty
sin x
(b) f(z) =

cosz(cos?x + 1)

Niech symbol || oznacza cze$¢ calkowita. Naszkicuj wykres funkcji f i z jego pomoca oblicz calke

b
/f(x) dx, jesli:

(a) f(’I'):.TL\/EJ7CL:0,b:4,
(b) f(z) = [e*],a=0,b=1In2.

. Oblicz pole obszaru na ptaszczyznie, ograniczonego nastepujacymi krzywymi:

(a) y¥* —2=0, 3y —x—2=0,
(b) 5z +4y* = 0,2+ 2y = 0,
1

ay:77x:2a
X

(L‘Q
(d) r=2y= §79€y=8,

(e) y=2*In2,y =In(1 +2).

23. Oblicz objetosé bryly powstalej przez obrot dookota osi OX pola pod wykresem funkcji

(a) f(x) =z cosz dlax e [O, g] ,
(b) f(z)=e** dlaz € [0,1],

(c) y=+/In(e+z) dla x € [0,¢].

15



Odpownedzi, wskazowks

1.
2.
3.

10.

11.

12.

Tautologia.

Np. =p =plp,pV ¢ = (plp)|(ql9)-
(a) Zdanie prawdziwe,

(b) zdanie falszywe.

L — lewa strona, P — prawa strona,
(a) LNP =1,
(b) L=P.

(a) Dziedzina Dy = R\ {5 + kn : k € Z},
, _Jo dla x € (=5 + km, km),
wadr f(z) = { tgx dlaz e [kr, 5 +kn),
zbiér wartosci Wy = [0, 00),

(b) Df—R\{kw:keZ},f(m)_{
Wy = (-1,1),
(C) Dy = [_17 1],f($) =—x, Wy = [—171],

(d) Df = [71’0) U (0’ 1],f($) o _\/; dla x € [—1,0)’

; L1 daze(01],

x2

cos T dla z € (km, 5 + k),
—cosx dlax € [§ +km, kn),

(b
(c
(d
(e

= 2x + § — asymptota uko$na w oo, y = 2x — 5 — asymptota ukosna w —oo,

)
)
) -
)
(a) y =
(b) y=5x - asymptota uko$na w o0 1 w —o0,
) x =
) T =
)
)
)

¢ = —1 — asymptota pionowa prawostronna, r = 1 — asymptota pionowa lewostronna,

(
d

7 — asymptota pionowa, y = x 4+ 27 — asymptota ukosna w co i w —o0.

(a
(b
(c

Dla réznicy funkeji wykorzystaj wlasno$é Darboux na przedziale [4, 1], gdzie liczba dodatnia 0 jest wystar-
czajaco mala. Dla uzasadnienia jednoznacznosci wykaz $cista monotonicznoéé réznicy funkcji na przedziale

0,1)..

Q@ 2

8,
b=

,L
n2’

S
I

Jedno rozwiazanie, xy ~ %.
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13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

10

(a) y=22+1,
(b) y=—2xIn3+1+1n3.
f(z) maleje na przedzialach (—oo, —3],[—1, 1], roénie na przedzialach

[-3,—1],[1, 00), przyjmuje ekstrema lokalne: 0 — dwukrotnie jako minimum lokalne wtasciwe (w punktach
xo = —31x9=1), 16 — maksimum lokalne wlasciwe (w punkcie zy = —1).

(a) f(x) jest $cisle wypukla na przedzialach postaci
[37 + 2km, i7 + (2k + 1)7] dla k € Z, f(=) jest &cisle wklesta na przedziatach postaci [ + 2k, 37 + 2kr]
dla k € Z, punkty przegiecia wykresu funkcji sa postaci (%w + 2k, e) oraz (%ﬂ' + 2k, e) dla k € Z,

(b) f(z) jest $cisle wypukla na przedziale (—oo, 1], $cisle wklesla na przedziale [1, o), a wykres ma jeden
punkt przegiecia: (1, e%).

Najwieksza wartoscia jest 81n2 — 4, a najmniejsza —1.

= W=

2 4z 1 4x 1 4x
roe™ — gwe™ + et + O
2.3 1 In3 3
I4InZ3 [5 sin(2z) + 7 COS(%)} + 513 + C.

1w sin(4z) + £ cos(4x) + C.

(a) %arctg s 4 C,
(b) —In|cosz|+ +In(cos?z+1) +C
(a) %,
(b) 3In2 - 4In3.
(a) 5
(b) 13,
(c) e—1—-1n2,
7
(d) 81112 3
(e) 2In2-1

Pierwsze kolokwium

Uwaga: zadania na kolokwiach i egzaminach mogq dotyczyc innych czesci obowigzujgcego materiatu.

Zestaw A

1.

Zbadaj, czy jest prawem rachunku zdan (tautologia) wyrazenie
b= (gVr)]=(p=q.

2n —7n 4 9n
3n _9on '

n

Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach a,, =
n—oo

1

Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkcji f(z) = x — arcsin —, rozpatrywanej z dziedzina naturalna
x

D CR.

17



4. Dla jakich wartodci parametréw a,b € R, funkcja f(x) jest ciagla w punkcie g = 0, jesli f(z) =
731115’%) dla z < 0,
1dlaz =0,
(a+1)In(z +e) dlaz > 0.
Odpowiedzi, wskazowksi

1. Nie jest tautologia, jest falszywe przy prawdziwosci zdan p i r oraz falszywosci g.

2. 3. Po wylaczeniu przed pierwiastek 9/3 wystepuja tylko symbole oznaczone (nie potrzeba uzywaé twier-
dzenia o trzech ciggach).

3. Dziedzina naturalng jest zbiér (—oo, —1] U [1, 00). Nie ma asymptot pionowych. Prosta o réwnaniu y = x
jest asymptota uko$na w oo oraz w —oo.

4. b=1,a=0.

Zestaw B

1. Sprawdz, czy nastepujace dwa zbiory sa réwne, rozlaczne lub jeden zawiera sie w drugim:
[(ANB)\CJU(ANC) oraz AN (BUC).

Odpowiedz uzasadnij za pomoca diagraméw Venna.

2. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

n+arctgl n4arctg2 n+arctgn
an = + +oo .

2 2 3
1
3. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkcji f(xz) = —x + In —, rozpatrywanej z dziedzina naturalna
x
D CR.
) , , .. Inx
Uwaga: mozna wykorzysta¢ wzér lim — = 0.
r—oo I

4. Dla jakich wartosci parametréw a,b € R, funkcja f(z) jest ciagla w punkcie z¢ = 0, jesli

arc &) (la o < 0,
fl)y=4¢ 1dlaz=0,
(a+1)sin (z+22) dlaz > 0.

Odpowiedzi, wskazowksi

1. Zbiory sa réwne.
2. 1. Mozna wykorzystaé¢ twierdzenie trzech ciggach.

3. Dziedzina naturalna jest przedzial (0, 00). Prosta o réwnaniu z = 0 jest asymptota pionowa prawostronna.
Nie ma asymptot ukoénych.

4. b=1a=—2.

Zestaw C

1. Wyznacz dziedzing naturalna D C R, upro$é wzoér i naszkicuj wykres funkeji f(z) =

. 3 ;
sin - — .
S T 5 g

2. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach a, = {1/2” —arctg(n®) — sinn.
n—oo

18



COS™

3. Wyznacz granice funkcji lim f(x), jesli f(x) = ———
T—1o 2 — 31

U . . .
oraz To = - Uwaga: nie mozna wykorzystywaé
reguly de I’Hospitala.

4. 7 dokladnoscia do 0,25 wyznacz wszystkie rozwiazania roéwnania
27% —x =0.
Odpowiedzi, wskazowksi

1. DziedzinaD:R\{g+kw:kez},f(x) — f(z+kn) =sinz dlaz € (%g) ke

2. 2.
3. 1.
2
4. Jedno rozwiazanie, zy ~ Z

Zestaw D

1. Wyznacz dziedzing naturalng D C R, upro$é wzor i naszkicuj wykres funkeji f(x) = % ctg x—i—% ’tg (x + g) ’

2. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

n—sin1+n—sin2+ Jrn—sinn
an = e ——.
" n?+1 n2+2 nZ+n
. R . ctgx 5 . . ,
3. Wyznacz granice funkcji lim f(x), jesli f(x) = 9 _ 55 OraZ To =3 Uwaga: nie mozna wykorzystywac
T—x Xr — OT

reguly de I’Hospitala.
4. 7 dokladnoscia do 0,25 wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania

1—z—arctg(2e —1) =0.

Odpowiedzi, wskazowksi

1. Dziedzina D = R\ {knw : k € Z},

fz) = ctgx dlazx e (kw,lm—&—g),kez,
0 dlaze (kr+3,(k+1)m) k€L
2. 1.
1
3. —5

. . 3
4. Jedno rozwiazanie, zy ~ T

Zestaw E

1. Uzywajac symboli negacji i alternatywy oraz nawiaséw wyraz koniunkcje. OdpowiedZ uzasadnij przez
wypelnienie odpowiedniej tabelki.

2. Wyznacz dziedzine naturalna D C R, upro$é¢ wzoér i naszkicuj wykres funkcji f(z) = ‘tg (x — f) ‘ sinx.

1
3. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach a, = V/n" + 2 sin —
n— 00 n

2% +arctgx

4. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkcji f(x) = 1
x

D CR.

, rozpatrywane]j z dziedzina naturalng
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Odpownedzi, wskazowks
L pAg==[(-p) V(=)
2. Dziedzina D = R\ {kr : k € Z},

cos T dla z € kw,kﬂr—i—g),kEZ,
fle)=4 _ x
cosz dlaz € (kr+ Z,(k+1)7) k€ Z

3. 1.

4. Asymptota pionowa obustronna o réwnaniu x = —1, asymptoty uko$ne w co i w —o0, o réwnaniuy = z—1.
Zestaw F

1. Uzywajac symboli negacji i koniunkcji oraz nawiaséw wyraz réwnowaznos¢. Odpowiedz uzasadnij przez

wypelnienie odpowiedniej tabelki.

. Wyznacz dziedzine naturalna D C R, upro$é wzér i naszkicuj wykres funkeji f(x) = ctg (g — arctg m)

Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

771271+n272jL Jrnzfn

o341 342 T 34’

Qnp

2

4. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkeji f(z) = %—Hn yppol rozpatrywanej z dziedzina naturalng,
D CR.
Odpowiedzi, wskazowksi
L peqg={-pr (9] A=[(-p) A}
2. Dziedzina D =R, f(z) = «.
3. 1.
4. Asymptota pionowa obustronna o réwnaniu z = 0, asymptota pionowa prawostronna o rownaniu x = —2,

asymptota pionowa lewostronna o réwnaniu x = 2.
Wskazéwka: dziedzina naturalng jest D = (—2,0) U (0,2).

Zestaw G

1.

7
. Wyznacz dziedzine naturalng D C R, upro$¢ wzor i naszkicuj wykres funkeji f(z) = ‘tg (m + ;)

Uzywajac symbli negacji i alternatywy, liter na oznaczenia zdan oraz nawiaséw wyraz koniunkcje. Odpo-
wiedz uzasadnij przez wypelnienie odpowiedniej tabelki.

sinx.
N . Ly .
Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach a,, =In {1+ — n"+1
n—00 n
2
. .. xr° —arcctgx . s
. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkcji f(x) = ———————, rozpatrywanej z dziedzing naturalna

rz—1
D CR.
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Odpownedzi, wskazowks
L pAg==[(-p) V(=)
2. Dziedzina D = R\ {kr : k € Z},

cos T dla z € kw,kﬂr—i—g),kEZ,
fle)=4 _ x
cosz dlaz € (kr+ Z,(k+1)7) k€ Z

3. 1.

4. Asymptota pionowa obustronna o réwnaniu z = 1, asymptoty uko$ne w oo i w —o0, o rOwnaniu y = x+ 1.

Zestaw H

1.

Uzywajac symboli negacji i koniunkcji, liter na oznaczenia zdan oraz nawiaséw wyraz alternatywe. Odpo-
wiedz uzasadnij przez wypelnienie odpowiedniej tabelki.

3
. Wyznacz dziedzine naturalna D C R, upro$é wzér i naszkicuj wykres funkcji f(x) = tg <27T + arc ctg as)

Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

n2+vV1 n2++2 n?+./n
ns —1 ns —2 ns —n

Qn

2 2 4 22

. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkeji f(z) = + In rozpatrywanej z dziedzina

x+2 9 — 22’
naturalng D C R.

Odpowiedzi, wskazowksi

1.
2.

11

pVq=-[(=p) A (=g)].
Dziedzina D =R, f(x) = —=z.
1.

Asymptota pionowa obustronna o réwnaniu x = —2, asymptota pionowa prawostronna o rownaniu z = —3,
asymptota pionowa lewostronna o réwnaniu x = 3.

Wskazéwka: dziedzina naturalng jest D = (=3, —2) U (-2, 3).

Drugie kolokwium

Zestaw A

1.

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji y = f(x) w punkcie o odcietej zg, jeSli f(z) = In(z +
cosz),zo = 0.

. Wyznacz przedzialy $cistej monotonicznosci funkeji f(x) = (z + 1)%(z + 2)2.

Wyznacz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o réwnaniach 3> — z =

0,3y —z—-2=0.

Oblicz /e”” coszdzx.
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Odpownedzi, wskazowks

1. y==.
2. Funkcja f jest Scidle rosnaca na przedzialach |—2, —3 ,[—1,00), f jest $ciSle malejaca na przedziatach

3
(00, —2], 5 1] ; mozna poda¢ w odpowiedzi przedzialy otwarte, natomiast podanie sumy przedzialéw

jest bledem.

2

1
3. Punkty przecigcia wykreséw to (1,1), (4,2), pole to np. P = /(3y —2—9)dy = 3
1

sinx + cosx

4. Po dwukrotnym catkowaniu przez czesci i przeniesieniu szukanej calki na jeda strone, I = fez +
C.
Zestaw B
1. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji y = f(x) w punkcie o odcietej xg, jesli f(x) = sin (7 + lnz) ,x9 =
1.
. g - . 5 064
2. Wyznacz przedzialy scistej wypuklosci wykresu funkeji f(z) = 2 — —.
x

3. Wyznacz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o réwnaniach 5z+4y? =
0,z 4+ 2y =0,

4. Oblicz /.7326436 dx

Odpowiedzi, wskazowksi
l.y=—x+1.

2. (=00,0),[4,00); drugi przedzial mozna podaé¢ otwarty, suma przedzialéw to blad.

5
3. Punkty przecigcia wykreséw to (0, 0), (—5, 2) , pole to np.

5
2
4 25
P= ——? 4+ ) dy = =,
/( 5y+y>y D
0
24r_1

1 1
4. Po dwukrotnym calkowaniu przez czesci, I = 1%e 8x€4$ + 56473 +C.

Zestaw C

1. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(z) w punkcie o odcietej zg, jesli f(z) = In(x +

sinz), zo = —.

2
2. Wyznacz przedzialy $cistej monotonicznoéci funkeji f(z) = 2% (z + 2)2.

3. Wyznacz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o réwnaniach 22 —y =

0,3z —y—2=0.

4. Oblicz /em sin z dzx.
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Odpownedzi, wskazowks

|y 2 (x—z)+1n(z+1).

T+ 2 2 2

. Funkcja f jest $ciSle rosnaca na przedzialach [—2,—1],[0,00), f jest $ciSle malejaca na przedzialach

(00, —2],[—1,0]; mozna podaé w odpowiedzi przedzialy otwarte, natomiast podanie sumy przedzialéw
jest btedem.

. Punkty przeciecia wykreséw to (1,1),(2,4), pole to np.
2

P:/(3x—2—m2)dx:é.

1

sinxz — cosx

4. Po dwukrotnym catkowaniu przez czesci i przeniesieniu szukanej catki na jeda strone, I = 5 ”3

C.
Zestaw D

1. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji y = f(x) w punkcie o odcietej xg, jesli f(x) = cos (7 +Inz) , 29 =

1.
. e L. .. 5 64
2. Wyznacz przedzialy Scislej wypuklosci wykresu funkeji f(z) = 92° — 3
x

3. Wyznacz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o réwnaniach 5y—+4z? =
0,y + 2z =0,

4. Oblicz /xQe% dx

Odpownedzi, wskazowksi

1. y=-1.
2. (—00,0), [%, oo); drugi przedzial mozna podaé otwarty, suma przedziatéw to blad.
. , 5
3. Punkty przeciecia wykreséw to (0,0), 2 —5 ], pole to np.
5
[( 4 25
P= ——2? 42z ) dr = —.
) 12
0
. L s 1 2 2z 1 2x 1 2x
4. Po dwukrotnym catkowaniu przez czesci, I = ix e — 5966 + Ze + C.
12 Egzamin
Zestaw A
1. Zbadaj, czy jest prawem rachunku zdan (tautologia) wyrazenie
[p=(gvr)=(p=r)
2. Wyznacz wszystkie asymptoty wykresu funkcji

5
f(z) = 2z 4 arcsin —,
x

rozpatrywanej z dziedzina naturalna D C R.
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3. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji y = f(z)
w punkcie o odcietej xg = 0, jesli
f(z) =In(1 + 2sinz).
4. Wyznacz przedzialy $cistej monotonicznosci funkcji
f) = (z = 1)*(z +5)%
5. Wyznacz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o réwnaniach

y?—2r=0,3y—22—-2=0.

/ e%® cosz dx.

1. Nie jest tautologia, jest falszywe przy prawdziwosci zdan p i ¢ oraz falszywosci r.

6. Oblicz

Odpowiedzi, wskazowksi

2. Dziedzina naturalna jest D = (—oo, —5] U [5, 00). Nie ma asymptot pionowych. Prosta o réwnaniu y = 2z
jest asymptota uko$na w oo oraz w —oo.

3. y=2z.

4. f'(z) = 4(x — 1)(z + 5)(z + 2), f jest $cidle rosnaca na przedziatach [—5,—2],[1,00) (lub przedziaty
otwarte), f jest $ciSle malejaca na przedziatach (—oo,—5],[—2,1] (lub przedzialy otwarte); suma, np.
[—5,—2] U[1,00), to blad.

1
5. Punkty przeciecia to (2, 1) ,(2,2), pole to np.

2

_ 3y—2 o2 9 7T 1
P‘/( 2 2)dy_4 =5~ 1

1

sinx + 2cosx o,
76 v

C.
5 +

6. Po dwukrotnym catkowaniu przez czesci, I =

Zestaw B

1. Wyznacz dziedzing naturalna D C R, uprosé wzor i naszkicuj wykres funkcji

fz) =

(32|t
sin ( — — .
g~ gx

oo

2. Wyznacz dwa pierwsze wyrazy ciagu (an), 1,

a nastepnie oblicz granice lim a,, jesli
n—oo
n—|—3arccos% n—|—3arccos% n + 3arccos L
n
2 + 2 LR e S
n n n

Gp =
3. 7Z dokladnoscia do 0,25 wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania
37 =2z,

4. Wyznacz przedzialy $cistej wypuklodci funkcji

f(z) =922 — 3
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5.

6.

Oblicz objeto$¢ bryly powstalej przez obrét dookota osi OX pola pod wykresem funkcji

Fla) =
dla z € [0,1].

Oblicz
/(m +1)%e%* du.

Odpowiedzi, wskazowksi

1. Dziedzina D =R\ {g +kr:ke Z} ,f(z) =sinz
dla z € (—%, g), funkcja jest okresowa o okresie 7.
1 243%
2. a1 =1a0= 7 + 3:1+z,liman:1.
2 4 4 n—oo
Mozna wykorzystaé¢ twierdzenie trzech ciagach.
3. Co najwyzej jedno rozwiazanie ze Scistej monotonicznosci funkeji f(z) = 37% — 2z, przynajmniej jedno z
1 1
wlasnosci Darboux: f(0) > 0, f(1) <0, f <2) < 0. Odpowiedz: zg ~ 1
64 2723 — 64 4
4. f'(z) = 18z + el f"(x) = 22737 przedziatami $cistej wypuklosci sa (—o00,0), [3, oo) (ten drugi
x x
przedzial moze byé¢ otwarty). Podanie w odpowiedzi sumy przedzialéw to btad.
T (elo — 1)
5 V=—x-—""~.
10
. Lt 1 2 2z 1 2z 1 2z
6. Po dwukrotnym catkowaniu przez czesci, I = i(x +1)%e™ — i(x + 1D)e* + 1¢ +C.
Zestaw C
1. Sprawdz, czy nastepujace dwa zbiory sa réwne, rozlaczne lub jeden zawiera sie w drugim: [(ANC)\ B]U
(AN B), An(BUC). OdpowiedZ uzasadnij na rysunkach — diagramach Venna.
2. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
1
on _ gn + 5\ ©
ap=——"-"7"7-—] .
7™+ 10"
3. Dla jakich wartoéci parametréw a,b € R, funkcja f(x) jest ciagla w punkcie g = 0, jesli f(z) =
aarctg(@) qlp 2 < 0,
5dlaz =0,
(b+2)sin(z+ ) dlaz > 0.
4. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji
f(z) = 2Ilna — x na przedziale I = [1,€].
5. Wyznacz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o réwnaniach 5z+2y? =
0, bz +2y =0.
6. Oblicz calke / f(x) dz z funkcji trygonometrycznej

f(z) = cosz (sin®z + 1)2.
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Odpownedzi, wskazowks

1. Zbiory sa réwne.

1
2. ok Po wylaczeniu przed pierwiastek 5/10 wystepuja tylko symbole oznaczone (nie potrzeba uzywaé twier-

dzenia o trzech ciagach).

3. a=5"b=-T.

2 2 —
4. fllz) = = -1 = J, zbiér mozliwych ekstreméw globalnych A = {f(1), f(2), f(e)} = {-1,2In2 —

x x
2,2 — e}. Latwo f(1) < f(e). Na zadanym przedziale f najpierw rosnie, potem (od x = 2) maleje, zatem
m=—1,M=2In2— 2.

1
2, 2 2
P= Sy 4+ Sy ldy==
(5y+5y> 5
0

6. Podstawienie t = sin x, zatem

1 2
I:—/(t2+1)2dt: —gsin5x— gsing‘x—sinx—i—C.

Zestaw D
1. Wyznacz dziedzine naturalna D C R, uprosé wzor i naszkicuj wykres funkcji

fla)=4ctgz+ 5 |tg (z + F)|.

oo

2. Wyznacz pierwszy wyraz ciagu (an),_,

a nastepnie oblicz granice lim a,, jesli
n—oo

n+arctgl n4arctg2 n+arctgn
+ +...+—.
n2+n n2+n n2+n

ap =

3. Z dokladnoécia do 0,5 wyznacz wszystkie rozwigzania réwnania arc tg (\/§ x) =1-In(l14(e—1)x).

1 4
4. Wyznacz granice lim f(z), jesli f(x) = %2(55)’ xg = 0.
T—xTo X

5. Oblicz objetos¢ bryty powstatej przez obrot dookota osi OX pola pod wykresem funkcji
y=Vinzx
dlaz € [1,¢].

6. Oblicz catke / f(z) dz z funkcji trygonometrycznej

Fa) = sinz

cosx+5

Odpowiedzi, wskazowksi

1. Dziedzina D =R\ {kn: k € Z},
f@) = ctgx dlazx e (knr,k7r+g),kEZ,
R dlaz e [kr+ %, (k+1)7) k€ Z

447
T , lim a, = 1, mozna wykorzysta¢ twierdzenie trzech ciggach.

2. al 3 vt
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3. Conajwyzej jedno rozwiazanie ze $cistej monotonicznosci funkeji f(x) = arctg (\/§ x) +In(1+ (e —1)x)—

1
1, przynajmniej jedno z wlasnoséci Darboux: f(0) = —1 <0, f(1) = % > 0. Odpowiedz: z¢ ~ 3

0
4. Mozna zastosowac regule de I’Hospitala dla symbolu 0’ otrzymujemy po pierwszym kroku
I'(z) —4sin(4z) -8  sin(4x)
— = —

m/(z)  2wcos(dx)  cos(dx) 4z -8

1 = T..

5. V:W/lnmdxzw[mlnm—x}e
0

6. Podstawienie t = 5 + cos x, zatem

dt
I:—/mdt=—1n|5+cosx|+0.

Zestaw E

1. Zbadaj, czy jest prawem rachunku zdan (tautologia) wyrazenie
b= (gAr) = (pVr).

2. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x)
w punkcie o odcietej xg = 0, jesli
f(z) =In(1 + arctg z).

3. Wyznacz przedzialy $cistej monotonicznosci funkcji
fx) = 2%(x + 4)2.
4. Wyznacz pole ograniczonego obszaru na ptaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o rownaniach

y?—4r =0, 3y —4x —2=0.

/ e “sinxdx.

6. Wyznacz wzér wielomianu, wedlug ktérego mozna wypelniaé¢ tablice matematyczne dla funkcji

5. Oblicz

f(z) =sinz

w przedziale [fg, g] z dokladnoscia do dwbch miejsc po przecinku.

Odpowiedzi, wskazowksi

1. Nie jest tautologia, jest falszywe przy falszywosci zdan p i r (zdanie ¢ dowolne).

1

(1 +x2)(1+arctga:)’f/(0) =lLy=uw

2. £(0)=0,f'(z) =

3. f'(z) = 4x(x+4)(z +2), f jest Scile rosnaca na przedziatach [—4, —2], [0, 00) (lub przedzialy otwarte), f
jest Scisle malejaca na przedziatach
(—o00, —4],[-2,0] (lub przedzialy otwarte); suma, np. [—4, —2] U [0, 00), to blad.

1
4. Punkty przeciecia to (4, 1> ,(1,2), pole to np.
2
3y — 2 2 9 1 7 1
4 4 8§ 2 12 24
1
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—1)k
6. R2k+1($):( ) Cos ¢ 2k+1

5. np. [ 7/ sinzdr = —e™* cos:cf/ e Tcosxdr = —e *cosx—e “sinax—1I,skad I = 7cosx;tsmxefw+
C.
@k 1)1 x stad wystarczy k = 2, zatem sinz ~ x — —
Zestaw F

3

G

1. Wyznacz dziedzinge naturalna D C R, upro$¢ wzér i naszkicuj wykres funkcji

f(z) = ’cos (g + x) ‘ ctg x.
Wyznacz pierwszy wyraz ciagu (ay ),

n=1
n—arctgl n —arctg?2
Ay = ) +
n

n2
3.

n —arctgn
+ g

a nastepnie oblicz granice lim a,, jesli
n2
Wyznacz przedzialy $cistej wypuktosci funkeji

8
fla) =927 — 3
Oblicz objetosé bryly powstalej przez obréot dookota osi OX pola pod wykresem funkcji
flz) =27
dla z € [0,1].
5. Oblicz

/(1: + 3)?sinz d.

Wyznacz wzér wielomianu, wedlug ktérego mozna wypelniaé¢ tablice matematyczne dla funkcji f(x)
In(1 + z) w przedziale [0, 1] z dokladnoscia do trzech miejsc po przecinku
Odpowiedzi, wskazowksi

1. Dziedzina D =R\ {kn : k € Z}, f(z) = cosz dla x € (0, ), funkcja jest okresowa o okresie 7
2.a1:1—z,n7§<an 1, lim a, =1
4 n n—oo
1 27353 — . .
3. f'(z) = 18z + 3727]( (r) = 3.3 przedziatami $cistej wypuklosci sa (—o0,0) ,00 | (ten drugi
x
przedzial moze by¢ otwarty). Podanie w odpowiedzi sumy przedzialéw to blad
1
4.V
/ — 39 ln 2°
0

/( +3)*sinzdr = —(z + 3) cosx+2/(x+3)cosxdx: (x4 3)*cosx + 2(x + 3)sinz + cosx + C
- (_1)n71$n N 172
. Ry(x) = 2T o T

5

stad wystarczy n = 3, zatem In(1 + z)
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Zestaw G

1.

Sprawdz, czy nastepujace dwa zbiory sa réwne, rozlaczne lub jeden zawiera sie w drugim: [(BNC)\ A] U
(BN A), BN (AUC(C). OdpowiedZ uzasadnij na rysunkach — diagramach Venna.

. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

n = (2" — 3" + 5" + 7" + 10")7 .
Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji
f(z) =In(2z) — z
1 e
dziale I = |=, = |.
na przedziale [2, 2}

Wyznacz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o réwnaniach 5x4-8y* =
0, bx +4y = 0.

. Oblicz catke / f(z) dz z funkcji trygonometrycznej

f(z)=sinz (tg’z+1).
Wyznacz wzor wielomianu, wedtug ktérego mozna wypelnia¢ tablice matematyczne dla funkcji
f(z) =cosz

w przedziale [fg, g] z dokladnoscia do dwdch miejsc po przecinku.

Odpowiedzi, wskazowksi

1.
2.

Zbiory sa réwne.

10. Po wylaczeniu przed pierwiastek 10 wystepuja tylko symbole oznaczone (nie potrzeba uzywaé twier-
dzenia o trzech ciagach).

1 1-—
f(z) = o 1= x, zbiér mozliwych ekstreméw globalnych A = {f(1/2), f(1), f(e/2)} = {-1/2,In2—

1,1—(e/2)}. Latwo f(1/2) < f(e/2). Na zadanym przedziale f najpierw rosnie, potem (od x = 1) maleje,
zatem m = —1/2, M =1n2 — 1.

21
Punkty przeciecia to <—5, 2) ,(0,0), pole to np.

Nl

sinx 1
= / 5—dr = + C.
cos? x CcoS &

(—=1)kcosc o 2 4
Rok(z) = Wa: stad wystarczy k = 3, zatem cosz ~ 1 — z=/2 4+ 2% /24.
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Zestaw H

1. Wyznacz dziedzine naturalng D C R, uprosé wzor i naszkicuj wykres funkcji

f(a:):%tgx+% ctg(m—l—g)‘.

oo

2. Wyznacz pierwszy wyraz ciagu (a,),;, a nastepnie oblicz granice lim a,, jesli
n—oo

n+arcctgl n+ arcctg?2 n + arcctgn
an = it ————
" n2 + 2n n2 +2n n2 + 2n
_ Incos(—x)

3. Wyznacz granice lim f(z), jesli f(x) = , xp = 0.
Tr—xQ

2

4. Oblicz objeto$¢ bryly powstalej przez obrét dookota osi OX pola pod wykresem funkcji
y=+In(z?)
dla z € [1,/€].
5. Oblicz calke / f(x) dz z funkcji trygonometrycznej

_ cosw
C 14ctgla

/()

6. Wyznacz wzér wielomianu, wedlug ktérego mozna wypelniaé tablice matematyczne dla funkcji f(z) = e”

w przedziale [0, 1] z doktadnoscig do dwéch miejsc po przecinku.

Odpowiedzi, wskazowksi

o B ™ . [ tgz, gdy tgz >0,

1. Dz1edz1naD—}R\{2 +k7r.kEZ},f(UC)—{ 0, gdy tgx < 0.

1 n? n®+ %

2. = = —, ———— < n X 2’1' n:]-
a“ 3+ 12°n2+2n ¢ n? +2n i

0
3. Mozna zastosowac regule de I’Hospitala dla symbolu 0’ otrzymujemy

U(x) _ sin(—zx) I sin(x) _ 1
m/'(z) cos(—x)2x  2cos(—x) T 2
Ve
4.V = 7r/1n (2°) dz =2m[zlnz — m];/jl =7(2— Ve).
0

1
5. I:/sinzxcosx dr = gsin3x+0.

4
ec n xr
6. R,(x) = il stad wystarczy n = 5, zatem e” = Z

7
n'
n=0
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Zestaw 1

1. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

10" — 37\ *
ap = ———— ] .
_277, + 571,
2. Dla jakich wartosci parametrow a,b € R, funkcja

sin( (a2 T
w dlaz <0

f@) =14 10dlaz=0
(b+cosz)In (z+¢°) dlaz >0

jest ciagla w punkcie zg = 0?7

3. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji
f(x) =In(cosx + 2sinx)

w punkcie o odcietej g = 0.
4. * Oblicz sin1 z doktadnoscia do trzech miejsc po przecinku.
5. Oblicz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o rownaniach

> —8x =0, 3y—8x—2=0.
6. Oblicz
/ e’ cos(4x) dx.
Odpowiedzi, wskazowksi
10
1. Po wylaczeniu 5 = 2 przed pierwiastek, symbol oznaczony 2 - 1° = 2.

2. a€{3,-3},b=1.

3. y=12x.
4. Reszta we wzorze Maclaurina dla f(z) = sina:
: 1 1 23
‘Rn(c)| < TL' 277, < 107‘37 wystarczy n —= 5’ Sin§ ~ 5 _ ﬁ — @

1 1
5. Punkty przeciecia to (8’ 1> , (2, 2), pole to np.

2
-2 2 1 1
P (M=t T L
8 8 16 4 24 48
1

6. Po dwukrotnym catkowaniu przez czesci,
I 4sin(4x)1—;— cos(4x) 4 C
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Zestaw J

1. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

_n7—1+n7—2+ +n7—n
an_ns—l—l n8+2 7 n84n’

2. Wyznacz dziedzing naturalna D C R oraz, o ile istnieja, asymptoty ukosne wykresu funkcji

1
=3 tg ——.
f(x) T + arc ]

3. Wyznacz przedzialy Scistej monotonicznosci funkeji

f@) = (z+3)*(x+1)%
4. * Wyznacz In 1,5 z dokladnoscig do dwoch miejsc po przecinku.
5. Oblicz objetoé¢ bryly zakreslonej przez obrét dookota osi OX pola pod wykresem funkcji
f(z) =5"
dla z € [0,1].
6. Oblicz

/(x C1)2 € da

Odpowiedzi, wskazowksi
1. Z tw. o trzech ciagach, granica wynosi 1.
2. D =R\ {—1}, asymptoty ukosne w obu nieskoficzonos$ciach o réwnaniu y = 3z.

3. f'(z) = 4(z + 1)(x + 2)(z + 3), funkcja rosnie na przedzialach [—3,—2],[—1, ), maleje na przedzialach
(—00,-3,],[—2,—1] (dopuszczalne sa przedzialy otwarte). Podanie w odpowiedzi sumy przedzialéw to
blad.

4. Reszta R, (c) we wzorze Maclaurina dla f(z) = In(1 + z):
1

Ru(c)] < —— < 1072, wyst 5 11,5 42 !
n\C —n S , wystarczy n =95, Inl,5 ~ - — _ .
non Y Y 97 2.22 73.93 1.94
127
5.V = 2L
Inb

6. Po dwukrotnym catkowaniu przez czedci, I = (z — 1)%e” — 2(x — 1)e” + 2¢° + C.

Zestaw K
1. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo
1

g —3m\ "
ay, = .
871,_571

2. Dla jakich wartosci parametrow a, b € R, funkcja

(a+z) cos(mx) dlaxz <0
flz)y=4¢ 8 dlaxz =0
In(1+(b*+4)z)

x

dlaxz >0

jest ciagla w punkcie zg = 0?7
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3. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji
f(z) =sin( In(1 4 22) )
w punkcie o odcietej xo = 0.
1
4. * Oblicz cos 3 2 doktadnoscia do trzech miejsc po przecinku.

5. Oblicz pole ograniczonego obszaru na plaszczyznie, wyznaczonego przez krzywe o rownaniach

22 —8y=0, 3z —8y—2=0.

/ 7Fsinx dx.

6. Oblicz

Odpowiedzi, wskazowksi
1. Po wylaczeniu % =3 przed pierwiastek, symbol oznaczony % 10 = %
2. be{2,-2},a=S8.
3. y=2z.
4. Reszta R, (c) we wzorze Maclaurina dla f(z) = cosa:

[Rn(c)] <

- 1
Ton < 1073, wystarczy n = 5, cos§ ~1-— 592 + RIS

1 1
5. Punkty przeciecia to (1, 8) , (27 2), pole to np.
2

3x—2 22 9 1 7 1
P/( g 8>dz1642448'

1

6. Po dwukrotnym catkowaniu przez czesci,
—cosx+1In7-sinzx

I= 5 7+ C.
14+ 1In°7

Zestaw L

1. Wyznacz granice lim a, ciagu o wyrazach
n—oo

n"+1 nd+2 n® +n
an = —¢ + 5 ot 8 .
n®—1 nd%—-2 nb —n

2. Wyznacz dziedzing naturalna D C R oraz, o ile istnieja, asymptoty ukosne wykresu funkcji

f(z) = —x 4+ cos

x+4
3. Wyznacz przedzialy $cistej monotonicznosci funkcji

fa) = (z = 1)*(z +5)%
4. * Wyznacz In 1,2 z doktadnoscia do trzech miejsc po przecinku.

5. Oblicz objetos¢ bryty zakreslonej przez obrét dookota osi OX pola pod wykresem funkcji

fla) = e+

/x2 7" dzx.
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dla z € [0,1].
6. Oblicz



Odpownedzi, wskazowks

1.
2.
3.

7 tw. o trzech ciggach, granica wynosi 1.
D =R\ {—4}, asymptoty uko$ne w obu nieskoniczonosciach o réwnaniu y = —z + 1.

() = 4(z — 1)(x + 2)(z + 5), funkcja ro$nie na przedzialach [—5,—2],[1,00), maleje na przedziatach
(—o00,=5,],[—2,1] (dopuszczalne sa przedzialy otwarte). Podanie w odpowiedzi sumy przedzialéw to blad.

Reszta R, (c) we wzorze Maclaurina dla f(x) = In(1 + z):

1 1
73 o ~
‘Rn(C)| < n 5TL < 10 ,WyStarCZy TL—47 1n1,2 ~ g — ﬁ + ﬁ
. V:%(eG—l).
Po dwukrot Ikowani sci, (mQ 2m+2)7f+c
O dwukrotnym caikowaniu przez Czescl, = —_— = —F5 —_—s .
Y P ¢ In7 27 17
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