ANALIZA MATEMATYCZNA 1

Lista zadan dla kurséow majacych ¢éwiczenia co tydzienn. Cho¢ zadania
po symbolu potréjne karo nie sg typowe, warto tez poswieci¢ im nieco
uwagi. Lista nie zawiera odpowiedzi, ale poprawnos¢ rozwigzania mozna
niemal zawsze sprawdzi¢ za pomoca programu Wolfram Alpha® lub innego
pokrewnego.

Przy okagji zachecam do lektury mojej ksiazki

Marek Zakrzewski
Markowe wyktady z matematyki
Analiza, GIS 2013

W serii Markowe wyktady z matematyki omawiam najwazniejsze poje-
cia i metody, ale szczegdlny nacisk ktade na konkretne, interesujace
problemy.

M. Z.
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Lista 1 - Funkcje elementarne I: Funkcja potegowa, wykladnicza i logarytm

. Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji:

1 1
2
a)y=x,y=x°,Yy = ; bly=—,y=—.

. Naszkicuj wykres funkcji fo f, fog, go f, g o g dla funkcji:

a) f)z) =% g(z) =V b) fa) =2 -1, g(z) = +1;

) J@) =1 gl =z d) J@) = —, gla) = —.

. Naszkicuj wykres funkcji y = 2*. Jakiej funkcji odpowiada wykres otrzymany z niego

przez: a) symetrie osiowa wzgledem osi Ox; b) symetrie osiowa wzgledem osi Oy;
¢) symetrie srodkowa wzgledem poczatku uktadu; d) symetrie osiowa wzgledem prostej
y = 1; e) symetrie osiowa wzgledem prostej x = —17

. Dla funkcji f(z) = log, z naszkicuj wykresy funkcji:

I
|
~
—
8
~
)
~
<
I
~
—~
8
[\
~—

a)y=flx+1); b)y=|f(x)}; c)y=f(zl); d)y

Czy posrod wskazanych wykresoéw jest wykres funkeji y = log1 «?
2

. Sformutuj twierdzenie o zamianie podstaw logarytmu. Wykaz, ze przy odpowiednich

zalozeniach zachodzi tozsamo$c¢ log, b - log,a = 1.

. Podaj wartosci ponizszych wyrazenn w mozliwie najprostszej postaci:

V2
awﬁ@; b) (VDR (VD o) (VB)Y: (va)“™:

d) log /53 + log, V2; e)logy3-logs4; f) log, 75 V2.
Czasem trudno odkry¢ zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi wielko$ciami z, y, ale tatwo

pomiedzy ich logarytmami. WyraZ y jako funkcje zmiennej x, jezeli logy = 5 log x.

. Znajdz funkcje odwrotna do funkeji:

a)y=2""1 b)y=10%; c)y=222<0; d)y=a2>+2z,2>-1.

Pamietaj o dziedzinie!

. Jakiej funkcji odpowiada wykres otrzymamy z wykresu y = 1 + logx przez symetrie

osiowg wzgledem prostej y = x7

RV

Badania pokazuja, ze w duzych zbiorach danych ztozonych z przypadkowych liczb, liczby
zaczynajace sie cyfra k stanowiag okoto log (1 + %) wszystkich danych.

a) Oszacuj, jaka czes¢ danych zaczyna sie cyfra 1, jaka cyfra 2.

1 1 1
10g<1+1>+10g<1+2>+...+10g<1+9>:1.

Za pomocg odpowiedniego logarytmu podaj wzér na liczbe cyfr liczby n. Ile cyfr ma w
zapisie dziesietnym liczba 219907

b) Sprawdz, ze
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Lista 2 - Funkcje elementarne II: Funkcje trygonometryczne i cyklometryczne

. Naszkicuj wykres funkcji:

a) y =sin2z; b)y=cos(x+m/4); c)y=|sinz|+sinz; d)y=sinz+3cosz.

. Okresl typ parzystosci (parzysta, nieparzysta, ani taka ani taka) funkcji:

a) y =sinx +sin3x; b)y=sinxcosz; c)y=cosz + cos®x + cos’z;

d) y =sinz +sin?z; e) y = 2Fcosu; f) y = sin(x 4+ 7/4) 4 cos(x + 7/4).

. Wyraz:

2 2

a) cos® z oraz sin” x za pomoca cos 2x;

b) cos? x za pomoca cos 2z i cos4x:

3

¢) cos® x za pomoca cosx i cos 3x.

. Wykaz tozsamosci:

in 2
a) 1 +tglr = 5 b) cos3z + sin® z = (cos x + sinz) (1 o $>;
COs* T 2
) sin 3z + sinx d) sin 2x n sin 2x ; )
¢) ————————— = COoSI; = tgx — ctgzx.
sin 2z + sin 2z ’ cos2x+1 cos2zx —1 & &

. Oblicz wartosci czterech podstawowych funkcji trygonometrycznych kata sin 15°.

. Oblicz wartosci funkcji cyklometrycznych:

a) arctg 1; b) arcsin(—1/2); c¢) arccos(—1); d) arcsin(v/2/2);
e) arctg (—v/3); f) arccos(v/3/2); g) arcctg(—+v/3); h) arcsin(—+/3/2).

Krzywa, ktora mozna otrzymaé przesuwajgc i ewentualnie obracajac wykres funkcji
y = asin(bx + ¢) dla ustalonych parametréow a, b, ¢, nazywamy sinusoida. Wykaz, ze

kazda z ponizszych krzywych jest sinusoida:
a) y = Cos ; b) y = sin? z; ¢) y = sinz cos x;
d) y =sinz +cosz; e)y=(sinx+cosx)? f)sintz+costr.

VR

. Ile réznych wartosci przyjmuje wyrazenie sin 1° 4 sin2° 4 sin3° 4+ ... + sink°, gdy &

przyjmuje wartosci 0, 1, 2, ...7

. Oblicz:

. 27r+,47r+,67r+,87r+, 107r+, 127
sin — 4+ sin — 4+ sin — + sin — + sin — + sin —.
7 7 7 7 7 7

Udowodnij, ze dla dodatnich x zachodzi rownos¢ arctg x 4-arctg(1l/z) = 5. Jak wyglada
analogiczna réwnosé dla ujemnych x?
Naszkicuj wykresy funkcji:

a) y = tg(arctgz); b)y = arctg(tgx) c¢)* y = cos(arcsinz).

jest cos20°. Znajdz dwa pozostale.

* Jednym z pierwiastkéw rownania 43 — 3z = %



Lista 3 - Granica ciagu

1. O kazdym z ponizszych ciagéw rozstrzygnij, czy jest ograniczony (ograniczony z gory,
z dotu) 1 czy jest monotoniczny. Jezeli ciag jest ograniczony (z gory, z dolu) wskaz
najmniejsze ograniczenie gorne (najwieksze dolne).

(=" (=" 1 1
n — 1 N b bn =(-1 n+1 : n = _ .
a) a + n ) (=1 + n c) e 3n+1 2n+5’
1+2+...
) dy =37+ (=2 ) en =0+ (~1)"n; ) fo= 0

2. Zapisz za pomoca kwantyfikatoréw, innych symboli logicznych i arytmetycznych
ponizsze zdania oraz ich zaprzeczenia:

a) clag a, jest ograniczony z gory przez liczbe 7,
b) ciag a, jest ograniczony przez liczbe 7;
c) ciag ay, nie jest ograniczony przez liczbe 7,
d) ciag a, ma dowolnie dalekie wyrazy wieksze od 7,
e) ciag ay, jest rosnacy;
f) ciag a, jest monotoniczny;
g) ciag ay nie jest ani rosnacy, ani malejacy.
3. Oblicz granice ciagow:
n®+n+1 100n? 4 1 101" 4 102"
(n—Dn(n+1) b b = 5T e TV T
d)d, =vn2+1-n; e) en=vVn2+n—+vn2—n; )* f,=vn3+n—vnd—n..
4. Znajdz granice niewlasciwe, o ile istnieja.
a) an = (N> +1)/(1 —n); b) b, =1000n* —n3 c)c, =3"—2" d)d,=3"—(-2)".

a) a, =

5. Jezeli dla dodatnich funkcji f, g
f(n)

lim —= =a

n—oo g(n)
gdzie 0 < a < 00, to méwimy, ze f, g sa tego samego rzedu; jezeli a = 1 — moéwimy, ze
sa asymptotycznie réwne.

a) Pokaz, ze 1 +2+ ...+ n jest rzedu n2.
b) Dla jakiego a (Z) jest asymptotycznie réwne an®?

6. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach oblicz granice ciagbow:
n+ cosn.

a) ap = 0 by by = 2 ) o = YT d)dy = VIF2 .

n n+sinn’

7. Naszkicuj wykres funkcji

a) f(z) = lim z"; b) f(x) = lim (1+x+m2+...x").

n—oo n—oo
Uwazaj na dziedzing!
8. Oblicz granice ciagu:

14+2+...+n 1 2
- S N
M=o oy D=
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. * Oblicz granice ciagu:

() (o3 (8- 0)

Wskaz najwczesniejszy wyraz rézniacy sie od granicy o mniej niz 1,/1 000 000.

Wiadomo, ze ciag ograniczony i monotoniczny jest zbiezny. Czy wynika stad, ze:
a) ciag rozbiezny nie jest ani ograniczony, ani monotoniczny;

b) ciag rozbiezny nie jest ograniczony lub nie jest monotoniczny;

¢) clag ograniczony niemonotoniczny nie jest zbiezny;

d) ciag zbiezny jest ograniczony i monotoniczny?

Oblicz granice ciggu:

n+1\%" n+2\" on + 1)+ n
a)an—<n> ; b)bn—<n>, c)an—<2n> : d)dn_<n+1

2
n-+ 2 3n n+1\" n2—1\" n2+1
De=(202) s 0h= (") wa=("5) s wa= ("1

Niech (a,), n =1,n =2, ..., bedzie pewnym ciagiem nieskoniczonym. Zapisz za pomoca
kwantyfikatoréw, symboli arytmetycznych, modutu itp. ponizsze zdania odnoszgce sie
do tego ciagu:

a) kazdy jego wyraz jest wigkszy od 1;

b) istnieja wyrazy ciagu rézniace si¢ przynajmniej o 2;

c¢) wszystkie wyrazy powyzej setnego roznia sie od siebie o mniej niz €;

d) prawie wszystkie jego wyrazy réznia sie od liczby 1 o mniej niz €;

)
)

f
g) ciag ten jest zbiezny.

nieskoniczenie wiele jego wyrazéw rozni sie od liczby 1 o mniej niz €;

ciag ten jest zbiezny do liczby 2;
Zapisz negacje zdan d)-g).

VY

Niech P, oznacza pole n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1, L,, obwdd
tego wielokata. Korzystajac z tego, ze okrag jest geometryczna granica wpisanych wen
wielokatow foremnych znajdz granice obu ciggow. Wywnioskuj stad granice ciggu a, =
nsin(2mw/n).

Jakie jest prawdopodobieristwo, ze posrdéd 183 oséb przynajmniej jedna obchodzi
urodziny w tym samym dniu, co Ty? Rachunki mozesz wykonaé¢ w pamieci.

Rozwazmy ciag ag = 1,
an + %
2
a) Wiedzac, ze ciag ten jest zbiezny, znajdz jego granice. Oblicz kilka poczatkowych
wyrazoéw i poréwnaj z wynikiem doktadnym.

(n41 =

b) Podaj analogiczny ciag o granicy: a) v/3; b) V/2.

Udowodnij, ze lim /n = 1.
n— oo




Lista 4 - Granica funkcji i asymptoty

. Oblicz granice funkcji:

2 3
—4 - —2
a) lim a ; b) lim 2 a;; ¢) lim :ci; d) lim M;
z——2 x+2 z——1 x4+ 1 5222 —x —2 x—)oox—ﬁ
. x—9 .2t -1 27 +1 . oa—1
e) lim ; f) lim ; g) : h) lim :
=3 \/T — 3 e—1a?2 —1 a——00 2T 4 2 a1/ —1
1 —/1 - t i 2T 4277
g YIETVIZT 8% . k) lim 7, ) lim 22
z—0 2x /21 +tgx T—oo T z—oo 27 4+ x

. Zmajdz obie granice jednostronne (wlasciwe badz niewtasciwe) we wskazanym punkcie:

1 .
a) y = T w punkcie 1; b) y = BT punkcie 0; c¢) y = m w punkcie 0.
|z — 1] z Ed
. Znajdz granice funkcji:
3x x 3z x
e’ —1 2* —1 Inxz e —1 3*—1
i ) I . I : . _ . .
a)zlir(l) xz b):cli% xz C)xl—>rnla?—1 d)a:l—r>r%)62x—l7 e):cli%2x—1,
. sinzx . 1—rcos2x . sin2x . . Ccos T . .. sin2x
f) lim — : g) lim ————; m ;1) lim ;j) lim .
2—0 sin 2x =0 x? 20 e® — 1 /2 T — 2% =0 x + 22

. Znajdz asymptoty funkcji:

x3 3+ 8 x? g V14 22

= —_—" b = 7’ = S <, =
a)y=—o—7 by 12 )y R )y "
. Niech S(h) oznacza powierzchnie catkowita stozka o ustalonej podstawie r i wysokosci
h. Znajdz granic¢ S(h) przy h dazacym do zera za pomoca:

a) rozumowania geometrycznego; b) obliczen.

. Zapisz za pomocg kwantyfikatoréw itd. zdanie:

a) liczba 1 jest granica funkcji f(z) przy = dazacym do 5;

b) liczba 2 jest granica funkcji f(x) przy = dazacym do —oo;
c¢) funkcja f(x) ma w punkcie z = 2 granice prawostronna 7;

d) funkcja f(x) ma w punkcie z = 3 granice niewlasciwa oo.

VY

. Obliczajac odpowiednia granice pokaz, ze dla a > 0

Va2 tr~a+ —.

2a
Korzystajac z tego wzoru pokaz, ze: a) v/10 ~ 19/6; b) v/15 ~ 31/8; c) v/2 =~ 99/70.
. Przy stalym tempie wzrostu p% przez okres podwojenia rozumiemy czas, po jakim dana
wielko$é sie podwaja.
a) Znajdz okres podwojenia odpowiadajacy przyrostowi p%.
b) Uzasadnij, ze dla matych p okres ten wyraza sie przyblizonym wzorem 70/p.

¢) Oszacuj $redni przyrost naturalny w ciggu ostatnich 2000 lat (przyrost od ok. 170
mln. do ok. 7,5 miliarda).
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Lista 5 - Cigglosé

. Naszkicuj wykresy funkcji:

a) y=sgnx oraz y =xsgnx; b)y=|z|orazy=[zx]; c¢)y=z—|x]

Wskaz punkty nieciagltosci kazdej z tych funkcji.

. Wskaz punkty nieciaglosci i okresl ich rodzaj:

1 1 z?—1
—, gdy x #1, cos— gdy x > 0, , gd 1,
ay={ z-1 SWETAL ~ edy Oy=1{ -1 sWr#
0 wpps; 0 x<0; 2 wDp.p;

. Korzystajac z twierdzenie Bolzana o warto$ciach posrednich dla funkcji ciagtych uza-

sadnij, ze rownanie:
a) 2° + x + 1 = 0 ma dokladnie jeden pierwiastek;
b) e® = 1+ z + 22 ma dodatni pierwiastek;

¢) Inz + In(1 + x) = 2 ma doktadnie jeden pierwiastek.

. Za pomoca polowienia przedziatu znajdz przyblizona warto$é¢ jedynego pierwiastka row-

nania: z° + z = 3.

. Zmajdz zbior wartosci funkcji f(x) = e* + x. Wskaz, gdzie w uzasadnieniu odpowiedzi

korzystasz z twierdzenia Bolzana.

. Gdzie w ponizszych rachunkach korzystamy z ciaglosci? Jakiej funkcji 1 w jakim

punkcie?

. 1 . 1\" . 1\"
Iimnln{l+—)=1limIn(1+ — =In lim (1+ — =lne =1.
n—00 n n—00 n n—00 n

Czy funkcje y = sin(1/x) mozna dookresli¢c w punkcie zero tak, aby byla ciagta na calej
prostej? A funkcje y = xsin(1/x)?

. Korzystajac z twierdzenia Bolzana wykaz, ze kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma

przynajmniej jeden pierwiastek.

Y

. Za pomocy funkcji sufit lub podtoga okresl funkcje, ktora bedzie ciggta we wszystkich

punktach z wyjatkiem punktéw o wspodlrzednych bedacych:
a) liczbami catkowitymi parzystymi;
b) liczbami catkowitymi nieparzystymi;

¢) liczbami parzystymi réznymi od zera.

Zbadaj, w jakich punktach jest ciagta funkcja

a) y = x, gdy x wymierna;
¥y= 0 wp.p



10.

11.

12.

13.

. Korzystajac z definicji oblicz pochodne: a) y =

. Oblicz: a) f/(1) dla funkcji y = (z + /z)3; b) f/(1) dla funkcji y =

Lista 6 - Pojecie pochodnej i réwnanie stycznej

1
m; b)y=+vxz; ¢)y=e".

. Korzystajac ze wzoru na pochodna funkcji potegowej oblicz pochodne funkcji:

My=ae-2% by=-p Jy=vE dy=a/F y=(r+1)(@=-1)

T+

2

. Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkcji:

a) y = e* w punkcie (0, f(0)); b)y =Inz w punkcie (e, f(e)).

. Znajdz kat pomiedzy styczna do wykresu funkcji y = 2 — 2 poprowadzonej w punkcie

(1,1) a dodatnia potosia osi Ox. Analogicznie dla stycznej w punkcie (—1,1).

. Jaki zwiazek zachodzi pomiedzy f'(1) a f’(—1) dla funkcji: a) parzystej; b) nieparzystej?

Ktore z ponizszych zdan sa prawdziwe:

A. Kazda funkcja ciagla jest roézniczkowalna.

B. Kazda funkcja rézniczkowalna jest ciggta.

C. Jezeli funkcja nie jest ciagla, to nie jest rézniczkowalna.

D. Jezeli funkcja nie jest rézniczkowalna, to nie jest ciagta.

. Oblicz pochodne niewlasciwe w punkcie zg funkcji:

a)y=+/lzr—2,z0=2:b)y=vV1—2a% z9=1;¢) y =z, 10 =0.

Jaks informacje o wykresie odpowiedniej funkcji mozesz stad wywnioskowac?

. Wskaz punkty, w ktorych funkcja nie jest rézniczkowalna (o ile takie istnieja). W punk-

tach nier6zniczkowalnosci oblicz wartosci obu pochodnych jednostronnych.
a)y=lz+2;b)y=|2"+2| y=z"+2%; d)y=zla|

Wykaz, ze jesli funkcja rozniczkowalna f spelnia warunki f(a + b) = f(a)f(b) oraz
1'(0) =1, to f' = f. W przysztosci pokazemy, ze jedyna taka funkcja jest y = e®.

VY

Pokaz, ze funkcja f(x) = zsin(1/z) dla = # 0, f(0) = 0 nie jest rézniczkowalna w
punkcie zero. Czy ma w tym punkcie pochodne jednostronne? A niewtasciwe?

Wyraz za pomoca pochodnej zwiazek pomiedzy polem kota a obwodem okregu oraz
pomiedzy powierzchnig kuli a jej objetoscia. Zakladajac, ze podobny zwiazek zachodzi
takze w wyzszych wymiarach znajdz powierzchnie¢ kuli czterowymiarowej, wiedzac, ze
jej objetosé wynosi 72 /2.

Pokaz, ze styczna poprowadzona do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie P = (a, f(a))
przecina o$ Ox w punkcie o wspolrzednej x-owej

., @
(@)

a) Zapisz ten wzor dla funkcji y = 22 — 2.

a

b) Rozwazmy ciag okreslony warunkami zo = 1, x,4+1 = 2. Oblicz kilka poczatkowych
jego wyrazéw i odgadnij jego granice.

¢) Znajdz w podobny sposéb przyblizona wartosé pierwiastka rownania z3 + z = 3.
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Lista 7 - Obliczanie pochodnych

. Oblicz pochodng korzystajac z podstawowych wzoréw:

a)y=2*—x+1; b)y=a/r; ) y==1xe d)y=2’Inz
3 T
x> +1 Inx rx+e 1+ Inx
) y= 57 Jy=—-1 8y=_——_ hNy=7-73

. Korzystajac ze wzordéw na pochodne eksponenty e”, logarytmu naturalnego oraz wzoru

na pochodna funkcji ztozonej wyprowadz wzory na pochodna;:

a) y = a"; b) y = log, x, gdzie a dodatnie, rézne od 1.

. Oblicz pochodng korzystajac ze wzoru na pochodng funkcji ztozone;j:

a)y=e"; b)y=(1+2%)% c)y=I(@?+1); d)y=(zr+hz)?

14+
e)y=In(l+¢e*); fHy=v1i+z% g y=Ihvr+a? h)y:,/m.

. Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkcji

1+z : e’ —1 .
a)y = a2 Y punkcie (=1, f(=1)); b)y= e punkcie (0, f(0));
¢) y = In(z? + 1) w punkcie (1, f(1)); d) y =Inlnz w punkcie (e, f(e)).

2

. Sprawdz, ze (sin? z)’ = sin 2. Wywnioskuj stad wzor na pochodng cos? z.

. Oblicz pochodne funkcji:

sinx

a) y = x cosw; b)y= ; ¢) y = (sinx +cosw)?; d)y = tgx;
x
e)y =xarctanz; f)y=sin®z+cosz; g)y= a: ; h) y = arctan? z.
arcsin

Znajdz rownanie stycznej do wykresu y = tgz w punkcie (7w/4,1). Wywnioskuj z niego
réwnanie stycznej do wykresu y = arctgxz w punkcie: a) (1,7/4); b) (=1, —x/4).

. Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = /1 — 22 w punkcie (v/2/2,1/2/2)

dwiema metodami: a) geometrycznie; b) algebraicznie.

. Zalézmy, ze f jest rozniczkowalna. Korzystajac z definicji wyprowadz wzér na pochodna

funkeji: a) y = f(z%); b) y = f(e).

R

W jakim punkcie styczna do wykresu funkcji y = v/2x — 22 jest rownolegta do:
a) osi Ox; b) prostej y = x; ¢) osi Oy?

Wyprowadz wzér na pochodng y = /1 + x2 nie korzystajac ze wzoru na pochodna
funkcji ztozonej. Wsk. Skorzystaj ze wzoru na pochodna iloczynu.

Korzystajac ze wzoru na pochodng y = 2™ dla wyktadnikéw naturalnych oraz wzoru
na pochodna funkeji odwrotnej znajdz pochodng y = /z. Wywnioskuj stad wzor na
pochodna y = % dla wymiernych wyktadnikéw.
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Lista 8 - Monotonicznosé, ekstrema i wypuktosé

. Uzasadnij, ze funkcja y = 23 + 22 + x + 1 jest rosnaca.
. Naszkicuj wykres wielomianu: a) y = 3 — 3z + 1; b) y = 2* — 422 — 4z.

. Znajdz ekstrema podanych funkcji i okresl ich rodzaj:

a) z(x+1)% byy=+val+a?+1;, c)y= 1:2; d) y = 2?Inz; e)y:x—w.
x — e
. Znajdz ekstrema i przedzialy monotonicznosci:
2 141
a)y=x2+1; b) y = zV4 — 2% O y=—"L Q) y=—ot—da? 43
x? — T

2
f)y:xQ—i-E; g)y=(2>-32+2)!% h)y=(z+1)e% i)y=vVa2+1-2Vz+1.

. Naszkicuj wykres funkcji:

+1 41 —1
a)y:x—l— ; b)y:x+ ;o c)y=zxe ¥ d)y= L; e) y=xv3—2x.
x x z+1

. Znajdz najwieksza i najmniejsza warto$é¢ funkeji:

a) y = 223 + 322 — 12z + 1 na przedziale [0,3]; b) y = x + |22 — 1| na przedziale [—1, 4].

Znajdz liczbe pierwiastkéw rownania 22 — 622 + 92 — 6 = 0.

. Zmajdz zbiér wartosci i liczbe rozwiazan rownania f(x) = m dla funkcji:

w?+r+1 1 1 1 1 1 1

x2—x+1’ )y m—1+$—2+$—3 ©)y x2—1+x2—4+x2—9

a)y =

. Niech V(r) oznacza objetos¢ walca o podstawie r wpisanego w kule jednostkowa.

a) Naszkicuj wykres funkeji V' (r).

b) Znajdz najwieksza wartos¢ i zbior jej wartosci.

Podaj przyktad funkcji wszedzie dodatniej:

a) rosnacej i wypuklej;  b) rosnacej i wklestej;
c¢) malejacej 1 wypuklej; d) malejacej i wkleste;j.

Zmajdz przedzialy wypuktosci i punkty przegiecia funkcji:

9 2 -1
c)y:x ; d)y=zlnz; e)y=xze”.

3 2
— 622 b — .
a) z° —62% b)y oY "

Korzystajac z wypuktosci odpowiednich funkcji uzasadnij nieréwnosé:

a)e® >1+x; b)ln(l+zx) <z c)sinz <z dla dodatnich .

Zilustruj nieréwnosé szkicujac fragmenty wykreséw obu poréwnywanych funkcji.

Y

Nie korzystajac z kalkulatora rozstrzygnij, ktora z liczb jest wicksza: €™ czy w¢7

Pokaz, ze dla funkcji rozniczkowalnej f zachodzi réownosé f'(x) = [In f(z)]'f(z). Nasz-
kicuj wykres funkcji y = x*.

Znajdz wszystkie mozliwe odleglogci punktu paraboli ¥y = 2 — 22 od poczatku uktadu
wspoirzednych.



Lista 9 - Aproksymacje, wzér Taylora i reguta de I’Hospitala
. Korzystajac z rézniczki oblicz przyblizona wartosé:

a) v/3,9: b)Inl,1; c¢)sin3; d) tgl.
Poréwnaj z wartosciami doktadnymi.
. 7 twierdzenia Lagrange’a wynika, ze przy odpowiednich zalozeniach
f(@) = f(a)+ f'(0)(z — a).

Zmajdz c o ktérym tu mowa w przypadku funkcji:

a) f(z) =a2% oraza=1,2=2; b) f(x)=lnzxoraza=1,1=ce.

. Zapisz cztery kolejne przyblizenia taylorowskie dla f(z) = 2% + 222 + 3z + 4:
a) wokol a = 0; b) wokol a = 1.

. Oblicz przyblizona wartos¢ 1/e sumujac pie¢ poczatkowych skladnikéw rozwiniecia
Maclaurina dla odpowiedniej funkcji. Oszacuj btad przyblizenia.

. Korzystajac ze wzoru Taylora uzasadnij przyblizenie

Oszacuj btad przyblizenie przy zalozeniu, ze |z| < 7/2.
. Znajdz:
a) trzy pierwsze wyrazy rozwiniecia Maclaurina dla y = /1 + z;

b) rozwiniecie Maclaurina dla funkcji y = In(1 + ).

. Korzystajac z reguty de I’Hospitala oblicz granice:

| t sinl "
a) lim ——" b) lim are g:z:; ¢) lim o nm; d) lim x—;
r—1lx—1 z—=0 T z—1 Inzx z—o0 e¥
1 1 . . 3
e) lim zln?z; f) lim (— — = ); g) lim w; h) lim s?ngx :
=0+ z—0 \sihnx T z—=0 T + tgw z—0 sin® x
in 22 1 2
i) lim w; j) lim z'/*; k) lim (1 + sinx)l/w; 1) lim oS 2T
z—0 arcsinw T—00 z—0 a—m (r — )2

. Korzystajac z rozwiniecia eksponenty odgadnij granice

e —x—1

lim 3

z—0 X
i sprawdz wynik korzystajac z reguty de 'Hospitala.

1
. Naszkicuj wykres funkeji: a) y = H; b) y=zlnz.
x

VY

. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a wykaz, ze jesli f' = f, to f(z) = Ce”.

. Uzasadnij, ze blad aproksymacji f(x) ~ f(a) + f'(a)(x — a) jest réwny co najwyzej
iloczynowi polowy maksimum drugiej pochodnej na przedziale [a,z] (badZ [x,a]) i
kwadratu jego dlugosci. Podaj analogiczne oszacowanie btedu aproksymacji f(x) =

fla)+ f'(a)(x — a) + f"(a)/2(z — a)*.

. Odgadnij asymptoty funkcji y = In(1 + e”) i sprawdz swoje przypuszczenia za pomoca
obliczen. Czy wykres przecina ktérakolwiek z asymptot?
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Lista 10 - Catka oznaczona i wzér Newtona-Leibniza

. Oblicz podang catke przyblizajac ja za pomoca sumy prostokatow:

1 1 2
a)/ x dx; b)/ 22 dz;  c)* d—x
0 0

1 X

Wsk.: b) zachodzi ré6wnosé 12 4+ 22 + ... +n? = n(n + 1)(2n + 1)/6; ¢) dobierz punkty
podziatu tak, aby tworzyly ciag geometryczny.

. Korzystajac z geometrycznej interpretacji catki oznaczonej oblicz calki:

a%é%ﬂab)421+x—2DM3(ﬁéle—ﬁda d)42¢mpﬂﬂm;

. Korzystajac ze wzoru Newtona-Leibniza oblicz:

1 ™ 2 gy 1
a) / z"dzx; D) / sinxdz; c¢) —; d) / e’ dx.
0 0 1z -1

. Oblicz pole figury:

a) ograniczonej parabola y = 22 — 4 oraz osig Oxz;

b) tukiem sinusoidy y = 1+ cosz, —m < x < 7 i osia Ox.

. Znajdz $rednig warto$é¢ funkcji na wskazanym przedziale:

2

a) ° na [0,a]; b)sinz na [0,7]; c¢)cosx na [0,7]; d)lnz na [1,e].

. Oblicz przyblizona wartosé catki

2 dx
T
dzielac przedzial na 4 réwne odcinki i biorac wartosci: a) w lewych koncach przedziatu;

b) w $rodkach przedziatu. Poroéwnaj z wartoscia doktadna.

Aproksymujac pole pod wykresem y = 1/ za pomoca prostokatow wykaz, ze suma

IRUEEE SR
2737 Ty

rézni sie od Inn o mniej niz 1.

. Wyraz za pomocs funkcji f pochodng funkcji F*:

1 x 22
3 F@) = [ fde v P = [ s o Fa) = [ o

—x

VY

s
. Nie korzystajac ze wzoru Newtona-Leibniza oblicz / sin? z dz.
0

Oblicz

) i L b) 1 SR
a) lim =) im =)
nsoo\n24+1 n24+4 nZ+4+n?2)’ nsoo\n+1 n-+2 2n

s
Oblicz / sin z dx bezposrednio z definicji, korzystajac ze wzoru na sume
0

(n+1)a
2

no

2

sin sin

sino +sin2a + ...+ sinno =

3 (0%
Sin bl



10.

11.

Lista 11-12 - Techniki catkowania

dfC e =
e)/achaac7 f)/ x? dz;
a) /a:sin:cdw; b) /xez‘” dx;

a)/ xe” dx;
1

. Oblicz ponizsze calki nieoznaczone:

2) /2xdi1: b & ix2)3; C)/

af/wéflus b[/;???

xdr (22 4+ 3) dz
e)/x2+4 )/‘:ﬁ+1 ’ g)/aﬂ+
. dx o 2z dx R dx
V) ermiy V) ereerio ¥ &y

. Oblicz catke:

3+1 ‘11
a) /Tda:; b) /$ + dz;
41 z+1

. Korzystajac z catkowania przez podstawienie znajdz calki:

) [eorian b [ VT

)/ exdac.
& 14 e2e’

. Korzystajac z catkowania przez czesci znajdz catki:

c) /a:2 Inz dz;

. Korzystajac ze wzoru Newtona-Leibniza oblicz:

/ xmdﬂc c/

1

St d>/<

. Roz167z na utamki proste i znajdz catke nieoznaczona:

T dr

h)

c)/:z:\/4—:1:2da:; d) /a:sinx2da:;

Vo dz.
1+«

d) /arctgwda:;
e)/aczexdx; f) /ezxsinxdm; g)/exsinxcos:cdm; h) /warcsinxdw.

1
Inz dz; / xrarctg xdx.
0

1+22)3°

C)/ (aﬁ-l x+2. /

(2z + 1)d:1:

241 xt
c)/$21dx, d)/(gg1

Oblicz catki z funkcji trygonometrycznych:

a) /tgmdaj; b) /COSQ.de; c) /sin3

e)/sinstinxdm; f)/sin:ccosSa:dx; g)/cos2azcos4xdaz; h)/ -

. Pamietajac, ze (tgx)’ = 1+ tg2x oblicz /th xdx.

x+1’

43:

xdx;

jac z tej catki pokaz, ze pole kota 2% + 3% < 1 jest rowne 7.

Pokaz, ze jesli t = tg(xz/2), to

1—¢2

COsST —

14 ¢2’

sinz =

Korzystajac z podstawienia ¢t = tg(x/2) oblicz catke:

/

dzx

14 cosxz+sinz’

2t

1427

D
JES

x? dx

1

ottt

T dr

42 + 1’
xdx

4 —

)z —2)

d)

cos* z du;
dx

sinz’

. Znajdz calke nieoznaczong / V1 — 22 dx za pomocg podstawienia x = sint. Korzysta-



12. Oblicz catke z funkcji 1/ sin z:

a) kontynuujac obliczenia
/ dx B / sin xdx _/ sin xdx .
sinx sinr ) 1—cos?2z

b) korzystajac z podstawienia t = tg(x/2).

13. Oblicz ponizsza calke kontynuujac obliczenia:

e, I T

R

14. Wyprowadz zaleznosé
/x" coszdr = z"sinx — n/m"l sinz dz.

15. Funkcje hiperboliczne definiujemy wzorami

x — xT —X

e’ +e . et —e
coshr = ——, sinhez = ———
2 2

a) Podaj przyktady analogii (tozsamosci, pochodne, calki) pomiedzy funkcjami hiper-
bolicznymi a trygonometrycznymi.

b) Czy funkcje hiperboliczne sa ograniczone? okresowe?

c) Sprawdz, ze kazdy punkt postaci (4 cosht,sinht) lezy na hiperboli 22 — y? = 1,
a takze (trudniejsza cze$¢ zadania), iz kazdy punkt tej hiperboli ma taka postac.

16. Korzystajac z podstawienia x = cosh ¢ oblicz catke

/\/1+x2da:.
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Lista 13 - Zastosowania catek oznaczonych

. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:

a)y=2x—2% v+y=0; b)y=a2>-1,y=1-2% clyr=1,y=z,y=0,2=2;
d) =0,y =arcsinz, y =7/2; e)y=2a?% z=y> fly=4—=x,y=2x.

. Oblicz pole obszaru ograniczonego elipsg 422 + 3% = 1.

. Oblicz objetos¢ i powierzchnie bryly utworzonej przez obrédt tuku sinusoidy y = sinx,

0 <z <7 wokot osi Ox.

. Korzystajac ze wzorow na objetosé i pole powierzchni bryly utworzonej przez obrot

wokét osi Oy oblicz objetosé i pole powierzchni bryly powstatej w wyniku obrotu wokot
tej osi:
a) odcinka y = #, 0 < < a; b) odcinka paraboli y = 2%, 0 < z < a.

Jak rozwiazaé¢ b) korzystajac z wzoréw na obrot wokot osi Ox?

. Korzystajac ze wzoru na dtugosé tuku:

a) oblicz dlugosé tuku y = zv/z, 0 <z < 1;
b) oblicz dtugosé tuku krzywej taiicuchowej y = (e* +e7%)/2, -1 <z < 1;
c) sprawdz, ze obwod okregu x2 + y% = 1 jest réwny 27.

Uwaga: W zadaniu c) pojawia sie catka niewlasciwa (wykraczajaca na niektorych
kierunkach poza program), ale nie ma to wptywu na obliczenia.

. Wyprowadz znane wzory na objetos¢ i pole powierzchni kuli o promieniu R.

Zmajdz wspoétrzedne srodka masy:
a) potkola ograniczonego tukiem 22 + y? = 1 i osia Oxz;

b) trojkata ograniczonego prostymi y = 2 — x, y = —2 + x oraz osia Oy.

RV

. Trabka Torricellego nazywamy powierzchnie powstala przez obrot krzywej y = 1/z,

x > 1 wokél osi Oz.

a) Pokaz, ze powierzchnia trabki jest nieskonczona, a jej objetosé skonczona.

b) Wypelniajac te trabke farba pomalujemy nieskonczona wewnetrzna powierzchnie za
pomocay skoriczonej ilosci farby. Wyjasnij ten paradoks.

Uwaga: W zadaniu tym operujemy tzw. caltka niewtasciwg. Doéé tatwo jest takiej caltce
nada¢ $cisty sens badz znalez¢ definicje w literaturze /Internecie.

. Oblicz powierzchnie torusa utworzonego przez obrét okregu 2 + (y — R)? =72 (R > r)

wokoél osi Ox. Sprawdz, ze powierzchnia ta jest réwna iloczynowi obwodu okregu tego
okregu przez droge, jaka przebywa jego $rodek.

Oblicz powierzchnie czaszy wycietej ze sfery z? + y? + 22 = 1 plaszczyzng z = a,
gdzie 0 < a < 1. Sprawdz, ze jest ona rowna powierzchni jej rzutu prostokatnego na
powierzchnie walca stycznego do tej sfery.



