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1. Wprowadzenie

1.1. O matematyce. Matematyka to przede wszystkim dowodzenie twierdze«, czyli
sztuka logicznego wyci¡gania wniosków. Najlepszym przykªadem jest geometria eukli-
desowa: kilka stwierdze« przyjmuje si¦ za pewniki � s¡ to aksjomaty albo postulaty � i
na ich podstawie tworzy si¦ teori¦ matematyczn¡, czyli zbiór twierdze«. J¦zyk matema-
tyki musi by¢ ±cisªy, tak, aby ka»dy mógª bez trudu go zrozumie¢ i sprawdzi¢ poprawno±¢
rozumowania.
J¦zyk matematyki nie mo»e odwoªywa¢ si¦ do intuicji: pozornie oczywiste stwierdze-

nia wymagaj¡ cz¦sto pracochªonnego uzasadnienia. Przykªadem niech b¦dzie twierdzenie
Jordana o krzywej : ka»da ci¡gªa linia zamkni¦ta na pªaszczy¹nie dzieli j¡ na dwie cz¦±ci,
z których jedna jest ograniczona (wn¦trze), a druga nieograniczona (zewn¦trze)∗. Dªugo
uznawano, »e fakt ten nie wymaga uzasadnienia, dopiero Bernard Bolzano dostrzegª po-
trzeb¦ ±cisªego dodwodu, który nast¦pnie zostaª podany przez Camille'a Jordana.
Z drugiej strony dowody matematyczne mog¡ by¢ bardzo atrakcyjne (mówi si¦ cz¦sto:

eleganckie). Najlepszym przykªadem jest chyba sªynny dowód twierdzenia Pitagorasa,
podany przez Bh	askar¦ drugiego i opatrzony wyª¡cznie komentarzem �Patrz!�. [[rysunek]]
Trzeba tu podkre±li¢, »e intuicja jest niezwykle wa»na w matematyce: pomaga stawia¢

prawidªowe hipotezy i znajdowa¢ wªa±ciwe argumenty. Nale»y jednak pami¦ta¢, by zawsze
sprawdza¢ to, co wydaje si¦ oczywiste∗∗.

1.2. O kursie. Tradycyjna (i precyzyjniejsza) nazwa kursu to Rachunek ró»niczkowy i

caªkowy. Celem zaj¦¢ jest zapoznanie Pa«stwa z poj¦ciem pochodnej i caªki, dwiema
operacjami na funkcjach rzeczywistych, czyli funkcjach odwzorowuj¡cych podzbiór zbioru
liczb rzeczywistych (najcz¦±ciej sum¦ przedziaªów) w zbiór liczb rzeczywistych. Ope-
racje te wprowadzone zostaªy przez Isaaca Newtona i Gottfrieda Leibniza pod koniec
XVII wieku. Podobne idee mo»na odnale¹¢ ju» w staro»ytno±ci w pracach Archimedesa.
J¦zyk matematyczny stosowany przez Newtona i Leibniza byª nieprecyzyjny i przez to
nie wszystkie uzyskane przez nich rezultaty byªy prawdziwe. Próby u±ci±lenia teorii po-
chodnej i caªki zako«czyªy si¦ sukcesem dopiero w XIX wieku i jest to sukces wielu
matematyków, m.in. Augustina-Louisa Cauchy'ego, Karla Weierstrassa i Bernharda Rie-
manna. Wspóªczesny, bardzo sformalizowany j¦zyk pochodzi ju» z XX wieku, o czym w
szczegóªach dowiedz¡ si¦ Pa«stwo na kursie Wst¦p do logiki i teorii mnogo±ci.
Cztery najwa»niejsze poj¦cia w rachunku ró»niczkowym i caªkowym, a zapewne i w

caªej analizie matematycznej, to ci¡gªo±¢ (oraz pokrewne poj¦cie granicy), pochodna,
caªka i liczba rzeczywista. Szczegóªowo zostan¡ one omówione pó¹niej, w tym miejscu
warto jednak zasygnalizowa¢, czym wªa±ciwie one s¡.

1.3. Ci¡gªo±¢. Jedna wielko±¢ zale»y od drugiej w sposób ci¡gªy, je±li odpowiednio maªa
zmiana pierwszej zmienia drug¡ tylko nieznacznie. Nie jest to precyzyjna de�nicja, ale
stanowi dobry punkt wyj±cia.
Stwierdzenie �druga zmienna zale»y od pierwszej� oznacza, »e druga zmienna jest funk-

cj¡ pierwszej zmiennej. Aby wyrazi¢ si¦ precyzyjnie, potrzebne s¡ oznaczenia: niech t
b¦dzie pierwsz¡ zmienn¡ (argumentem), za± f(t) drug¡ zmienn¡ (funkcj¡). Wygodnie
mie¢ przed oczami konkretny obraz: niech na przykªad t oznacza czas, w sekundach,
za± f(t) odlegªo±¢ przejechan¡ przez samochód, w metrach. Funkcja f jest ci¡gªa, je±li

∗Dla wielok¡tów i wielu innych linii dowód nie jest bardzo trudny. Ale linie mog¡ by¢ bardzo niere-

gularne! Hasªa do dalszej lektury: fraktale, krzywa Osgooda.
∗∗Autor niniejszych notatek na stwierdzenie �to jest oczywiste� zawsze odpowiada pytaniem �dlaczego�.
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odpowiednio maªa zmiana warto±ci zmiennej � na przykªad z t na t+h� oznacza maª¡
zmian¦ warto±ci funkcji � z f(t) na f(t+ h).
�ci±lej: dla dowolnie zadanej maksymalnej zmiany warto±ci funkcji ε > 0 mo»na dobra¢

maksymaln¡ zmian¦ warto±ci zmiennej δ > 0 tak, aby zmiana argumentu o mniej ni»
δ oznaczaªa zmian¦ warto±ci o mniej ni» ε: z warunku |h| < δ ma wynika¢ warunek
|f(t+ h)− f(t)| < ε.

Definicja 1.1. Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie∗ t, je±li dla dowolnego ε > 0 istnieje
δ > 0 o nast¦puj¡cej wªasno±ci: z warunku |h| < δ wynika |f(t+ h)− f(t)| < ε.

Sªowo o historii: autorem powy»szej epsilonowo-deltowej de�nicji jest Karl Weierstrass,
cho¢ wcze±niej podobne sformuªowanie podaª Bernard Bolzano. Cz¦sto nazywana jest ona
de�nicj¡ Cauchy'ego, mimo »e Augustin-Louis Cauchy stosowaª zamiast niej sformuªo-
wanie oparte na nieprecyzyjnym poj¦ciu wielko±ci niesko«czenie maªych∗∗.
Aby udowodni¢, »e dana funkcja jest ci¡gªa, trzeba dla dowolnego ε > 0 wskaza¢

odpowiedni¡ δ > 0 (lub przynajmniej udowodni¢ jej isntienie). Dla ±cisªo±ci: δ mo»e
zale»e¢ od warto±ci ε, funkcji f oraz argumentu t.

Przykªad. Funkcja f(t) =
√
t jest ci¡gªa w punkcie 1. Zachodzi bowiem

|f(1 + h)− f(1)| = |
√

1 + h−
√

1| =
∣∣∣∣ (1 + h)− 1√

1 + h+ 1

∣∣∣∣ =
|h|√

1 + h+ 1
.

Niech ε > 0 i niech δ b¦dzie mniejsz¡ z liczb ε i 1. Przy tym wyborze δ z warunku |h| < δ
wynika [[rysunek]]

|f(1 + h)− f(1)| = |h|√
1 + h+ 1

<
δ

0 + 1
= δ 6 ε.

Przykªad. Funkcja f(t) = 1
t
jest ci¡gªa w ka»dym punkcie swojej dziedziny. Zachodzi

bowiem

|f(t+ h)− f(t)| =
∣∣∣∣ 1

t+ h
− 1

t

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(t+ h)− t
(t+ h)t

∣∣∣∣ =
|h|

|t+ h| · |t|
.

Niech t 6= 0 oraz ε > 0. Wówczas istnieje δ > 0 taka, »e δ < |t|
2
oraz δ < 1

2
|t|2ε. Przy tym

wyborze δ z warunku |h| < δ wynika |t+ h| > ||t| − |h|| > |t| − |h| > |t| − |t|
2

= |t|
2
(dowód

pierwszej nierówno±ci to jedno z ¢wicze« na li±cie zada« nr 1) i wobec tego [[rysunek]]

|f(t+ h)− f(t)| = |h|
|t+ h| · |t|

<
δ

|t|
2
· |t|

=
2δ

|t|2
< ε.

Przykªad. Wielko±¢ btc, nazywana podªog¡ lub cz¦±ci¡ caªkowit¡ liczby t, jest zde�niowana
jako najwi¦ksza liczba caªkowita mniejsza lub równa t (czyli zaokr¡glenie t w dóª do
najbli»szej liczby caªkowitej). Funkcja f(t) = btc jest nieci¡gªa w punkcie 0. W istocie
dla ε = 1

2
nie istnieje taka δ > 0, dla której speªniony byªby warunek ci¡gªo±ci: je±li

|h| < δ i −1 < h < 0, to bhc = −1 i w takim razie [[rysunek]]

|f(0 + h)− f(0)| = |bhc − b0c| = | − 1− 0| = | − 1| = 1 > 1
2

= ε.

∗�Punkt� oznacza tu to samo, co �argument�.
∗∗Wielko±ci niesko«czenie maªe mo»na uj¡¢ w formalne ramy, zajmuje si¦ tym analiza niestandardowa,

lecz � zgodnie z nazw¡ � jest to teoria wykraczaj¡ca poza standardowy program studiów z matematyki,

a przy tym maj¡ca stosunkowo niewiele zastosowa«.
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Powy»sze trzy przykªady wiele mówi¡ o tym, jak nale»y przeprowadza¢ dowody ma-
tematyczne. Poj¦cie ci¡gªo±ci rozszerza si¦ w ró»nych kierunkach: rozwa»a si¦ funkcje
wielu zmiennych lub o warto±ciach na pªaszczy¹nie czy w przestrzeni (na przykªad we
wspomnianym twierdzeniu Jordana).
Jedn¡ z podstawowych wªasno±ci funkcji ci¡gªych jest wªasno±¢ warto±ci po±redniej,

nazywana zwykle w Polsce wªasno±ci¡ Darboux. [[rysunek]]

Twierdzenie 1.2. Je±li funkcja f jest ci¡gªa w ka»dym punkcie przedziaªu [a, b]
oraz y jest zawarte pomi¦dzy f(a) i f(b), to równanie f(t) = y ma rozwi¡zanie w
przedziale [a, b].

Kolejnym podstawowym twierdzeniem jest wªasno±¢ osi¡gania kresów. [[rysunek]]

Twierdzenie 1.3. Je±li funkcja f jest ci¡gªa w ka»dym punkcie przedziaªu [a, b], to
przyjmuje ona w tym przedziale warto±¢ najmniejsz¡ oraz warto±¢ najwi¦ksz¡.

Podobnie jak twierdzenie Jordana, powy»sze wªasno±ci wydaj¡ si¦ oczywiste; wymagaj¡
jednak dowodu. Ten na szcz¦±cie jest do±¢ ªatwy, cho¢ wymaga dokªadnego zrozumienia,
czym s¡ liczby rzeczywiste i wobec tego zostanie podany w cz¦±ci dotycz¡cej ci¡gªo±ci.

1.4. Pochodna. Je±li funkcja f(t) opisuje poªo»enie w czasie, to ±rednia pr¦dko±¢ w
przedziale czasowym [t, t+ h] wyra»a si¦ wzorem [[rysunek]]

g(h) =
f(t+ h)− f(h)

h
.

Gdy na przykªad f(t) = 1
2
t2, to

g(h) =
1
2
(t+ h)2 − 1

2
t2

h
= t+ h

2
.

�rodkowe wyra»enie nie jest okre±lone, gdy h = 0, ale ju» wyra»enie po prawej stronie
ma wtedy sens. Naturalne jest zatem rozszerzenie de�nicji g tak, aby g(0) = t.
Nie zawsze jest tak prosto: je±li f(t) = 2t, to wyra»enia

g(h) =
2t+h − 2t

h

nie sposób upro±ci¢ tak, by miaªo ono sens dla h = 0. Mimo to funkcj¦ g(h) mo»na
rozszerzy¢ (zadaj¡c odpowiedni¡ warto±¢ g(0)) tak, aby uzyska¢ funkcj¡ ci¡gª¡. Dowód
tego faktu zostanie podany w cz¦±ci dotycz¡cej pochodnych. [[rysunek]]
Warto±¢ g(0), która czyni z danej funkcji g(h) funkcj¦ ci¡gª¡ w punkcie 0, nazywana

jest granic¡ tej funkcji w 0 i oznaczana limh→ 0g(h). Je±li dla zadanej warto±ci t funkcja
(f(t+h)− f(t))/h zmiennej h ma granic¦ w punkcie 0, to opisuje ona pr¦dko±¢ chwilow¡

i nazywana jest pochodn¡ funkcji f w punkcie t.

Definicja 1.4. Funkcja f(t) jest ró»niczkowalna w punkcie t, je±li istnieje granica

f ′(t) = lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h
.

Interpretacj¡ geometryczn¡ pochodnej jest tangens k¡ta nachylenia stycznej do wykresu
funkcji f w punkcie (t, f(t)) � styczna jest w odpowiednim sensie granic¡ siecznych.
Spotykane oznaczenia pochodnej to pochodz¡ce od Newtona (i stosowane tutaj) f ′(t),
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wprowadzone przez Leibniza df
dt
, podobne zapisy d

dt
f(t) i ḟ(t), a tak»e zapis operatorowy

Df(t). Obliczanie pochodnej funkcji zadanej wzorem nazywane jest ró»niczkowaniem i
jest zazwyczaj czynno±ci¡ zaskakuj¡co ªatw¡.

1.5. Caªka. Zagadnienie odwrotne: wyznaczanie funkcji, je±li znana jest jej pochodna,
jest znacznie trudniejsze i nazywane jest caªkowaniem.

Definicja 1.5. Je±li funkcja g(t) jest pochodn¡ funkcji f(t), tj. g(t) = f ′(t), to
funkcja f(t) nazywana jest funkcj¡ pierwotn¡ lub caªk¡ nieoznaczon¡ funkcji g(t) i
oznaczana symbolem

∫
g(t)dt.

O ile ka»d¡ funkcj¦ zadan¡ �prostym wzorem� mo»na ªatwo zró»niczkowa¢, o tyle caªki
niektórych funkcji (na przykªad

√
t3 + 1) nie wyra»aj¡ si¦ �prostym wzorem�∗. Warto

wspomnie¢, »e (w odró»nieniu od pochodnej) caªka nieoznaczona nie jest wyznaczona
jednoznacznie: je±li f(t) jest caªk¡ g(t), to dla dowolnej staªej C funkcja f(t)+C równie»
jest caªk¡ g(t).
Jednym z zaskakuj¡cych zastosowa« caªki jest obliczanie pola pod wykresem funkcji:

pole trapezu krzywoliniowego zawartego pomi¦dzy przedziaªem [a, b] na osi poziomej i
poªo»onym nad tym przedziaªem odcinkiem wykresu funkcji g(t) dane jest wzorem f(b)−
f(a), gdzie f(t) jest caªk¡ nieoznaczon¡ z g(t). [[rysunek]] Wielko±¢ t¡ nazywa si¦ caªk¡

oznaczon¡ funkcji g(t) na przedziale [a, b].

Definicja 1.6. Je±li g(t) jest pochodn¡ f(t) na przedziale [a, b], tj. g(t) = f ′(t)
dla t ∈ [a, b], to wielko±¢ f(b) − f(a) nazywana jest caªk¡ oznaczon¡ funkcji g(t) na
przedziale [a, b] i oznaczana symbolem

∫ b
a
g(t)dt.

Aby zrozumie¢, dlaczego powy»sz¡ wielko±¢ mo»na interpretowa¢ jako pole trapezu
krzywoliniowego, trzeba odpowiedzie¢ na pytanie o to, czym wªa±ciwie jest pole takiej
�gury. Naturaln¡ de�nicj¡ wydaje si¦ graniczna warto±¢ pól �gur otrzymanych przez
przybli»anie prostok¡tami:∫ b

a

g(t)dt = lim
max{∆tk}→0

∑
k

g(tk)∆tk.

Nie precyzujemy teraz, jak rozumiemy granic¦ w powy»szym wzorze, powiemy tylko, »e
de�niuje on caªk¦ Riemanna, a równo±¢ caªki Riemanna i caªki oznaczonej nazywana jest
zasadniczym twierdzeniem rachunku ró»niczkowego i caªkowego. Dawniej sum¦ oznaczano
liter¡ S zamiast symbolu

∑
(pochodz¡cego od greckiej litery Σ), za± symbol caªki

∫
powstaª w wyniku stopniowego przeksztaªcania sposobu kre±lenia litery S.
Caªki nieoznaczone, oznaczone i Riemanna maj¡ mnóstwo innych zastosowa«, o których

wi¦cej zostanie powiedziane w cz¦±ci dotycz¡cej caªkowania.

1.6. Liczby rzeczywiste. W dowodzie wªasno±ci Darboux funkcji ci¡gªej potrzebna jest
nast¦puj¡ca wªasno±¢ kresów : je±li niepusty podzbiór A zbioru liczb rzeczywistych jest
ograniczony z góry, to ma kres górny, czyli istnieje liczba a o wªasno±ciach:

• x 6 a dla wszystkich elementów x zbioru A;
• je±li liczba b ma analogiczn¡ wªasno±¢, to a 6 b.

∗To zdanie jest ±cisªym twierdzeniem matematycznym: nie istnieje wzór opisuj¡cy
∫ √

t3 + 1 dt, cho¢

sk¡din¡d wiadomo, »e caªka istnieje.
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Faktu tego nie da si¦ udowodni¢, wykorzystuj¡c tylko prawa dziaªa« i nierówno±ci (wtedy
bowiem wªasno±¢ t¦ miaªyby te» liczby wymierne). S¡ dwa rozwi¡zania: mo»na przyj¡¢
to stwierdzenie za aksjomat, albo odpowiednio skonstruowa¢ zbiór liczb rzeczywistych
przy pomocy bardziej podstawowych poj¦¢.
Podej±cie aksjomatyczne (przedstawione w kolejnym rozdziale) wymaga mniej pracy,

ale nie gwarantuje istnienia zbioru liczb rzeczywistych. Konstrukcja jest bardziej praco-
chªonna, ale te» bardziej namacalna � jest tre±ci¡ ¢wiczenia dodatkowego na li±cie zada«
nr 2.
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2. Liczby rzeczywiste

2.1. Formalna de�nicja. Ten rozdziaª jest inny ni» wszystkie pozostaªe. Wszyscy intu-
icyjnie rozumiej¡, czym s¡ liczby rzeczywiste, ale dla peªnej ±cisªo±ci potrzeba formalnych
de�nicji. Dla porz¡dku: zbiór A jest ograniczony z góry, je±li istnieje x o nast¦puj¡cej
wªasno±ci: a 6 x dla wszystkich a ∈ A. Podobnie A jest ograniczony z doªu, je±li istnieje
x o wªasno±ci: x 6 a dla wszystkich a ∈ A.

Definicja 2.1. Liczby rzeczywiste to zbiór R, w którym wyró»niono dwa ró»ne ele-
menty 0 i 1, okre±lono dziaªania �+� i �·� oraz zadano porz¡dek �6� w taki sposób,
»e speªnione s¡ nast¦puj¡ce postulaty:

(R1) dziaªanie + jest przemienne i ª¡czne, 0 jest elementem neutralnym (tj. x+0 =
x), a ka»da liczba ma liczb¦ przeciwn¡ (tj. tak¡ liczb¦ −x, »e x+ (−x) = 0);

(R2) dziaªanie · jest przemienne i ª¡czne, 1 jest elementem neutralnym (tj. x ·1 = x
dla x 6= 0), a ka»da rózna od zera liczba ma liczb¦ odwrotn¡ (tj. tak¡ liczb¦
x−1, »e x · x−1 = 1);

(R3) dziaªanie · jest rozdzielne wzgl¦dem dziaªania + (tj. (x+y)·z = (x·z)+(y ·z));
(R4) porz¡dek 6 to relacja zwrotna (tj. x 6 x), antysymetryczna (tj. je±li x 6 y

oraz y 6 x, to x = y) i przechodnia (tj. je±li x 6 y oraz y 6 z, to x 6 z),
która dodatkowo speªnia warunek liniowo±ci (tj. x 6 y lub y 6 x);

(R5) dziaªania s¡ zgodne z porz¡dkiem (tj. je±li x 6 y, to x + z 6 y + z, za± je±li
0 6 x i 0 6 y, to 0 6 x · y);

(R6) je±li niepusty podzbiór A zbioru liczb rzeczywistych jest ograniczony z góry,
to ma kres górny, czyli istnieje liczba a o wªasno±ciach:
• x 6 a dla wszystkich elementów x ∈ A;
• je±li liczba b ma analogiczn¡ wªasno±¢, to a 6 b.

Warunek (R1) oznacza, »e zbiór R z dziaªaniem dodawania �+� jest grup¡ przemienn¡,
za± warunek (R2) � »e grup¡ przemienn¡ jest R \ {0} z dziaªaniem mno»enia �·�. Wa-
runki (R1)�(R3) oznaczaj¡, »e zbiór R z dziaªaniami �+� i �·� jest ciaªem liczbowym. Wa-
runek (R4) oznacza, »e R z relacj¡ �6� jest zbiorem liniowo uporz¡dkowanym. Wszystkie
warunki oprócz (R6) oznaczaj¡, »e R z dziaªaniami �+� i �·� oraz relacj¡ �6� jest ciaªem
uporz¡dkowanym. Warunek (R6) nosi nazw¦ warunku zupeªno±ci Dedekinda.
Kres górny zbioru A nazywany jest te» supremum A i oznaczany supA. Analogicznie

zde�niowa¢ mo»na kres dolny A, nazywany in�mum A i oznaczany inf A. Nie trzeba
zakªada¢ istnienia in�mum zbiorów ograniczonych z doªu, jest to konsekwencja aksjoma-
tów (R1)�(R6) (jest to ¢wiczenie na li±cie zada« nr 2).
Oczywi±cie stosowany b¦dzie zapis x− y zamiast x + (−y), xy zamiast x · y oraz x/y

lub x
y
zamiast x ·y−1. Ponadto x < y oznacza x 6 y i x 6= y, x > y za± to samo, co y 6 x;

podobnie x > y to inny zapis y < x. Dzi¦ki ª¡czno±ci wolno pisa¢ na przykªad x+ y + z;
tradycyjnie te» x ·y+z oznacza (x ·y)+z. Ponadto x2 = x ·x, x3 = x ·x ·x itd. Wszystko
to wydaje si¦ oczywiste, ale jest elementem formalnej de�nicji stosowanych tu oznacze«.
Z aksjomatów (R1)�(R6) mo»na wywnioskowa¢ wszystkie dobrze znane wªasno±ci zbioru

liczb rzeczywistych, cho¢ nie zawsze jest to ªatwe. Kilka ¢wicze« na ten temat znajduje
si¦ na li±cie zada« nr 2, ilustracj¡ jest poni»szy przykªad. Tego typu rozwa»ania nie s¡
gªównym tematem kursu, ale warto cho¢ raz si¦ z nimi zmierzy¢.
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Twierdzenie 2.2. Zachodzi 0 < 1.

Dowód. Dowód jest zadziwiaj¡co skomplikowany i skªada si¦ z kilku cz¦±ci:

• element przeciwny jest wyznaczony jednoznacznie; w istocie, je±li a + x = 0 oraz
b+ x = 0, to a = a+ 0 = a+ b+ x = b+ a+ x = b+ 0 = b;
• element neutralny dodawania jest wyznaczony jednoznacznie; w istocie, je±li dla
wszystkich x zachodzi x+ a = x i x+ b = x, to a = a+ b = b;
• 0 · x = 0; w istocie, 0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x+ 0 · x, sk¡d 0 = 0 · x;
• (−1) ·x = −x; w istocie, x+ (−1) ·x = 1 ·x+ (−1) ·x = (1 + (−1)) ·x = 0 ·x = 0,
zatem (−1) · x jest elementem przeciwnym do x;
• −(−x) = x; w istocie, x z de�nicji jest elementem przeciwnym do −x;
• (−1) · (−1) = 1; w istocie, (−1) · (−1) = −(−1) = 1;
• je±li x 6 0, to −x > 0; w istocie, x 6 0 oznacza x + (−x) 6 0 + (−x), czyli

0 6 −x;
• x · x > 0; w istocie, je±li x > 0, to x · x > 0; je±li za± x 6 0, to −x > 0, wi¦c
x · x = 1 · x · x = (−1) · (−1) · x · x = (−x) · (−x) > 0.

Pozostaje zauwa»y¢, »e 1 = 1 · 1 > 0, za± z de�nicji 1 6= 0. �

W dalszej cz¦±ci wªasno±ci liczb rzeczywistych znane ze szkoªy ±redniej b¦d¡ wyko-
rzystywane bez szczegóªowego dowodu (takiego jak powy»ej), czasem tylko szkic dowodu
b¦dzie podany w formie uwagi. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e wszystkie te wªasno±ci mo»na
wyprowadzi¢ wprost z aksjomatów. Wa»ne te» jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.3. Zbiór liczb rzeczywistych istnieje (tj. mo»na skonstruowa¢ zbiór
i dziaªania o po»¡danych wªasno±ciach przy pomocy metod logiki i teorii mnogo±ci).

Dowód (konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych) jest ¢wiczeniem dodatkowym na li±cie
zada« nr 2.

2.2. Liczby naturalne i zasada indukcji. Formalna de�nicja zbioru liczb naturalnych
jest nieco nienaturalna. Mo»liwa jest te» de�nicja nie odwoªuj¡ca si¦ do poj¦cia zbioru
liczb rzeczywistych (pochodz¡ca od Peana), a tak»e konstrukcja wykorzystuj¡ca wyª¡cz-
nie zbiór pusty i proste operacje na zbiorach (pochodz¡ca od von Neumanna).

Definicja 2.4. Liczby naturalne to podzbiór N zbioru R o nast¦puj¡cych wªasno-
±ciach:

(a) 1 nale»y do N;
(b) je±li n ∈ N, to n+ 1 ∈ N;
(c) dowolny podzbiór A zbioru R o powy»szych dwóch wªasno±ciach zawiera N.

Dowód poprawno±ci de�nicji. Niech B b¦dzie cz¦±ci¡ wspóln¡ wszystkich zbiorów A ⊆ R
o wªasno±ciach: 1 ∈ A; je±li n ∈ A, to n + 1 ∈ A. Wówczas 1 ∈ B oraz je±li n ∈ B,
to n + 1 ∈ B. Ponadto B jest podzbiorem ka»dego zbioru A ⊆ R o tych wªasno±ciach.
Zatem B jest zbiorem liczb naturalnych. �

Pozornie oczywistym, ale bardzo wa»nym twierdzeniem jest poni»sza zasada indukcji.
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Twierdzenie 2.5. Niech ϕ(n) oznacza pewne zdanie dotycz¡ce liczby n ∈ N. Je±li
ϕ(0) jest prawdziwe, a ponadto dla ka»dego n ∈ N prawdziwa jest implikacja: z ϕ(n)
wynika ϕ(n+ 1), to ϕ(n) jest prawdziwe dla ka»dego n ∈ N.

Dowód. Niech A b¦dzie zbiorem tych liczb naturalnych, dla których ϕ(n) jest prawdziwe.
Z zaªo»enia 0 ∈ A oraz je±li n ∈ A, to n + 1 ∈ A. Z de�nicji zbioru liczb naturalnych
zachodzi N ⊆ A. Ale A ⊆ N, zatem A = N. �

Przykªad. Dla ka»dej liczby naturalnej n zachodzi 2n > n.
W istocie, dla n = 1 zachodzi 2n = 2 > 1 = n. Je±li za± dla pewnego n ∈ N zachodzi

2n > n (zaªo»enie indukcyjne), to 2n+1 = 2n + 2n > 2n + 1 > n+ 1 (ostatnia nierówno±¢
wynika z zaªo»enia indukcyjnego, za± �oczywista� nierówno±¢ 2n > 1 formalnie te» ma
dowód indukcyjny: 20 = 1 oraz je±li 2n > 1, to 2n+1 = 2 · 2n > 2 · 1 > 1). Dowodzona
nierówno±¢ wynika zatem na mocy zasady indukcji.

Cz¦sto wykorzystywa¢ b¦dziemy zbiór nieujemnych liczb caªkowitych N0 = N ∪ {0}.
Te» ma on wªasno±¢ indukcji, jest bowiem najmniejszym zbiorem, który zawiera 0 i wraz
z ka»dym swoim elementem n zawiera element n+ 1. Ogólniej: indukcj¦ mo»na zaczyna¢
od dowolnej liczby naturalnej, a nawet caªkowitej.

Twierdzenie 2.6. Niech ϕ(n) oznacza pewne zdanie dotycz¡ce liczby n ∈ N i niech
N b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Je±li ϕ(N) jest prawdziwe, a ponadto dla ka»dego
naturalnego n > N prawdziwa jest implikacja: z ϕ(n) wynika ϕ(n + 1), to ϕ(n) jest
prawdziwe dla ka»dego naturalnego n > N . W niniejszym twierdzeniu mo»na zast¡pi¢
zbiór N zbiorem N0.

Dowód. Niech ψ(k) oznacza zdanie ϕ(N − 1 + k). Wówczas ψ speªnia zaªo»enia zasady
indukcji, a wi¦c ψ(k) zachodzi dla ka»dego k ∈ N. St¡d ϕ(n) zachodzi dla ka»dego
naturalnego n > N . �

W powy»szym dowodzie wykorzystano nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ liczb naturalnych: je±li
n > m, n,m ∈ N, to n−m ∈ N. Na marginesie warto zauwa»y¢, »e formalny dowód tej
wªasno±ci jest »mudny (i przynale»y raczej do kursu Wst¦p do logiki i teorii mnogo±ci ; w
skrócie: dowodzi si¦, »e (1) n ∈ N wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1 lub n− 1 ∈ N; (2) dla
ka»dego n ∈ N z warunków m ∈ N, m < n wynika n −m ∈ N). Inne bardzo u»yteczne
(i dobrze znane) fakty to: n > 1 dla n ∈ N; je±li n,m ∈ N i n > m, to n > m + 1; je±li
n,m ∈ N, to n + m ∈ N i n ·m ∈ N (wybrane wªasno±ci s¡ tre±ci¡ niektórych ¢wicze«
na li±cie zada« nr 2).

Przykªad. Dla ka»dej liczby naturalnej n > 4 zachodzi 2n > n2.
W istocie, dla n = 4 zachodzi 2n = 16 = n2. Je±li za± dla pewnego naturalnego n > 4

zachodzi 2n > n2 (zaª. ind.), to 2n+1 = 2 · 2n > 2n2 > (n + 1)2 (pierwsza nierówno±¢
wynika z zaªo»enia indukcyjnego, drugiej nierówno±ci mo»na za± dowie±¢ nast¦puj¡co:
2n2 − (n+ 1)2 = n2 − 2n− 1 > 4n− 2n− 1 = 2n− 1 > 0).

Wa»nym twierdzeniem równowa»nym zasadzie indukcji jest nast¦puj¡ca zasada mini-

mum.

Twierdzenie 2.7. Ka»dy niepusty podzbiór zbioru liczb naturalnych ma element
najmniejszy.
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Dowód. Niech A b¦dzie podzbiorem N bez elementu najmniejszego. Niech B b¦dzie
zbiorem tych b ∈ N, dla których b 6 a dla wszystkich a ∈ A. Wówczas 1 ∈ B (bo
wszystkie liczby naturalne s¡ wi¦ksze lub równe 1). Przypu±¢my, »e b ∈ B, ale b+ 1 /∈ B,
a wi¦c b + 1 > a dla pewnego a ∈ A. Skoro b 6 a, to b = a (bo z nierówno±ci b + 1 > a
wynika b > a), a wi¦c a jest najmniejszym elementem A, wbrew zaªo»eniu. Zatem je±li
b ∈ B, to b+ 1 ∈ B.
Na mocy de�nicji N zachodzi B = N. Je±li wi¦c a ∈ A, to a + 1 ∈ N = B, sk¡d

a+ 1 6 a, sprzeczno±¢. Wobec tego A jest zbiorem pustym. �

Niezwykle wa»nym twierdzeniem o liczbach rzeczywistych jest nast¦puj¡cy rezultat,
nazywany czasem zasad¡ Archimedesa (bowiem w staro»ytno±ci Eudoksos wprowadziª
nast¦puj¡cy postulat: ka»dy odcinek jest krótszy od pewnej wielokrotno±ci dªugo±ci ka»-
dego innego odcinka).

Twierdzenie 2.8. Nie istnieje dodatnia liczba rzeczywista mniejsza od wszystkich
liczb 1

n
, gdzie n ∈ N. Podobnie nie istnieje liczba rzeczywista wi¦ksza od wszystkich

liczb naturalnych.

�cisªy dowód tego twierdzenia jest tre±ci¡ dwóch ¢wicze« na li±cie zada« nr 3.

2.3. Rozkªad na czynniki pierwsze. Jednym z fundamentalnych poj¦¢ teorii liczb s¡
liczby pierwsze.

Definicja 2.9. Liczb¦ p ∈ N nazywa si¦ liczb¡ pierwsz¡, je±li p > 1 oraz ka»dy
rozkªad na czynniki p = n · m (gdzie n,m ∈ N) zawiera czynnik 1, tj. n = 1 lub
m = 1.

Twierdzenie 2.10. Ka»da liczba naturalna n > 1 jest iloczynem sko«czenie wielu
liczb pierwszych.

Dowód. Gdyby twierdzenie nie byªo prawdziwe, z zasady minimum istniaªaby najmniejsza
liczba naturalna k > 1, która nie jest iloczynem sko«czenie wielu liczb pierwszych. W
szczególno±ci k nie jest liczb¡ pierwsz¡, a wi¦c ma rozkªad k = n ·m, gdzie n,m ∈ N oraz
n > 1 i m > 1. St¡d n < k oraz m < k, czyli n i m s¡ iloczynami sko«czenie wielu liczb
pierwszych. Zatem i k = n ·m ma t¦ wªasno±¢, sprzeczno±¢. �

Dowód kolejnego twierdzenia, nazywanego twierdzeniem o jednoznaczno±ci rozkªadu

na czynniki pierwsze albo zasadniczym twierdzeniem arytmetyki, stanowi tre±¢ ¢wiczenia
dodatkowego na li±cie zada« nr 2. Ten pozornie oczywisty wynik jest nieoczekiwanym
wnioskiem z (rozszerzonego) algorytmu Euklidesa znajdowania najwi¦kszego wspólnego
dzielnika.

Twierdzenie 2.11. Rozkªad na czynniki pierwsze jest jednoznaczny: je±li n ∈ N
i n > 1, to istnieje wyznaczony jednoznacznie sko«czony ci¡g liczb pierwszych
p1, p2, . . . , pk taki, »e n = p1 · p2 · · · pk oraz p1 6 p2 6 . . . 6 pk.

2.4. Inne zbiory liczb. Poni»sze de�nicje przytoczone s¡ gªównie po to, by ustali¢
oznaczenia.
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Definicja 2.12. Przedziaªem sko«czonym o ko«cach a i b (gdzie a < b) nazywa si¦
ka»dy ze zbiorów

(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}, [a, b] = {x ∈ R : a 6 x 6 b},
[a, b) = {x ∈ R : a 6 x < b}, (a, b] = {x ∈ R : a < x 6 b}.

Przedziaªem niesko«czonym o ko«cu a nazywa si¦ ka»dy ze zbiorów

(a,∞) = {x ∈ R : a < x}, (−∞, a) = {x ∈ R : x < a},
[a,∞) = {x ∈ R : a 6 x}, (−∞, a] = {x ∈ R : x 6 a}.

Symbole ∞ i −∞ nie maj¡ tu »adnego matematycznego znaczenia. W szczególno±ci
nie s¡ to liczby rzeczywiste!

Definicja 2.13. Liczby caªkowite to zbiór Z liczb postaci n lub −n, gdzie n ∈
N0. Liczby wymierne to zbiór Q liczb postaci n/m, gdzie n ∈ Z, m ∈ N. Liczby

niewymierne to liczby rzeczywiste, które nie s¡ wymierne.

Zbiór N jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na dodawanie, zbiór Z � dodawanie i odejmowa-
nie. Zbiór Q jest uporz¡dkowanym ciaªem liczbowym: speªnia wszystkie postulaty R z
wyj¡tkiem ostatniego, o istnieniu kresów. Wszystkie te zdania s¡ twierdzeniami, których
dowody pomijamy.

Twierdzenie 2.14. (a) Ka»dy przedziaª o dªugo±ci wi¦kszej ni» 1 zawiera liczb¦
caªkowit¡.

(b) Ka»dy przedziaª zawiera zarówno liczb¦ wymiern¡, jak i liczb¦ niewymiern¡
(a wi¦c liczby te le»¡ g¦sto w R).

Dowód. Dla dowodu cz¦±ci (a), przypu±¢my, »e (a, b) jest przedziaªem dªugo±ci wi¦kszej
ni» 1, czyli b− a > 1. Je±li a < 0 < b, to (a, b) zawiera liczb¦ caªkowit¡ 0. Przypu±¢my,
»e 0 6 a oraz (a, b) nie zawiera liczby caªkowitej. Indukcyjnie dowodzimy, »e a jest
ograniczeniem z góry zbioru N0.
Oczywi±cie 0 6 a. Je±li n 6 a dla pewnego n ∈ N0, to n+ 1 6 a+ 1, a wi¦c n+ 1 < b.

Skoro jednak przedziaª (a, b) nie zawiera liczb caªkowitych, zachodzi n+ 1 6 a. Na mocy
zasady indukcji w istocie a jest ograniczeniem górnym zbioru N0.
Z zasady Archimedesa wynika jednak, »e N0 jest nieograniczony z góry. Wobec tego

przedziaª (a, b) musi zawiera¢ pewn¡ liczb¦ caªkowit¡. W przypadku, gdy b < 0, przedziaª
(−b,−a) zawiera liczb¦ caªkowit¡, a wi¦c równie» (a, b) zawiera pewn¡ liczb¦ caªkowit¡.
Udowodnimy teraz cz¦±¢ (b). Niech b > a i niech m ∈ N b¦dzie wi¦ksze ni» 1

b−a .
Przedziaª (ma,mb) ma dªugo±¢ wi¦ksz¡ od 1, zawiera wi¦c liczb¦ caªkowit¡ � niech
b¦dzie ni¡ n. Zachodzi wi¦c ma < n < mb, czyli n

m
∈ (a, b).

Podobnie przedziaª (a−
√

2, b−
√

2) zawiera liczb¦ wymiern¡ k
l
. Wobec tego k

l
+
√

2 ∈
(a, b). Zatem (a, b) zawiera liczb¦ wymiern¡ n

m
i liczb¦ niewymiern¡ k

l
+
√

2 (niewymier-
no±¢ ostatniej wynika z ¢wiczenia na li±cie zada« nr 2). �

Wiele obiektów w matematyce okre±la si¦ w sposób rekurencyjny, nazywany czasem
sposobem indukcyjnym: de�nicja odpowiadaj¡ca kolejnej liczbie naturalnej zale»y od
de�nicji dla liczby poprzedniej. �wietnym przykªadem jest pot¦gowanie: z formalnego
punktu widzenia liczba an dla a ∈ R oraz n ∈ N okre±lona jest wzorami a1 = a, an+1 =
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a·an. Na mocy zasady indukcji de�niuje to pot¦g¦ dla dowolnego naturalnego wykªadnika:
zbiór tych n ∈ N dla których an jest poprawnie okre±lone zawiera 1 oraz wraz z ka»d¡
liczb¡ n zawiera n+ 1, zatem jest caªym zbiorem liczb naturalnych.
Warto przy okazji podkre±li¢, »e de�nicja pot¦gowania z rzeczywistym wykªadnikiem

wykorzystuj¡ca wyª¡cznie postulaty liczb rzeczywistych (w szczególno±ci za± postulat o
istnieniu kresów) jest do±¢ skomplikowana. Podamy ±cisª¡ de�nicj¦ pó¹niej, gdy wprowa-
dzimy poj¦cie funkcji wykªadniczej exp i logarytmicznej ln. Je±li jednak wykªadnik jest
caªkowity, de�nicja jest caªkiem prosta: dla a ∈ R, a 6= 0 oraz n ∈ N okre±lamy a0 = 1,
a−n = (a−1)n (de�nicja ta jest poprawna, bowiem a−1 6= 0, oraz zgodna z oznaczeniem
a−1 dla n = 1). Znane ze szkoªy wªasno±ci: axay = ax+y, (ax)y = axy, axbx = (ab)x mo»na
dla x, y ∈ Z udowodni¢ metod¡ indukcji.

2.5. Kresy. Przypomnijmy: zbiór A jest ograniczony z góry, je±li istnieje liczba a ∈ R
o wªasno±ci x 6 a dla wszystkich x ∈ A. Tak¡ liczb¦ a nazywa si¦ ograniczeniem z góry

zbioru A. Element a ∈ A jest elementem najwi¦kszym zbioru A, je±li jest ograniczeniem
z góry zbioru A, a wi¦c x 6 a dla ka»dego x ∈ A. W tej sytuacji a jest jednocze±nie
kresem górnym zbioru A, czyli najmniejszym ograniczeniem z góry zbioru A.
Oczywi±cie zbiory nieograniczone nie maj¡ elementu najwi¦kszego. Nie wszystkie

zbiory ograniczone z góry taki element posiadaj¡ (przykªadem jest zbiór liczb ujemnych);
na mocy warunku zupeªno±ci Dedekinda wszystkie niepuste zbiory ograniczone z góry
maj¡ jednak kres górny.
Zbiór ogranicze« górnych danego zbioru, o ile nie jest zbiorem pustym, jest zawsze

przedziaªem jednostronnie niesko«czonym: je±li a jest ograniczeniem z góry zbioru A, to
ka»da liczba wi¦ksza od a te» ma t¦ wªasno±¢. Warunek zupeªno±ci Dedekinda orzeka, »e
zbiór ogranicze« górnych jest zawsze przedziaªem domkni¦tym, czyli maj¡cym element
najmniejszy.
Analogicznie mówi si¦ o zbiorach ograniczonych z doªu, ograniczeniach z doªu, elemen-

tach najmniejszych i kresach dolnych. Elementy najwi¦ksze i najmniejsze zbioru A, o
ile istniej¡, oznaczamy symbolami minA oraz maxA. Kresy za± oznaczamy przez inf A
(kres dolny, czyli in�mum zbioru A) oraz supA (kres górny, czyli supremum zbioru A).
De�nicj¦ kresu mo»na zapisa¢ na wiele sposobów. Liczba a = supA jest kresem górnym

lub supremum zbioru A, je±li:

(a) x 6 a dla wszystkich x ∈ A;
(b) je±li b ma wªasno±¢: x 6 b dla wszystkich x ∈ A, to a 6 b.

Drug¡ wªasno±¢ równowa»nie mo»na zapisa¢ w postaci

(b2) je±li b < a, to b < x dla pewnego x ∈ A,
lub jeszcze inaczej

(b3) je±li ε > 0, to a− ε < x dla pewnego x ∈ A,
Równowa»nie oba warunki mo»na zapisa¢ w bardziej geometrycznej postaci [[rysunek]]:

(a4) A ⊆ (−∞, a];
(b4) zbiór A ∩ (a− ε, a] jest niepusty dla dowolnego ε > 0.

W ostatnim warunku wystarczy rozwa»a¢ dowolnie maªe liczby ε > 0, tj. mo»na zast¡pi¢
ten warunek jeszcze innym:

(b5) zbiór A ∩ (a− ε, a] jest niepusty dla dowolnego ε ∈ (0, ε0),

gdzie E jest dowoln¡ ustalon¡ liczb¡ dodatni¡. W istocie, je±li A∩ (a− ε, a] jest niepusty
dla pewnego ε > 0, to jest niepusty dla wszystkich wi¦kszych warto±ci ε. Dodajmy na
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koniec, »e niektóre ostre lub sªabe nierówno±ci mo»na zast¡pi¢ nierówno±ciami innego
typu: zamiast warunku (b) mo»emy napisa¢ dowolny z poni»szych:

(b6) je±li b ma wªasno±¢: x < b dla wszystkich x ∈ A, to a 6 b;
(b7) je±li b < a, to b 6 x dla pewnego x ∈ A;
(b8) je±li ε > 0, to a− ε 6 x dla pewnego x ∈ A;
(b9) zbiór A ∩ [a− ε, a] jest niepusty dla dowolnego ε > 0;
(b10) zbiór A ∩ [a− ε, a] jest niepusty dla dowolnego ε ∈ (0, ε0),

gdzie ε0 jest dowolnie ustalon¡ liczb¡ dodatni¡. Tego typu kosmetyczne zmiany de�nicji
stosowa¢ b¦dziemy niezwykle cz¦sto przy omawianiu granic i nie b¦dziemy ich szczegóªowo
komentowa¢, dlatego dobrze teraz samodzielnie starannie przeanalizowa¢ równowa»no±¢
wymienionych wy»ej warunków.
Analogicznie wprowadza si¦ poj¦cie kresu dolnego: a = inf A jest kresem dolnym lub

in�mum zbioru A, je±li

(a) x > a dla wszystkich x ∈ A;
(b) je±li b ma wªasno±¢: x > b dla wszystkich x ∈ A, to a > b.

Znów, mo»liwe s¡ ró»norakie warianty.

Przykªad. Zbiór {1− 1
n

: n ∈ N} zawiera element najmniejszy 0 (bo 1− 1
n

= 0 dla n = 1

oraz 1 − 1
n
> 1 − 1

1
= 0 dla n > 1), nie zawiera za± elementu najwi¦kszego. Jego kres

górny to 1 (bo 1− 1
n
6 1 oraz dla dowolnego ε > 0 istnieje n ∈ N takie, »e 1− 1

n
> 1− ε

(równowa»nie: n > 1
ε
; istnienie takiego n wynika z zasady Archimedesa).

Przykªad. Niech A = {x + 2
x

: x ∈ (0,∞)}. Zbiór A jest nieograniczony z góry, bo
x+ 2

x
> x, zatem »adna liczba x > 0 nie jest ograniczeniem A z góry. Poniewa» x+ 2

x
=

2
√

2 + (
√
x −

√
2/x)2 > 2

√
2, zbiór A jest ograniczony z doªu przez 2

√
2. Równo±¢ w

ostatniej nierówno±ci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
√
x =

√
2/x, czyli x2 = 2, czyli

x =
√

2. Wobec tego A zawiera element najmniejszy 2
√

2.

Przykªad. Niech A = {x+ 2
x

: x ∈ Q ∩ (0,∞)}. Jak poprzednio, A jest nieograniczony z
góry i ograniczony z doªu przez 2

√
2. Liczba ta nie nale»y do A, bowiem x =

√
2 nie jest

liczb¡ wymiern¡ (jest to ¢wiczenie na li±cie zada« nr 2). Zachodzi jednak inf A = 2
√

2:
dla ε > 0 rozwi¡zaniem nierówno±ci x + 2

x
< 2
√

2 + ε jest pewien przedziaª zawarty w
(0,∞) (szczegóªy s¡ ªatwym ¢wiczeniem), który zawiera pewn¡ liczb¦ wymiern¡. Wobec
tego 2

√
2 + ε nie jest ograniczeniem z doªu zbioru A. [[rysunek]]

Przykªad. ZbiórR jest nieograniczony z góry i z doªu, nie ma wi¦c elementu najmniejszego
ani najwi¦kszego, nie ma te» kresów. Zbiór pusty ∅ te» nie ma elementu najmniejszego
ani najwi¦kszego oraz kresów, natomiast jest ograniczony z doªu i z góry przez dowoln¡
liczb¦ rzeczywist¡ (bowiem zdanie rozpoczynaj¡ce si¦ od sªów �dla ka»dego elementu
zbioru pustego� jest zawsze prawdziwe).

Przykªad. Kresem dolnym zbioru A = {n
√

2−bn
√

2c : n ∈ N+} jest 0, a kresem górnym
jest 1. Dowód jest do±¢ skomplikowany.
Oczywi±cie 0 jest ograniczeniem z doªu zbioru A. Niech x oznacza kres dolny A i

przypu±¢my, »e x > 0. Niech k = d 1
x
e. Wówczas 1

x
6 k < 1

x
+ 1, czyli 1 6 kx < 1 + x. W

szczególno±ci 1+x
k
> x. Niech a ∈ A speªnia warunek x 6 a < 1+x

k
. Wtedy 1 6 ka < 1+x.

Liczba a jest postaci n
√

2− bn
√

2c, zatem ka = kn
√

2− kbn
√

2c. Niech y = kn
√

2−
kbn
√

2c oraz z = kn
√

2 − bkn
√

2c. Wówczas y ∈ [1, 1 + x) oraz z ∈ [0, 1), zatem
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0 < y − z < 1 + x. Poniewa» y − z = kbn
√

2c − bkn
√

2c jest liczb¡ caªkowit¡, zachodzi
y− z = 1 i w zwi¡zku z tym z ∈ [0, x). Ale z ∈ A, wi¦c z > x � sprzeczno±¢! Zaªo»enie,
»e x > 0, musi by¢ zastem faªszywe.
Analogicznie (cho¢ nieco trudniej) dowodzi si¦ równo±ci supA = 1.
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3. Ci¡gi liczbowe (cz¦±¢ I)

3.1. De�nicje. Ci¡g liczbowy to po prostu niesko«czona lista liczb. Ci¡g taki mo»na
zada¢ wzorem (np. an = (1 + 1

n
)n); mo»na okre±li¢ go rekurencyjnie, (np. b1 = 1, bn+1 =

bn/2+1/bn lub c1 = c2 = 1, cn+2 = cn+1+cn); mo»na te» zde�niowa¢ wyrazy ci¡gu opisowo
(np. dn to liczba n-elementowych podzbiorów zbioru 2n-elementowego). Formalnie ci¡g
liczbowy de�niujemy nast¦puj¡co.

Definicja 3.1. Ci¡g (formalnie: niesko«czony ci¡g liczbowy) to funkcja a z N w R.
Warto±ci funkcji a nazywane s¡ wyrazami ci¡gu i oznaczane an = a(n), za± argumenty
n � indeksami. Zamiast a (oznaczenie funkcji, czyli caªego ci¡gu) dla przejrzysto±ci
pisze si¦ (an : n ∈ N) lub w skrócie (an)∗.

Definicja 3.2. Ci¡g (an) jest

• ograniczony z góry, je±li istnieje x o wªasno±ci: an 6 x dla wszystkich n ∈ N;
• ograniczony z doªu, je±li istnieje x o wªasno±ci: an > x dla wszystkich n ∈ N;
• ograniczony, je±li je±li jest ograniczony z doªu i z góry;
• rosn¡cy (lub niemalej¡cy), je±li an 6 an+1 dla wszystkich n ∈ N;
• malej¡cy (lub nierosn¡cy), je±li an > an+1 dla wszystkich n ∈ N;
• ±ci±le rosn¡cy, je±li an < an+1 dla wszystkich n ∈ N;
• ±ci±le malej¡cy, je±li an > an+1 dla wszystkich n ∈ N;
• monotoniczny, je±li jest rosn¡cy lub malej¡cy, za± ±ci±le monotoniczny, je±li
jest ±ci±le rosn¡cy lub ±ci±le malej¡cy.

Definicja 3.3. Ci¡g (an) ma dan¡ wªasno±¢ od pewnego miejsca lub dla dostatecznie

du»ych n, je±li wªasno±¢ ta jest speªniona przy dodatkowym zaªo»eniu, »e wszystkie
indeksy s¡ równe co najmniej danej liczbie k ∈ N. Na przykªad ci¡g jest rosn¡cy od

pewnego miejsca, je±li istnieje k ∈ N takie, »e an 6 an+1 dla wszystkich naturalnych
n > k.

Przykªad. Ci¡g o wyrazach 1
n
jest ograniczony (przez 0 i 1: 0 6 1

n
6 1) i ±ci±le malej¡cy

( 1
n
> 1

n+1
).

Przykªad. Ci¡g o wyrazach an = (n2 + 1)/(2n − 3) jest ograniczony z doªu przez −2:
a1 = −2, za± an > 0 > −2 dla n > 2. Ci¡g ten nie jest ograniczony z góry: dla n > 2
zachodzi an > n2/(2n) = n

2
, wi¦c gdyby (an) byª ograniczony z góry, to ograniczony z

góry byªby zbiór {n
2

: n ∈ N, n > 2}, który zawiera zbiór liczb naturalnych. Ci¡g (an) nie
jest ani rosn¡cy, ani malej¡cy: a1 < a2 > a3, ale jest ±ci±le rosn¡cy od pewnego miejsca.
Aby to wykaza¢, zapiszmy wpierw

an =
n2 + 1

2n− 3
=

1

4

(
2n+ 3 +

13

2n− 3

)
.

∗Jest to sposób zapisywania funkcji bez nadawania jej nazwy, np. ( 1n : n ∈ N) lub (x2 : x ∈ R). Inne

cz¦sto stosowane oznaczenie to N 3 n 7→ 1
n , R 3 x 7→ x2.
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St¡d otrzymujemy

an+1 − an =
1

4

(
2 +

13

2(n+ 1)− 3
− 13

2n− 3

)
=

1

4

(
2− 26

(2n− 1)(2n− 3)

)
=

1

2

(
1− 13

(2n− 1)(2n− 3)

)
.

Je±li n > 3, to (2n− 1)(2n− 3) > 5 · 3 = 15 > 13, a wi¦c an+1 − an > 0. Innymi sªowy,
(an) jest ±ci±le rosn¡cy od trzeciej pozycji.

Przykªad. Ci¡g o wyrazach (−1)n jest ograniczony (przez −1 i 1), lecz nie jest monoto-
niczny (nawet od pewnego miejsca).

Zauwa»my, »e ka»dy ci¡g rosn¡cy jest ograniczony z doªu, za± ka»dy ci¡g malej¡cy �
ograniczony z góry, a odpowiednim ograniczeniem jest wówczas pierwszy wyraz ci¡gu.
Aby to wykaza¢, wystarczy zauwa»y¢, »e je±li (an) jest ci¡giem rosn¡cym, to an > a1.
Formalny dowód tego faktu jest indukcyjny: oczywi±cie a1 > a1, za± z warunku an > a1

wynika an+1 > a1 (bowiem an+1 > an). Analogicznie gdy ci¡g (an) jest malej¡cy, to
an 6 a1.
Wiele podobnych wªasno±ci jest tre±ci¡ ¢wicze« na li±cie zada« nr 4.
Cho¢ w de�nicji ci¡gi s¡ numerowane liczbami naturalnymi, cz¦sto numerowanie b¦-

dziemy rozpoczynali od zera lub od innej liczby naturalnej. Na przykªad ci¡giem b¦-
dziemy nazywali funkcj¦ dan¡ wzorem an =

√
2n − n3, cho¢ jest ona okre±lona jedynie

dla n > 10 (oraz n = 1).

3.2. Zbie»no±¢. Motywacja: ci¡g jest zbie»ny, je±li kolejne wyrazy s¡ coraz lepszymi,
dowolnie dokªadnymi przybli»eniami pewnej liczby, nazywanej granic¡.

Definicja 3.4. Ci¡g (an) jest zbie»ny do x (inaczej: ma granic¦ x lub d¡»y do x),
je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje N takie, »e dla n > N zachodzi |an− x| < ε. Fakt ten
zapisuje si¦ w postaci

lim
n→∞

an = x.

Ci¡g, który nie ma granicy, nazywany jest rozbie»nym.

Liczba N mo»e zale»e¢ od ε (i oczywi±cie od samego ci¡gu (an)), ale nie mo»e zale»e¢
od n. Mo»na to interpretowa¢ w postaci gry: przeciwnik zadaje nam ε > 0, a my mamy
poda¢ odpowiedni indeks N .
Powy»sz¡ de�nicj¦ mo»na mody�kowa¢ (i uzyska¢ równowa»n¡ de�nicj¦) na kilka spo-

sobów:

• zamiast dowolnego ε > 0 mo»na rozwa»a¢ na przykªad tylko ε = 1
k
dla k ∈ N,

albo ε = 1
2k

dla k ∈ N, albo ε ∈ (0, ε0) dla dowolnie ustalonego ε0 > 0;
• warunek n > N mo»na zast¡pi¢ warunkiem n > N ;
• warunek |an − x| < ε mo»na zast¡pi¢ warunkiem |an − x| 6 ε;
• mo»na wymaga¢, by N byªo liczb¡ naturaln¡.

Dowód jest ¢wiczeniem wst¦pnym na li±cie zada« nr 5. Warunek |an − x| < ε oznacza
tyle, co x− ε < an < x+ ε, czyli an ∈ (x− ε, x+ ε). De�nicj¦ zbie»no±ci mo»na wysªowi¢
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nast¦puj¡co: ci¡g (an) jest zbie»ny do x wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ε > 0
warunek |an − x| < ε jest speªniony od pewnego miejsca.
Oczywi±cie je±li dwa ci¡gi s¡ równe od pewnego miejsca, to zbie»no±¢ jednego z nich

oznacza zbie»no±¢ drugiego � do tej samej granicy. Podobnie pomini¦cie lub dopisanie
sko«czenie wielu wyrazów ci¡gu nie wpªywa na zbie»no±¢ i granic¦, a pomini¦cie dowolnie
wielu wyrazów ci¡gu zbie»nego prowadzi do ci¡gu zbie»nego do tej samej granicy. Dowody
kilku tego typu faktów s¡ ¢wiczeniami wst¦pnymi na li±cie zada« nr 5.

Przykªad. Ci¡gi o wyrazach 1
n
, 1√

n
oraz (−1)n/n s¡ zbie»ne do zera (speªniaj¡ de�nicj¦

odpowiednio z N = 1
ε
, N = 1

ε2
oraz N = 1

ε
).

Przykªad. Ci¡g staªy jest zbie»ny do swej (staªej) warto±ci (speªniona de�nicja z N = 0).

Przykªad. Ci¡g o wyrazach (−1)n nie jest zbie»ny, bowiem dla dowolnego x de�nicja
zbie»no±ci nie jest speªniona: dla ε = 1 nie istnieje N takie, »e |an − x| < ε dla n > N ,
gdy» oznaczaªoby to |1 − x| < ε (istnieje parzysty n > N) oraz |−1 − x| < ε (istnieje
nieparzysty n > N), sk¡d 2 = |(1−x) + (1 +x)| < |1−x|+ |1−x| < 2ε = 2, sprzeczno±¢.

Przykªad. Ci¡g o wyrazach an =
√
n+ 1−

√
n jest zbie»ny do zera:

an =
√
n+ 1−

√
n =

(n+ 1)− n√
n+ 1 +

√
n
6

1√
n
,

zatem |an − 0| < ε je±li n > 1
ε2
.

Przykªad. Ci¡g o wyrazach an = n(
√
n2 + 1− n) jest zbie»ny do 1

2
:

an = n(
√
n2 + 1− n) =

n((n2 + 1)− n2)√
n2 + 1 + n

=
1√

1 + 1/n2 + 1
,

zatem an <
1
2
oraz an > 1/((1 + 1

n
) + 1) = n

2n+1
= 1

2
− 1

4n+2
> 1

2
− 1

n
; wystarczy wi¦c wzi¡¢

N = 1
ε
. (�atwiejszy dowód tego faktu wynika z twierdzenia o pierwiastkowaniu granic,

które jest tre±ci¡ ¢wiczenia na li±cie zada« nr 5).

Udowodnimy kilka prostych wªasno±ci granicy ci¡gu. W wielu twierdzeniach wyma-
gamy, by pewne warunki speªnione byªy od pewnego miejsca. Poniewa» jednak granica nie
zale»y od pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu, w dowodach b¦dziemy zakªadali, »e rozwa»ane
warunki speªnione s¡ dla wszystkich n.

Twierdzenie 3.5. Granica ci¡gu wyznaczona jest jednoznacznie.

Dowód. Je±li x < y i obie te liczby s¡ granicami ci¡gu (an), to dla ε = 1
2
(y − x) zachodzi

an ∈ (x − ε, x + ε) dla n > N1 oraz an ∈ (y − ε, y + ε) dla n > N2. Dla n wi¦kszego od
obu liczb N1 i N2 zachodzi an ∈ (x− ε, x+ ε) ∩ (y − ε, y + ε) = ∅, sprzeczno±¢. �

Powy»szy dowód jest bardzo typowy: je±li ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne do granic x oraz
y, to dla ka»dego ε > 0 istnieje N takie, »e dla n > N speªnione s¡ jednocze±nie warunki
|an − x| < ε oraz |bn − y| < ε: przy oznaczeniach z dowodu wystarczy bowiem okre±li¢
N = max{N1, N2}.

Twierdzenie 3.6. Je±li ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne oraz an 6 bn (od pewnego miej-
sca), to lim

n→∞
an 6 lim

n→∞
bn.
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Dowód. Niech x = lim
n→∞

an, y = lim
n→∞

bn. Gdyby x > y, to dla ε = 1
2
(x − y) istniaªoby

N takie, »e dla n > N zachodziªoby an ∈ (x − ε, x + ε) i bn ∈ (y − ε, y + ε), wbrew
an 6 bn. �

Wniosek 3.7. Je±li ci¡g (an) jest zbie»ny oraz an 6 b (od pewnego miejsca), to
lim
n→∞

an 6 b; je±li za± an > b (od pewnego miejsca), to lim
n→∞

an > b. �

Twierdzenie 3.8. Ci¡g zbie»ny jest ograniczony.

Dowód. Niech x = lim
n→∞

an. Istnieje N takie, »e gdy n > N , to an ∈ (x−1, x+ 1) (ε = 1).

Ci¡g (an) jest wi¦c ograniczony z góry przez najwi¦ksz¡ z liczb a1, a2, . . . , aN−1, x + 1,
a z doªu przez najmniejsz¡ z liczb a1, a2, . . . , aN−1, x− 1. �

Przykªad. Ci¡g o wyrazach
√
n nie jest zbie»ny (bo jest nieograniczony: je±li n > a2, to√

n > a).

Poni»sze twierdzenie to tzw. twierdzenie o trzech ci¡gach.

Twierdzenie 3.9. Je±li ci¡gi (an) i (cn) s¡ zbie»ne do tej samej granicy oraz an 6
bn 6 cn (od pewnego miejsca), to i ci¡g (bn) jest zbie»ny, do tej samej granicy.

Dowód. Niech x = lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn. Dla dostatecznie du»ych n zachodzi an, cn ∈
(x− ε, x+ ε), a wi¦c i bn ∈ (x− ε, x+ ε). �

Przykªad. Ci¡g o wyrazach 1√
n2+1

jest zbie»ny do zera, bo 0 < 1√
n2+1

< 1
n
.

Przykªad. Ci¡g o wyrazach (−1)n/n jest zbie»ny do zera, bo − 1
n
6 (−1)n/n 6 1

n
.

Poni»sze fundamentalne twierdzenie nosi nazw¦ twierdzenia o arytmetyce granic lub
twierdzenia o ci¡gªo±ci operacji arytmetycznych.

Twierdzenie 3.10. Je±li lim
n→∞

an = x oraz lim
n→∞

bn = y, to lim
n→∞

(an + bn) = x + y,

lim
n→∞

(an − bn) = x− y, lim
n→∞

(anbn) = xy, a je±li y 6= 0, to równie» lim
n→∞

an
bn

= x
y
.

Dowód. Je±li |an−x| < ε
2
i |bn−y| < ε

2
, to |(an+bn)−(x+y)| < ε i |(an−bn)−(x−y)| < ε.

St¡d wynikaj¡ pierwsze dwie wªasno±ci.
Niech ε > 0 i niech δ b¦dzie najmniejsz¡ z liczb 1, ε

2(1+|x|) oraz
ε

2(1+|y|) . Je±li |an−x| < δ

oraz |bn − y| < δ, to

|anbn − xy| = |an(bn − y) + (an − x)y|
6 |an(bn − y)|+ |(an − x)y|
= |an||bn − y|+ |an − x||y|
6 |an|δ + δ|y|.

Ponadto |an| = |(an − x) + x| 6 |an − x|+ |x| < δ + |x| 6 1 + |x|, a wi¦c

|anbn − xy| < (1 + |x|)δ + δ|y| < ε
2

+ ε
2

= ε.
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To dowodzi trzeciej wªasno±ci. Analogicznie je±li δ jest najmniejsz¡ z liczb 1, |y|
2
, ε|y|

2

i ε|y|2
4(1+|x|) , za± |an − x| < δ i |bn − y| < δ, to

|bn| = |y − (y − bn)| > |y| − |y − bn| > |y| − δ > |y|
2
,

sk¡d

| 1
bn
− 1

y
| = |y−bn|

|y||bn| 6
δ

|y||bn| 6
2δ
|y|2 .

Dalej jak w dowodzie trzeciej wªasno±ci:

|an
bn
− x

y
| 6 |an|| 1

bn
− 1

y
|+ |an − x|| 1y |

6 (1 + |x|) 2δ
|y|2 + δ 1

|y| <
ε
2

+ ε
2

= ε. �

Uwaga: dopuszcza si¦ sytuacj¦, w której bn = 0 dla pewnych n. Wtedy ci¡g (an
bn

) jest
okre±lony tylko od pewnego miejsca, a w powy»szym dowodzie nale»y przyj¡¢, »e n nale»y
do dziedziny ci¡gu (an

bn
) (czyli bn 6= 0). Ogólniej: mówi si¦ o granicach ci¡gów okre±lonych

tylko od pewnego miejsca, np. lim
n→∞

1
n−7

= 0, cho¢ siódmy wyraz ci¡gu jest nieokre±lony.

Przykªad. Zachodzi lim
n→∞

n2+1
(n+1)2

= lim
n→∞

1+1/n2

(1+1/n)2
= 1+0

(1+0)2
= 1.

Je±li (an) i (bn) s¡ ci¡gami zbie»nymi odpowiednio do x i y oraz x > 0, to ci¡g o
wyrazach (an)bn d¡»y do xy. Udowodnimy to twierdzenie po wprowadzeniu funkcji wy-
kªadniczej i logarytmicznej. Na razie nie b¦dziemy go wykorzystywa¢, za to rozwa»ymy
dwa przypadki szczególne. Pierwszy to twierdzenie o pierwiastkowaniu granic, które jest
tre±ci¡ trzech ¢wicze« na li±cie zada« nr 5. Drugi wynik zawarty jest w kolejnym przy-
kªadzie, który wykorzystuje nierówno±¢ Bernoulliego.

Twierdzenie 3.11. Je±li x > −1 oraz n ∈ N0, to (1 + x)n > 1 + nx.

Dowód. Teza jest oczywi±cie prawdziwa dla n = 0. Przypu±¢my, »e (1 +x)n > 1 +nx dla
pewnego n ∈ N0 i x > −1. Wówczas

(1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n > (1 + x)(1 + nx) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 > 1 + (n+ 1)x.

Teza wynika wi¦c z zasady indukcji. �

Zauwa»my, »e z dowodu ªatwo wynika, »e nierówno±¢ Bernoulliego jest ostra, je±li n > 2
i x 6= 0.

Przykªad. Ci¡g o wyrazach n
√

2 jest zbie»ny do 1, bo 1 < n
√

2 6 1+ 1
n
na mocy nierówno±ci

Bernoulliego, a ci¡gi o wyrazach 1 oraz 1 + 1
n
d¡»¡ do 1.

Ogólniej, je±li a > 1, to 1 6 n
√
a 6 1 + a−1

n
, zatem lim

n→∞
n
√
a = 1.

Przykªad. Ci¡g o wyrazach n
√

2n − 7 jest zbie»ny do 2, bo 1
2
2n < 2n − 7 < 2n dla n > 4,

zatem 2/ n
√

2 6 n
√

2n − 7 6 2 dla n > 4, a ci¡gi o wyrazach 2/ n
√

2 oraz 2 d¡»¡ do 2.

Przykªad. Po raz drugi, w prostszy sposób obliczamy granic¦

lim
n→∞

(
n(
√
n2 + 1− n)

)
= lim

n→∞

n((n2 + 1)− n2)√
n2 + 1 + n

= lim
n→∞

1√
1 + 1/n2 + 1

=
1√

1 + 0 + 1
=

1

2
.

Wykorzystali±my tu twierdzenie o pierwiastkowaniu granic.
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3.3. Zbie»no±¢ a liczby rzeczywiste. Postulat o istnieniu kresów, odró»niaj¡cy liczby
rzeczywiste od liczb wymiernych (i innych ciaª uporz¡dkowanych), ma fundamentalne
znaczenie dla poj¦cia zbie»no±ci.

Twierdzenie 3.12. Ci¡g monotoniczny i ograniczony jest zbie»ny.

Dowód. Je±li (an) jest rosn¡cy, to kres górny x zbioru {an : n ∈ N} jest jego granic¡:
an 6 x dla wszystkich n ∈ N, za± dla dowolnego ε > 0 istnieje N ∈ N takie, »e aN > x−ε
i wobec tego an > x− ε dla n > N . �

Przykªad. Ci¡g an = 1
12

+ 1
22

+ . . . + 1
n2 jest rosn¡cy (jasne) i ograniczony � jest to

¢wiczenie na li±cie zada« nr 3, a inny dowód to

an 6 1 + 1
1·2 + 1

2·3 + . . .+ 1
(n−1)·n

= 1 + (1− 1
2
) + (1

2
− 1

3
) + . . .+ ( 1

n−1
− 1

n
)

= 1 + 1− 1
n
6 2.

Ci¡g (an) jest zatem zbie»ny. (Granic¡ jest π2

6
, dowód zostanie przedstawiony na drugim

semestrze).

Przykªad. Ci¡g (an) dany wzorami a1 =
√

2, an+1 =
√

2 + an (gdzie n ∈ N) jest rosn¡cy
(indukcja: a1 =

√
2 6

√
2 +
√

2 = a2 i ponadto je±li an 6 an+1, to an+1 =
√

2 + an 6√
2 + an+1 = an+2; uogólnienie jest ¢wiczeniem na li±cie zada« nr 5) i ograniczony (in-

dukcja: a1 6 2 i ponadto je±li an 6 2, to an+1 6
√

2 + 2 = 2). Wobec tego ci¡g (an) jest
zbie»ny. Skoro a2

n+1 = 2 + an, granica x ci¡gu (an) speªnia równanie x2 = 2 + x, sk¡d
ªatwo x = 2 lub x = −1. Skoro an > 0, musi zachodzi¢ lim

n→∞
an = 2. Nieformalnie:√

2 +

√
2 +

√
2 +
√

2 + . . . = 2.

Poni»sza de�nicja jest jedn¡ z fundamentalnych idei w analizie i topologii.

Definicja 3.13. Ci¡g (an) jest ci¡giem podstawowym (inaczej: Cauchy'ego lub fun-

damentalnym), je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje N takie, »e dla n,m > N zachodzi
|an − am| < ε.

Ka»dy ci¡g zbie»ny jest podstawowy: je±li lim
n→∞

an = x, to dla dostatecznie du»ych n,m

zachodzi |an−x| < ε
2
oraz |am−x| < ε

2
, zatem |an−am| 6 |an−x|+ |x−am| < ε

2
+ ε

2
= ε.

Okazuje si¦, »e prawdziwe jest równie» przeciwne wynikanie.

Twierdzenie 3.14. Ci¡gi podstawowe s¡ zbie»ne.

Dowód. Niech (an) b¦dzie ci¡giem podstawowym i niech B b¦dzie zbiorem tych liczb
b ∈ R, dla których nierówno±¢ an 6 b speªniona jest od pewnego miejsca.
Ci¡g (an) jest ograniczony � dowód jest niemal taki sam, jak dla ci¡gów zbie»nych.

Wobec tego B jest zbiorem niepustym (zawiera wszystkie ograniczenia z góry) i ró»nym
od R (nie zawiera »adnych ogranicze« z doªu).
Okre±lmy x = inf B i ustalmy ε > 0. Z de�nicji x wiemy, »e B zawiera element b

mniejszy od x + ε, a wi¦c istnieje N1 takie, »e nierówno±¢ an 6 b < x + ε zachodzi dla
n > N1.
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Niech N2 b¦dzie takie, »e |an − am| < 1
2
ε je±li n,m > N2. Skoro x − 1

2
ε /∈ B, istnieje

niesko«czenie wiele indeksów m takich, »e am > x − 1
2
ε; w szczególno±ci istnieje taki

indeks m, który jest wi¦kszy od N2. Dla wszystkich n > N2 zachodzi wi¦c

an > am − 1
2
ε > (x− 1

2
ε)− 1

2
ε = x− ε.

Ostatecznie otrzymujemy x − ε < an < x + ε dla wszystkich n > max{N1, N2}. Skoro
ε > 0 jest dowolny, oznacza to, »e (an) jest zbie»ny do x. �

W powy»szym dowodzie wykorzystali±my de�nicj¦ kresu do udowodnienia zbie»no±ci.
Poj¦cie granicy ci¡gu jest jednak bardziej intuicyjne od poj¦cia kresu � wygodnie jest
zwªaszcza wyznacza¢ kresy zbiorów przy pomocy ci¡gów.

Twierdzenie 3.15. Niech A b¦dzie niepustym i ograniczonym z góry podzbiorem R.
Liczba a jest kresem górnym A wtedy i tylko wtedy, gdy a jest ograniczeniem górnym
zbioru A oraz granic¡ pewnego ci¡gu elementów zbioru A. Analogiczne twierdzenie
zachodzi dla kresów dolnych.

Dowód. Przypu±¢my, »e a jest ograniczeniem z góry zbioru A oraz a = lim
n→∞

an dla pew-

nego ci¡gu (an) o wyrazach zawartych w A. Je±li b < a, to od pewnego miejsca zachodzi
an > b (z de�nicji zbie»no±ci dla ε = a− b), a wi¦c b nie jest ograniczeniem z góry zbioru
A. Wobec tego a = supA.
Z drugiej strony je±li a = supA, to dla ka»dego n ∈ N istnieje element an ∈ A∩(a− 1

n
, a].

Z twierdzenia o trzech ci¡gach wynika, »e lim
n→∞

an = a. �

Do kolejnego przykªadu potrzebny b¦dzie nast¦puj¡cy prosty rezultat.

Twierdzenie 3.16. Ka»da liczba rzeczywista jest granic¡ pewnego ci¡gu liczb wy-
miernych.

Dowód. Je±li x ∈ R, to przedziaª (x, x+ 1
n
) zawiera pewn¡ liczb¦ wymiern¡ an. Z twier-

dzenia o trzech ci¡gach wynika, »e ci¡g (an) jest zbie»ny do x. �

Przykªad. Wyka»emy ponownie, »e kresem dolnym zbioru {x + 2
x

: x ∈ Q, x > 0} jest
2
√

2. Liczba ta jest ograniczeniem dolnym rozwa»anego zbioru, bowiem (x+ 2
x
)− 2
√

2 =
1
x
(x−

√
2)2 > 0. Ponadto istnieje ci¡g dodatnich liczb wymiernych (an) zbie»ny do

√
2,

a wi¦c istnieje ci¡g (an + 2
an

) elementów rozwa»anego zbioru zbie»ny do
√

2 + 2√
2

= 2
√

2.

Wygodnie czasem wprowadzi¢ nast¦puj¡c¡ de�nicj¦.

Definicja 3.17. Domkni¦ciem zbioru A nazywamy zbiór wszystkich mo»liwych gra-
nic ci¡gów, których wyrazy s¡ elementami A. Domkni¦cie zbioru A oznaczane jest
symbolem A lub ClA.

Je±li A jest ograniczony z góry, to ka»dy element zbioru A nie przekracza supA. Wobec
tego wszystkie granice ci¡gów o wyrazach ze zbioru A s¡ ograniczone z góry przez supA.
Innymi sªowy, supA jest ograniczeniem z góry zbioru A. Z drugiej strony na mocy
poprzedniego twierdzenia supA jest elementem A. Oznacza to, »e kres górny zbioru jest
najwi¦kszym elementem jego domkni¦cia.
Przy okazji wprowad¹my pokrewne poj¦cie pochodnej zbioru.
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Definicja 3.18. Ci¡g nazywamy ró»nowarto±ciowym, je±li jego wyrazy s¡ parami
ró»ne. Pochodn¡ zbioru A nazywamy zbiór wszystkich mo»liwych granic ró»nowar-
to±ciowych ci¡gów, których wyrazy s¡ elementami A. Pochodna zbioru A oznaczana
jest symbolem A′. Elementy zbioru A′ nazywamy punktami skupienia zbioru A. Ele-
menty zbioru A \ A′ nazywamy punktami izolowanymi zbioru A.

Oczywi±cie A′ ⊆ A. Mo»na udowodni¢, »e ka»dy element A jest albo punktem skupienia
A, albo punktem izolowanym A. Dowodzi si¦ ponadto, »e x ∈ A jest punktem izolowanym
zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego ε > 0 zachodzi A ∩ (x− ε, x+ ε) = {x}.

3.4. Szeregi. Cz¦sto znane s¡ nie kolejne wyrazy ci¡gu, a jego przyrosty.

Definicja 3.19. Szereg
∑
n

an o wyrazach an to ci¡g sum cz¦±ciowych (sn) o wyrazach

sn =
n∑
j=1

aj = a1 + a2 + . . .+ an.

Szereg jest zbie»ny, je±li ci¡g (sn) jest zbie»ny. Granica ci¡gu (sn) nazywana jest

sum¡ szeregu i oznaczana
∞∑
n=1

an.

Formalnie sumy sko«czone zde�niowane s¡ indukcyjnie

1∑
j=1

aj = a1,
n+1∑
j=1

aj =

(
n∑
j=1

aj

)
+ an+1.

Proste wªasno±ci sum sko«czonych b¦d¡ wykorzystywane bez (zwykle indukcyjnego) for-
malnego dowodu. Czasem wyrazy szeregów zaczynamy numerowa¢ od zera; wówczas dla
n ∈ N0 sumy cz¦±ciowe okre±lone s¡ wzorem

sn =
n∑
j=0

aj = a1 + a2 + . . .+ an.

Definicja 3.20. Szereg
∑
n

an jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, je±li szereg
∑
n

|an| jest

zbie»ny. Szereg, który jest zbie»ny, lecz nie bezwzgl¦dnie zbie»ny, nazywany jest
warunkowo zbie»nym.

Twierdzenie 3.21. Szeregi bezwzgl¦dnie zbie»ne s¡ zbie»ne.

Dowód. Niech sn = a1 + a2 + . . .+ an i tn = |a1|+ |a2|+ . . .+ |an|. Je±li n > m, to

|sn − sm| = |am+1 + am+2 + . . .+ am| 6 |am+1|+ |am+2|+ . . .+ |am| = tn − tm,

sk¡d |sn − sm| 6 |tn − tm| dla wszystkich n,m ∈ N. Je±li ci¡g (tn) jest zbie»ny, to
jest te» ci¡giem podstawowym. Na mocy udowodnionej nierówno±ci ci¡g (sn) jest wi¦c
podstawowy, zatem jest zbie»ny. �

Wniosek 3.22. Je±li
∑
n

|an+1 − an| jest zbie»ny, to (an) jest zbie»ny.
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Dowód. Na mocy twierdzenia zbie»ny jest szereg
∑
n

(an+1− an), a jego sumy cz¦±ciowe to

sn = an+1 − a1. Oznacza to, »e ci¡g o wyrazach an = sn−1 + a1 te» jest zbie»ny. �

Przykªad. W jednym z przykªadów wykazano, »e szereg
∑
n

1
n2 jest zbie»ny. Szereg

∑
n

(−1)n

n2

jest wi¦c bezwzgl¦dnie (a wi¦c i zwyczajnie) zbie»ny.

Przykªad. Szereg geometryczny
∑
n

qn jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1. Za-

chodzi wówczas
∞∑
n=1

qn = q
1−q (jest to ¢wiczenie na li±cie zada« nr 5).

Z twierdzenia o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym wynika, »e szereg
∑
n

|an| jest

zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g jego sum cz¦±ciowych jest ograniczony (z góry).
Fakt ten wykorzystano w kolejnych dwóch przykªadach. Wynika z niego te» kryterium

porównawcze, sformuªowane po jeszcze jednym przykªadzie.

Przykªad. Szereg
∑
n

(
√
n+ 1−

√
n) jest rozbie»ny, bowiem ci¡g sum cz¦±ciowych ma wy-

razy sn =
√
n+ 1− 1 i jest nieograniczony. Z drugiej strony

lim
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n) = lim

n→∞

(n+ 1)− n√
n+ 1 +

√
n

= lim
n→∞

(√
1

n

1√
1 + 1/n+ 1

)
=
√

0
1√

1 + 0 + 1
= 0.

Przykªad. Szereg harmoniczny
∑
n

1
n
jest rozbie»ny, bowiem ci¡g sum cz¦±ciowych jest

nieograniczony. W istocie,

s2k = 1 + 1
2

+ 1
3

+ . . .+ 1
2k

= 1 + 1
2

+ (1
3

+ 1
4
) + (1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8
) + . . .+ ( 1

2k−1+1
+ 1

2k−1+2
+ . . .+ 1

2k
)

> 1 + 1
2

+ (1
4

+ 1
4
) + (1

8
+ 1

8
+ 1

8
+ 1

8
) + . . .+ ( 1

2k
+ 1

2k
+ . . .+ 1

2k
)

= 1 + 1
2

+ 1
2

+ 1
2

+ . . .+ 1
2

= 1 + k
2
.

Przykªad. Szereg anharmoniczny
∑
n

(−1)n−1

n
jest warunkowo zbie»ny: nie jest on bez-

wzgl¦dnie zbie»ny, lecz jego sumy cz¦±ciowe speªniaj¡ nierówno±ci:

s2n − s2n−1 = −1
2n
< 0, s2n+1 − s2n−1 = −1

2n
+ 1

2n+1
< 0, s2n+2 − s2n = 1

2n+1
− 1

2n+2
> 0,

a wi¦c (s2n−1) jest malej¡cy, (s2n) jest rosn¡cy i oba te ci¡gi s¡ ograniczone przez s1 = 1 z
góry oraz s2 = 1

2
z doªu. S¡ to wi¦c ci¡gi zbie»ne. Ponadto lim

n→∞
(s2n− s2n−1) = lim

n→∞
−1
2n

=

0, zatem (s2n−1) i (s2n) s¡ zbie»ne do tej samej granicy. St¡d ªatwo wywnioskowa¢ (wprost
z de�nicji zbie»no±ci) zbie»no±¢ (sn) (do tej samej granicy).

Twierdzenie 3.23. Je±li |an| 6 bn dla wszystkich n ∈ N (lub od pewnego miejsca)
oraz szereg

∑
n

bn jest zbie»ny, to szereg
∑
n

an jest (nawet bezwzgl¦dnie) zbie»ny. �
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4. Funkcja wykªadnicza i logarytm

Niniejszy rozdziaª po±wi¦cony jest najwa»niejszej funkcji w rachunku ró»niczkowym i
caªkowym. Du»a cz¦±¢ przedstawionego tu materiaªu jest do±¢ skomplikowana i powinna
by¢ traktowana jako zapowied¹ dalszej cz¦±ci wykªadu.

4.1. Funkcja wykªadnicza. Poni»sza de�nicja jest nieco nienaturalna, ale bardzo ±cisªa
i niezwykle u»yteczna.

Definicja 4.1. Funkcja wykªadnicza (inaczej: eksponencjalna) dana jest wzorem:

exp(x) = lim
n→∞

(
1 +

x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!

)
=
∞∑
n=0

xn

n!
.

Do dowodu poprawno±ci de�nicji potrzebny b¦dzie nast¦puj¡cy pomocniczy wynik.

Lemat 4.2. Je±li x ∈ R, to ci¡g (x
n

n!
) jest ograniczony.

Dowód. Ci¡g ( |x|
n

n!
: n ∈ N) jest malej¡cy od pewnego miejsca (od n = b|x|c), jest wi¦c

ograniczony z góry. �

Dowód poprawno±ci de�nicji. Niech x ∈ R oraz an = tn

n!
. Niech ponadto M b¦dzie ogra-

niczeniem z góry ci¡gu o wyrazach 2n |x|
n

n!
= |2x|n

n!
. Wtedy |an| = |x|n

n!
6 M(1

2
)n, zatem

szereg
∑
n

an jest zbie»ny na mocy kryterium porównawczego. �

W dalszej cz¦±ci potrzebny b¦dzie wzór dwumianowy Newtona. Dla n, k ∈ N0 takich,
»e k 6 n, wspóªczynnik dwumianowy lub symbol Newtona okre±lony jest wzorem(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
.

Twierdzenie 4.3. Zachodzi

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk

=

(
n

0

)
xn +

(
n

1

)
xn−1y +

(
n

2

)
xn−2y2 + . . .+

(
n

n− 1

)
xyn−1 +

(
n

n

)
yn.

Dowód. Dla n = 1 oczywi±cie wzór zachodzi (dla n = 0 równie»). Przypu±¢my, »e
zachodzi on dla pewnego n ∈ N (i wszystkich t, s ∈ R). Wtedy

(x+ y)n+1 = (x+ y)n(x+ y)

=
((
n
0

)
xn +

(
n
1

)
xn−1y +

(
n
2

)
xn−2y2 + . . .+

(
n
n−1

)
xyn−1 +

(
n
n

)
yn
)

(x+ y)

=
((
n
0

)
xn+1 +

(
n
1

)
xny +

(
n
2

)
xn−1y2 + . . .+

(
n
n−1

)
x2yn−1 +

(
n
n

)
xyn
)

+
((
n
0

)
xny +

(
n
1

)
xn−1y2 +

(
n
2

)
xn−2y3 + . . .+

(
n
n−1

)
xyn +

(
n
n

)
yn+1

)
=
(
n
0

)
xn+1 +

((
n
1

)
+
(
n
0

))
xny +

((
n
2

)
+
(
n
1

))
xn−1y2 +

((
n
3

)
+
(
n
2

))
xn−1y3

+ . . .+
((

n
n−1

)
+
(
n
n−2

))
x2yn−1 +

((
n
n

)
+
(
n
n−1

))
xyn +

(
n
n

)
yn+1.
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Pozostaje zauwa»y¢, »e
(
n+1

0

)
=
(
n
0

)
= 1 =

(
n
n

)
=
(
n+1
n+1

)
oraz (jest to ¢wiczenie na li±cie

zada« nr 7) (
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)
gdy 1 6 k 6 n. Teza wynika z zasady indukcji. �

W zapisie skrótowym (i bardziej formalnym) dowód wygl¡da nast¦puj¡co:

(x+ y)n+1 = (x+ y)n(x+ y)

=

(
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk

)
(x+ y)

=
n∑
k=0

(
n

k

)
xn−k+1yk +

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk+1

= xn+1 +
n∑
k=1

(
n

k

)
xn−k+1yk +

n−1∑
k=0

(
n

k

)
xn−kyk+1 + yn+1

= xn+1 +
n∑
j=1

(
n

j

)
xn−j+1yj +

n∑
j=1

(
n

j − 1

)
xn−j+1yj + yn+1

= xn+1 +
n∑
j=1

((
n

j

)
+

(
n

j − 1

))
xn−j+1yj + yn+1.

Twierdzenie 4.4. Zachodzi exp(x+ y) = exp(x) exp(y).

Dowód. Niech an = 1 + x
1!

+ x2

2!
+ . . . + xn

n!
, bn = 1 + y

1!
+ y2

2!
+ . . . + yn

n!
, cn = 1 + x+y

1!
+

(x+y)2

2!
+ . . .+ (x+y)n

n!
. Wtedy

anbn = 1

+
( x

1!
+
y

1!

)
+

(
x2

2!
+

xy

1!1!
+
y2

2!

)
+

(
x3

3!
+
x2y

2!1!
+
xy2

1!2!
+
y3

3!

)
...

+

(
xn

n!
+

xn−1y

(n− 1)!1!
+

xn−2y2

(n− 2)!2!
+ . . .+

xyn−1

1!(n− 1)!
+
yn

n!

)
+ rn,

gdzie reszta rn jest sum¡ n(n+1)
2

skªadników postaci xkyl/(k!l!) z indeksami k i l speª-
niaj¡cymi nierówno±ci k + l > n oraz k, l 6 n. Ze wzoru dwumianowego Newtona,
anbn = cn + rn.
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Niech M b¦dzie wspólnym ograniczeniem z góry ci¡gów o wyrazach 8n |x|
n

n!
oraz 8n |y|

n

n!
.

Wówczas |x|
k|y|l
k!l!
6M2/8k+l 6M2/8n, a wi¦c

|rn| 6
n(n+ 1)

2

M2

8n
6
M2

2n
n

2n
n+ 1

2n+1
.

Poniewa» n 6 2n, zachodzi |rn| 6 M2/2n, czyli rn jest zbie»ny do zera. Wobec tego
cn = anbn − rn jest zbie»ny jednocze±nie do exp(x+ y) i do exp(x) exp(y). �

W szczególno±ci wi¦c exp(−x) = 1/ exp(x).

Wniosek 4.5. Funkcja wykªadnicza jest dodatnia i ±ci±le rosn¡ca.

Dowód. Oczywi±cie dla x > 0 zachodzi exp(x) > exp(0) = 1, sk¡d exp(−x) = 1/ exp(x) >
0. Ponadto gdy x < y, to exp(x) = exp(x) exp(y − x) > exp(x). �

Twierdzenie 4.6. Funkcja wykªadnicza jest ci¡gªa: dla ka»dego x ∈ R oraz ε > 0
istnieje δ > 0 taka, »e je±li |y − x| < δ, to |exp(y)− exp(x)| < ε.

Dowód. Je±li |y| < 1, to oczywi±cie

|exp(y)− 1| = lim
n→∞

∣∣∣∣ y1!
+
y2

2!
+ . . .+

yn

n!

∣∣∣∣ 6 lim
n→∞

(|y|+ |y|2 + . . .+ |y|n) =
|y|

1− |y|
.

Je±li wi¦c |y| < 1
2
i |y| < ε

2
, to |exp(y)− 1| 6 2|y| < ε. Zatem exp jest ci¡gªa w 0.

Podobnie je±li x ∈ R, |y − x| < 1
2
oraz |y − x| < exp(−x) ε

2
, to

|exp(y)− exp(x)| = exp(x) |exp(y − x)− 1| 6 exp(x)2|y − x| < ε,

czyli exp jest ci¡gªa w x. �

Ci¡gªo±¢ oznacza mo»liwo±¢ zamiany kolejno±ci granicy i funkcji.

Twierdzenie 4.7. Je±li ci¡g (an) jest zbie»ny do x, a funkcja f jest ci¡gªa w x, to
ci¡g (f(an)) jest zbie»ny do f(x).

Milcz¡co zakªada si¦ tu, »e warto±ci an nale»¡ do dziedziny funkcji f .

Dowód. Niech ε > 0. Istnieje δ > 0 o wªasno±ci: je±li |an − x| < δ, to |f(an)− f(x)| < ε.
Istnieje N o wªasno±ci: je±li n > N , to |an − x| < δ. �

Niedªugo zde�niujemy pot¦gowanie przy pomocy funkcji wykªadniczej oraz logarytmu.
W szczególno±ci zachodzi¢ b¦dzie exp(x) = (exp(1))x = ex, gdzie

e = exp(1) =
∞∑
n=0

1

n!
=

1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . .

jest liczb¡ Eulera. Warto odnotowa¢ bardzo u»yteczne oszacowanie i udowodni¢ niewy-
mierno±¢ e.

Wniosek 4.8. Zachodzi 1 + x < exp(x) gdy x 6= 0 oraz exp(x) < 1
1−x gdy x 6= 0,

x < 1.
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Dowód. Dolne oszacowanie jest oczywiste dla x > 0 (wszystkie skªadniki sumy okre±laj¡-
cej exp(x) s¡ dodatnie) i x 6 −1 (bo exp(x) > 0). Górne zostaªo udowodnione wcze±niej,
gdy 0 < x < 1. Gdy x < 0, to −x > 0 i st¡d

exp(t) =
1

exp(−x)
<

1

1− x
,

co ko«czy dowód górnego oszacowania. Gdy za± −1 < x < 0, to 0 < −x < 1 i wobec tego

exp(x) =
1

exp(−x)
< 1 + x. �

W przyszªo±ci zostanie wykazane, »e

exp(x) = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
(inny dowód jest tre±ci¡ ¢wiczenia dodatkowego na li±cie zada« nr 7). Wzór ten ma
wa»n¡ interpretacj¦: je±li odsetki w wysoko±ci nominalnej x rocznie s¡ kapitalizowane
(czyli dopisywane do lokaty) w n okresach, to faktyczne oprocentowanie roczne wynosi
(1 + x

n
)n − 1. Gdy n jest du»e, z dobrym przybli»eniem warto±¢ lokaty po jednym roku

to warto±¢ pocz¡tkowa przemno»ona przez exp(x).
W szczególno±ci zachodzi sªynny wzór

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

Twierdzenie 4.9. Liczba e jest niewymierna.

Ogólniej: exp(t) jest niewymierna dla wszystkich wymiernych t 6= 0. S¡ to wr¦cz
liczby przest¦pne, nie s¡ wi¦c pierwiastkami »adnego wielomianu o wspóªczynnikach wy-
miernych.

Dowód. Gdyby e = p
q
(gdzie p ∈ Z, q ∈ N), to dla n ∈ N, n > q, zachodziªoby

n!

(
e−

(
1 +

1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!

))
=

n!

(n+ 1)!
+

n!

(n+ 2)!
+ . . .

Lewa strona ma warto±¢ caªkowit¡, prawa za± speªnia

0 <
n!

(n+ 1)!
+

n!

(n+ 2)!
+ . . . <

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
+ . . .

=
1

n+ 1

(
1− 1

n+ 1

)−1

=
1

n
6 1.

Jednak nie ma liczby caªkowitej zawartej w przedziale (0, 1) � sprzeczno±¢. Zatem e jest
niewymierna. �

4.2. Logarytm naturalny. Logarytm naturalny to funkcja odwrotna do funkcji wy-
kªadniczej. [[rysunek]]

Definicja 4.10. Logarytm naturalny liczby x > 0 to liczba y ∈ R taka, »e exp(y) =
x. Logarytm naturalny jest oznaczany ln(x) (lub lnx, lub log(x), lub log x).

Dowód wykorzystuje w zasadzie tylko dwa fakty: monotoniczno±¢ i ci¡gªo±¢ funkcji
wykªadniczej.
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Dowód poprawno±ci de�nicji. Je±li taka liczba y istnieje, to jest jedyna, bowiem exp jest
±ci±le rosn¡ca.
Niech x > 0. Poniewa» exp(z) > z > x dla z > x, zbiór A = {z ∈ R : exp(z) 6 x} jest

ograniczony z góry (przez x). Poniewa» exp(z) < −1
z
dla z < 0, zbiór A jest niepusty

(zawiera − 1
x
). Niech y = supA. Istnieje ci¡g (zn) elementów A zbie»ny do y. Z ci¡gªo±ci

funkcji wykªadniczej wynika, »e exp(y) = lim
n→∞

exp(zn) 6 x. Istnieje te» inny ci¡g (zn)

elementówR\A zbie»ny do y (np. zn = y+ 1
n
), zatem znów z ci¡gªo±ci funkcji wykªadniczej

wynika, »e exp(y) = lim
n→∞

exp(zn) > x. St¡d exp(y) = x. �

Wprost z de�nicji wynika, »e ln(exp(x)) = x (dla x ∈ R) oraz exp(ln(x)) = x (dla
x > 0).

Twierdzenie 4.11. Logarytm naturalny jest ±ci±le monotoniczn¡ funkcj¡ ci¡gª¡.

Znów do dowodu wystarcza wiedzie¢, »e funkcja wykªadnicza jest ±ci±le monotoniczna
i ci¡gªa.

Dowód. �ci±ªa monotoniczno±¢ wynika ze ±cisªej monotoniczno±ci funkcji wykªadniczej:
je±li 0 < x1 < x2 oraz x1 = exp(y1) i x2 = exp(y2), to y1 < y2.
Niech x > 0 i ε > 0. Niech y = ln(x), czyli x = exp(y). Niech wreszcie δ = min(exp(y+

ε)− exp(y), exp(y)− exp(y− ε)). Je±li |z−x| < δ, to exp(y− ε) < z < exp(y+ ε). Skoro
logarytm naturalny jest ±ci±le monotoniczny, to y − ε < ln(z) < y + ε. Oznacza to, »e
je±li |z − x| < δ, to |ln(z)− ln(x)| < ε. �

Z wªasno±ci exp(t+ s) = exp(t) exp(s) natychmiast wynika wªasno±¢ ln(xy) = ln(x) +
ln(y). Podobnie z oszacowa« funkcji wykªadniczej wynikaj¡ analogiczne oszacowania
logarytmu naturalnego.

Wniosek 4.12. Zachodzi 1− 1
x
< ln(x) < x− 1 gdy x 6= 1, x > 0.

Dowód. Dla y 6= 0, y > −1 zachodzi 1 + y < exp(y), czyli ln(1 + y) < y. By uzyska¢
oszacowanie z góry, wystarczy podstawi¢ y = x − 1. Podobnie dla y 6= 0, y < 1,
zachodzi exp(y) < 1

1−y , czyli y < ln( 1
1−y ). Oszacowanie z doªu wynika z tej nierówno±ci

po podstawieniu y = 1− 1
x
. �

4.3. Pot¦gowanie. Pot¦gowanie mo»na okre±li¢ wpierw indukcyjnie dla wykªadników
naturalnych, nast¦pnie dla wykªadników wymiernych przez pierwiastkowanie, i wreszcie
dla wykªadników rzeczywistych przez ci¡gªo±¢. Taka de�nicja jest jednak skomplikowana
i wymaga du»o pracy. Prostszy sposób przedstawiony jest poni»ej.

Definicja 4.13. Dla x > 0 oraz y ∈ R pot¦ga xy o podstawie x i wykªadniku y
zde�niowana jest wzorem xy = exp(y ln(x)).

Wªasno±ci pot¦gi: x1 = x, x0 = 1, xzyz = (xy)z, xyxz = xy+z, (xy)z = xy·z, wynikaj¡
wprost z de�nicji. �atwo te» (indukcyjnie) sprawdzi¢, »e xn jest iloczynem n czynników x
gdy n ∈ N. Monotoniczno±¢ funkcji pot¦gowej (danej wzorem f(x) = xa = exp(a ln(x))
dla pewnego a ∈ R; tu x > 0) i wykªadniczej (danej wzorem g(x) = ax = exp(x ln(a))
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dla pewnego a > 0; tu x ∈ R) wynika z monotoniczno±ci exp i ln. Prawdziwe jest te»
nast¦puj¡ce twierdzenie o pot¦gowaniu granic.

Twierdzenie 4.14. Je±li lim
n→∞

an = x, lim
n→∞

bn = y oraz x > 0, to lim
n→∞

abnn = xy.

Dowód. Z ci¡gªo±ci logarytmu i funkcji wykªadniczej wynika kolejno, »e lim
n→∞

ln(an) =

ln(x), lim
n→∞

(bn ln(an)) = y ln(x) oraz lim
n→∞

exp(bn ln(an)) = exp(y ln(x)). �

Przy dodatkowych zaªo»eniach podobny rezultat zachodzi, gdy x = 0.

Twierdzenie 4.15. Je±li lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

bn = y oraz y > 0 i an > 0 (od pewnego

miejsca), to lim
n→∞

abnn = 0.

Dowód. Niech ε > 0. Od pewnego miejsca zachodzi 0 < an < min{ε2/y, 1} i bn > 1
2
y,

sk¡d 0 < abnn < ε. �

Logarytm o dowolnej podstawie zde�niowany jest nast¦puj¡co: loga(x) = y wtedy i
tylko wtedy, gdy ay = x (tu x > 0, a > 0 i a 6= 1). Wprost z de�nicji wynika, »e
loga(x) = y je±li exp(y ln(a)) = x, czyli y = ln(a)/ ln(x). Podobnie prosto dowodzi si¦
innych wªasno±ci logarytmów:

loga(x) = logb(x)
logb(a)

, loga(xy) = loga(x) + loga(y), loga(x
y) = y loga(x).

Na koniec tego rozdziaªu warto wspomnie¢, »e (w my±l powy»szych de�nicji) exp(t) = et

oraz ln(x) = loge(x).

4.4. Funkcje trygonometryczne. Równie formalnie mo»na zde�niowa¢ podstawowe
funkcje trygonometryczne.

Definicja 4.16. Funkcje sinus i cosinus dane s¡ wzorami

cos(x) = lim
n→∞

(
1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .+

(−1)nx2n

(2n)!

)
=
∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
,

sin(x) = lim
n→∞

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .+

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!

)
=
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
.

Wykonuj¡c rachunki podobne do tych przeprowdzonych dla funkcji wykªadniczej, mo»na
wykaza¢ znane wzory trygonometryczne:

(sin(x))2 + (cos(x))2 = 1,

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y).

Cho¢ jest to bardzo formalne, ±cisªe i u»yteczne podej±cie, nas jednak b¦d¡ interesowaªy
dowody geometryczne wymienionych wy»ej wªasno±ci.
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5. Ci¡gi liczbowe (cz¦±¢ II)

5.1. Granice niewªa±ciwe. Niezwykle wygodnie jest pisa¢:

inf A = −∞ gdy A jest nieograniczony z doªu,

supA =∞ gdy A jest nieograniczony z góry

jest niezwykle u»yteczna. Nie oznacza to, »e inf A czy supA s¡ tu liczbami (symbole −∞
i ∞ nie s¡ liczbami!), ani nawet »e inf A i supA s¡ okre±lone. Jest to po prostu skrócony
zapis.
Podobn¡ naturaln¡ konwencj¦ stosuje si¦ przy opisie dwóch klas ci¡gów rozbie»nych.

Definicja 5.1. Ci¡g (an) jest rozbie»ny do plus niesko«czono±ci (inaczej: ma granic¦

niewªa±ciw¡ plus niesko«czono±¢ lub d¡»y do plus niesko«czono±ci), je±li dla ka»dego
M istnieje N takie, »e dla n > N zachodzi an > M . Fakt ten zapisuje si¦ w postaci
lim
n→∞

an =∞. Analogicznie ci¡g (an) jest rozbie»ny do minus niesko«czono±ci (inaczej:

ma granic¦ niewªa±ciw¡ minus niesko«czono±¢ lub d¡»y do minus niesko«czono±ci),
je±li dla ka»dego M istnieje N takie, »e dla n > N zachodzi an < M ; zapisuje si¦ ten
fakt w postaci lim

n→∞
an = −∞.

Dla ±ci±lejszego odró»nienia ci¡gów zbie»nych od ci¡gów rozbie»nych do∞ i −∞ mówi
si¦ cz¦sto, »e ci¡gi zbie»ne maj¡ granic¦ wªa±ciw¡. W de�nicji granicy wªa±ciwej wystarczy
rozwa»a¢ dowolnie maªe ε > 0; podobnie w de�nicji granicy niewªa±ciwej ∞ wystarczy
rozwa»a¢ dowolnie du»e M (np. M > 1), za± w de�nicji granicy niewªa±ciwej −∞ �
dowolnie du»e ujemne M (np. M < −1).
Ci¡gi rozbie»ne do ∞ lub −∞ maj¡ wiele u»ytecznych wªasno±ci, podobnych do wªa-

sno±ci granic. Prawdziwe jest nast¦puj¡ce twierdzenie o dwóch ci¡gach:

Twierdzenie 5.2. Je±li an > bn (od pewnego miejsca) oraz lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

an =
∞.

Dowód. Dla ka»dego M istnieje N takie, »e bn > M dla n > N . Oznacza to, »e an > M
dla n > N . �

Ci¡gi monotoniczne zawsze maj¡ granic¦: wªa±ciw¡ lub niewªa±ciw¡.

Twierdzenie 5.3. Nieograniczony z góry ci¡g rosn¡cy jest rozbie»ny do ∞. Analo-
gicznie nieograniczony z doªu ci¡g malej¡cy jest rozbie»ny do −∞.

Dowód. Je±li (an) jest nieograniczony z góry, to dla ka»dego x istnieje N ∈ N+ takie, »e
aN > x. Je±li dodatkowo (an) jest rosn¡cy, to an > aN > x dla n > N , co oznacza, »e
lim
n→∞

an =∞. �

Mo»na sformuªowa¢ pewne prawa arytmetyki granic niewªa±ciwych.

Twierdzenie 5.4. (a) Warunek lim
n→∞

an = −∞ jest równowa»ny warunkowi

lim
n→∞

(−an) =∞;

(b) warunek lim
n→∞

an =∞ jest równowa»ny warunkowi: an > 0 od pewnego miej-

sca oraz lim
n→∞

1
an

= 0;
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(c) je±li lim
n→∞

an =∞, to ci¡g (an) jest ograniczony z doªu;

(d) je±li ci¡g (an) jest ograniczony z doªu i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

(an + bn) =∞;

(e) je±li ci¡g (an) jest od pewnego miejsca ograniczony z doªu przez dodatni¡
liczb¦ i lim

n→∞
bn =∞, to lim

n→∞
anbn =∞;

(f) je±li ci¡g (an) jest ograniczony i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

an
bn

= 0.

Analogiczne wªasno±ci maj¡ ci¡gi rozbie»ne do minus niesko«czono±ci.

Dowód. Poni»ej przedstawiony jest zarys dowodu w ka»dym z przypadków:

(a) an < M wtedy i tylko wtedy, gdy −an > −M ;
(b) gdy ε = 1

M
> 0, to an > M wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < 1

an
< ε;

(c) an > 0 od pewnego miejsca;
(d) je±li c jest ograniczeniem z doªu ci¡gu (an) i bn > M − c, to an + bn > M ;
(e) je±li c > 0 jest ograniczeniem z doªu dalekich wyrazów ci¡gu (an) i bn > M

c
, to

anbn > M ;
(f) je±li c > 0 jest ograniczeniem z góry ci¡gu |an| i bn > c

ε
, to |an

bn
| < ε.

�

Wniosek 5.5. (a) Je±li lim
n→∞

an = x i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

(an + bn) =∞;

(b) je±li lim
n→∞

an =∞ i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

(an + bn) =∞;

(c) je±li lim
n→∞

an = y > 0 i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

(anbn) =∞;

(d) je±li lim
n→∞

an =∞ i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

(anbn) =∞.

Analogiczne wªasno±ci maj¡ ci¡gi rozbie»ne do minus niesko«czono±ci. �

Twierdzenie 5.6. (a) Je±li lim
n→∞

an = ∞, to lim
n→∞

ln(an) = ∞ oraz

lim
n→∞

exp(an) =∞;

(b) je±li lim
n→∞

an = −∞, to lim
n→∞

exp(an) = 0;

(c) je±li lim
n→∞

an = 0 i an > 0 (od pewnego miejsca), to lim
n→∞

ln(an) = −∞.

Dowód. Dwa ostatnie stwierdzenia wynikaj¡ z pierwszego, wªasno±ci funkcji exp i ln oraz
wªasno±ci granic niewªa±ciwych: exp(an) = 1/ exp(−an) oraz ln(an) = − ln( 1

an
). Pozo-

staje udowodni¢ pierwsze stwierdzenie.
Je±li lim

n→∞
an = ∞, to z nierówno±ci exp(an) > an i twierdzenia o dwóch ci¡gach

wynika, »e lim
n→∞

exp(an) = ∞. Ponadto dla dowolnego M zachodzi an > exp(M) od

pewnego miejsca, zatem ln(an) > M od pewnego miejsca. Oznacza to, »e (z de�nicji)
lim
n→∞

ln(an) =∞. �

Wniosek 5.7. (a) Je±li lim
n→∞

an =∞ i lim
n→∞

bn = y > 0, to lim
n→∞

abnn =∞;

(b) je±li lim
n→∞

an =∞ i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

abnn =∞;

(c) je±li lim
n→∞

an = x > 1 i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

abnn =∞;
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(d) je±li lim
n→∞

an = x ∈ (0, 1) i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

abnn = 0;

(e) je±li lim
n→∞

an = 0, an > 0 (od pewnego miejsca) i lim
n→∞

bn =∞, to lim
n→∞

abnn = 0.

Dowód. W dowodzie korzysta si¦ z de�nicji abnn = exp(bn ln(an)) i wªasno±ci granic nie-
wªa±ciwych. �

Powy»sze prawa dziaªa« na granicach niewªa±ciwych zapisuje si¦ zwykle skrótowo przy
pomocy symboli oznaczonych, mi¦dzy innymi dla y > 0 i z > 1:

[∞] + [x] = [∞], [−∞] + [x] = [−∞], [∞] + [∞] = [∞],

[∞] · [y] = [∞], [∞] · [−y] = [−∞], [∞] · [∞] = [∞],

1

[∞]
= [0+],

1

[0+]
= [∞],

[∞]

[0+]
= [∞],

[∞][y] = [∞], [z][∞] = [∞], [∞][∞] = [∞],

gdzie [∞] symbolizuje ci¡g rozbie»ny do plus niesko«czono±ci, [0+] symbolizuje ci¡g
zbie»ny do zera i o wyrazach (od pewnego miejsca) dodatnich itp. Zapisy takie nale»y
traktowa¢ wyª¡cznie symbolicznie. W zbiorze R ∪ {−∞,∞} nie da si¦ bowiem wpro-
wadzi¢ dziaªa« tak, by zachowane byªy postulaty algebraiczne zbioru liczb rzeczywistych
(prawa dziaªa«).

Przykªad. Skoro (−1)n jest ograniczony, za± lim
n→∞

n = ∞, zachodzi lim
n→∞

(−1)n

n
= 0 oraz

lim
n→∞

(n+ (−1)n) =∞.

Przykªad. Zachodzi lim
n→∞

(n2 − n− 1) = lim
n→∞

n2(1− 1
n
− 1

n2 ) =∞.

Przykªad. Zachodzi lim
n→∞

n
√
n! =∞. W istocie, w rozwini¦ciu n! wyst¦puje n− bn

2
c+ 1 =

dn
2
e czynników równych co najmniej dn

2
e, sk¡d n! > (n

2
)n/2. Wobec tego n

√
n! > (n

2
)1/2.

Skoro lim
n→∞

n
2

=∞ oraz 1
2
> 0, zachodzi lim

n→∞
(n

2
)1/2 =∞, sk¡d lim

n→∞
n
√
n! =∞.

Przykªad. Zachodzi lim
n→∞

(1 + 1
n
)n

2
= lim

n→∞
((1 + 1

n
)n)n = ∞ (podstawa d¡»y do e, a na

pewno jest równa co najmniej 2 na mocy nierówno±ci Bernoulliego; za to wykªadnik d¡»y
do ∞). �atwiej: (1 + 1

n
)n

2
> 1 + n na mocy nierówno±ci Bernoulliego.

5.2. Podci¡gi. Poni»sze poj¦cie okazuje si¦ niezwykle u»yteczne.

Definicja 5.8. Ci¡g (bn) nazywany jest podci¡giem (inaczej: ci¡giem cz¦±ciowym)
ci¡gu (an), je±li powstaje z niego przez pomini¦cie wybranych wyrazów. Równowa»-
nie: istnieje ±ci±le rosn¡cy ci¡g (kn) dodatnich liczb naturalnych taki, »e bn = akn .

Wiele wªasno±ci podci¡gów wynika wprost z nast¦puj¡cej obserwacji: je±li (kn) jest taki
jak w de�nicji podci¡gu, to kn > n. (Formalny dowód tego prostego faktu wykorzystuje
oczywi±cie indukcj¦: k1 > 1 oraz je±li kn > n, to kn+1 > kn > n, czyli kn+1 > n+ 1).

Twierdzenie 5.9. Je±li ci¡g jest zbie»ny do x, to ka»dy jego podci¡g jest zbie»ny
do x.

Dowód. Niech (bn) b¦dzie podci¡giem ci¡gu (an), bn = akn . Niech ε > 0 i niech |an−x| < ε
dla n > N . Zachodzi wtedy |bn−x| = |akn−x| < ε dla n > N (bowiem kn > n > N). �
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Przykªad. Ci¡g o wyrazach bn = (1 + 1
n2 )n

2
jest zbie»ny do e, bowiem jest podci¡giem

ci¡gu o wyrazach an = (1 + 1
n
)n (mianowicie bn = an2). Wobec tego ci¡g o wyrazach

cn = (1 + 1
n2 )n = b

1/n
n jest zbie»ny do 1.

Wniosek 5.10. Je±li ci¡g ma dwa podci¡gi zbie»ne do ró»nych granic, to nie jest
zbie»ny. �

Przykªad. Ci¡g o wyrazach an = (−1)n nie jest zbie»ny, bo (a2n) jest zbie»ny do 1, za±
(a2n+1) jest zbie»ny do −1.

Przykªad. Niech p = 1
2
(1 +

√
5). Ci¡g o wyrazach an = pn − bpnc nie jest zbie»ny, bo

jego podci¡gi (a2n) i (a2n+1) s¡ zbie»ne odpowiednio do 1 i 0. Aby to wykaza¢, wygodnie
przyj¡¢ q = 1

2
(1 −

√
5). Wówczas p2 = p + 1 oraz q2 = q + 1, sk¡d wynika, »e ci¡g bn =

pn + qn speªnia równanie cn+2 = cn+1 + cn, c0 = 2, c1 = 1. Jest to wi¦c ci¡g o warto±ciach
caªkowitych. Zachodzi zatem an = pn − bpnc = cn − qn − bcn − qnc = −qn − b−qnc.
Poniewa» −1 < q < 0, zachodzi a2n = −q2n + 1 oraz a2n+1 = −q2n+1.

Lemat 5.11. Je±li ci¡g nie zawiera wyrazu najwi¦kszego, to zawiera podci¡g ±ci-
±le rosn¡cy. Je±li ci¡g nie zawiera wyrazu najmniejszego, to zawiera podci¡g ±ci±le
malej¡cy.

Dowód. Podci¡g ±ci±le rosn¡cy ci¡gu (an), który nie zawiera wyrazu najwi¦kszego, kon-
struowany jest indukcyjnie. Niech k1 = 1, a gdy okre±lone ju» jest kn, niech kn+1 b¦dzie
indeksem speªniaj¡cym warunki kn+1 > kn oraz akn+1 > akn . Taka konstrukcja jest mo»-
liwa, bowiem w przeciwnym razie najwi¦kszy z wyrazów a1, a2, . . . , akn byªby równie»
najwi¦kszym wyrazem caªego ci¡gu (an). Uzyskujemy w ten sposób ci¡g (akn), który jest
malej¡cym podci¡giem ci¡gu (an).
Dowód drugiej cz¦±ci lematu jest analogiczny. �

Twierdzenie 5.12. Ka»dy ci¡g zawiera podci¡g monotoniczny.

Dowód. Niech (an) b¦dzie ci¡giem liczbowym. Je±li dla pewnego n ∈ N ci¡g (an+j : j ∈
N+) nie zawiera elementu najmniejszego, to na mocy lematu zawiera on podci¡g ±ci±le
malej¡cy. B¦dzie to równie» (malej¡cy) podci¡g wyj±ciowego ci¡gu.
Je±li za± ci¡g (an+j : j ∈ N+) zawiera element najmniejszy dla ka»dego n ∈ N, podci¡g

rosn¡cy konstruowany jest indukcyjnie: niech ak1 b¦dzie najmniejszym wyrazem wyj±cio-
wego ci¡gu, a gdy okre±lone ju» jest kn, niech akn+1 b¦dzie najmniejszym wyrazem ci¡gu
powstaªego przez pomini¦cie pierwszych kn wyrazów, tj. ci¡gu (akn+j : j ∈ N+). Z okre-
±lenia wynika, »e kn+1 > kn oraz akn 6 akn+1 (bowiem akn jest najmniejszym elementem
wi¦kszego zbioru, za± akn+1 � mniejszego zbioru). �

Jednym z najwa»niejszych twierdze« dotycz¡cych ci¡gów liczbowych jest poni»sze twier-
dzenie Bolzano�Weierstrassa. Jeden z jego dowodów wykorzystuje podci¡gi monoto-
niczne. Inny opiera si¦ na algorytmie bisekcji.

Twierdzenie 5.13. Ka»dy ci¡g ograniczony zawiera podci¡g zbie»ny.
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Dowód. Podci¡g monotoniczny rozwa»anego ci¡gu równie» jest ograniczony, a wi¦c zbie»ny.
�

Analogicznie ka»dy ci¡g zawiera podci¡g zbie»ny do granicy wªa±ciwej lub niewªa±ciwej,
ale du»o ªatwiej wprost wykaza¢, »e ci¡g nieograniczony z góry zawiera podci¡g rozbie»ny
do niesko«czono±ci, za± ci¡g nieograniczony z doªu � do minus niesko«czono±ci.

Definicja 5.14. Punktem skupienia (inaczej: granic¡ cz¦±ciow¡) ci¡gu nazywamy
granic¦ dowolnego jego (zbie»nego) podci¡gu.

Twierdzenie 5.15. Liczba x jest punktem skupienia ci¡gu (an) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje (niekoniecznie rosn¡cy) ci¡g liczb naturalnych (kn) rozbie»ny do +∞ taki,
»e lim

n→∞
akn = x.

Dowód. Je±li x jest punktem skupienia, to istnieje nawet ±ci±le rosn¡cy ci¡g (kn) o za-
danych wªasno±ciach. Przeciwnie, je±li lim

n→∞
kn = +∞, lim

n→∞
akn = x, to (kn) zawiera

podci¡g ±ci±le rosn¡cy (ln). Ci¡g (aln) jest wi¦c podci¡giem (an) i jest zbie»ny do x (bo
jest podci¡giem ci¡gu (akn) zbie»nego do x). �

Twierdzenie 5.16. Liczba x jest punktem skupienia ci¡gu (an) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla ka»dego ε > 0 niesko«czenie wiele wyrazów an nale»y do przedziaªu (x−ε, x+
ε) (czyli speªnia nierówno±¢ |an − x| < ε).

Warto przypomnie¢, »e x jest granic¡ ci¡gu (an), gdy ka»dy przedziaª (x − ε, x + ε)
zawiera prawie wszystkie wyrazy an.

Dowód. Je±li x jest punktem skupienia, to x = lim
n→∞

akn dla pewnego ±ci±le rosn¡cego

ci¡gu kn oraz dla dowolnego ε > 0 prawie wszystkie wyrazy akn nale»¡ do (x− ε, x+ ε).
W dowodzie przeciwnej implikacji niech k1 = 1 i gdy znane jest ju» kn, niech kn+1

b¦dzie indeksem speªniaj¡cym wªasno±ci: kn+1 > kn, akn+1 ∈ (x− 1
n
, x+ 1

n
). Ta de�nicja

jest poprawna, bowiem zbiór indeksów j takich, »e aj ∈ (x− 1
n
, x+ 1

n
) jest niesko«czony,

zawiera zatem liczb¦ wi¦ksz¡ od kn. Z twierdzenia o trzech ci¡gach lim
n→∞

akn = x, czyli x

jest punktem skupienia ci¡gu (an). �

5.3. Granica dolna i granica górna. Najwi¦kszy i najmniejszy punkt skupienia ci¡gu
to jego granica górna i dolna. Wygodnie jednak przyj¡¢ inn¡ de�nicj¦.

Definicja 5.17. Je±li (an) jest ci¡giem ograniczonym, to granica dolna (albo limes

inferior) i granica górna (albo limes superior) ci¡gu (an) dane s¡ wzorami

lim inf
n→∞

an = lim
n→∞

inf{ak : k ∈ N, k > n},

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

sup{ak : k ∈ N, k > n}.

Dowód poprawno±ci de�nicji. Powy»sze granice istniej¡, bo ci¡gi o wyrazach bn = inf{ak :
k ∈ N, k > n} i cn = sup{ak : k ∈ N, k > n} s¡ monotoniczne i ograniczone: bn+1 > bn
(kres dolny mniejszego zbioru jest wi¦kszy), cn+1 6 cn (kres górny mniejszego zbioru jest
mniejszy) oraz bn 6 cn. �
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Z powy»szego uzasadnienia wynika te», »e lim inf
n→∞

an 6 lim sup
n→∞

an.

Przykªad. Je±li an = (−1)n, to lim inf
n→∞

an = −1 oraz lim sup
n→∞

an = 1.

Twierdzenie 5.18. Ci¡g (an) jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony
i lim inf

n→∞
an = lim sup

n→∞
an. W tym przypadku wspólna warto±¢ granic dolnej i górnej

jest te» granic¡ ci¡gu (an).

Dowód. Niech (an) b¦dzie zbie»ny do x. Wówczas (an) jest ograniczony, a je±li ε > 0,
to istnieje N takie, »e dla n > N zachodzi an ∈ (x − ε, x + ε). Je±li (bn) i (cn) s¡
zde�niowane jak w dowodzie poprawno±ci de�nicji granic dolnej i górnej, to dla n > N
zachodzi bn > x−ε i cn 6 x+ε. Wynika st¡d, »e lim inf

n→∞
an > x−ε oraz lim sup

n→∞
an 6 x+ε.

Skoro ε > 0 jest dowolny, zachodzi lim inf
n→∞

an > x > lim sup
n→∞

an, a poniewa» zawsze

lim inf
n→∞

an 6 lim sup
n→∞

bn, ostatecznie lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

bn = x.

Je±li za± (an) jest ograniczony i x = lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

an, to dla dowolnego ε > 0

istnieje N ∈ N taki, »e bN > x− ε oraz cN < x + ε (dla (bn) i (cn) jak wy»ej). Oznacza
to, »e an > x− ε i an < x+ ε dla n > N . St¡d lim

n→∞
an = x. �

Twierdzenie 5.19. Granica górna ci¡gu ograniczonego to najwi¦kszy punkt skupie-
nia tego ci¡gu. Podobnie granica dolna to najmniejszy punkt skupienia tego ci¡gu.

Dowód. Niech ci¡g (an) b¦dzie ograniczony, niech bn = sup{ak : k ∈ N, k > n}, niech
x = lim sup

n→∞
an = lim

n→∞
bn i niech (akn) b¦dzie podci¡giem (an) zbie»nym do y. Wtedy dla

dowolnego n ∈ N zachodzi kn > n, zatem akn 6 bn, sk¡d y 6 x.
Z drugiej strony dla dowolnego n > 0 istnieje j takie, »e x 6 bj < x + 1

n
. Istnieje

ponadto k > max{j, n} takie, »e bj − 1
n
< ak 6 bj. Oznacza to, »e x − 1

n
< ak <

x + 1
n
. Pisz¡c kn zamiast k, otrzymujemy ci¡g (kn) rozbie»ny do niesko«czono±ci i taki,

»e x − 1
n
< akn < x + 1

n
. Z twierdzenia o trzech ci¡gach otrzymujemy lim

n→∞
akn = x, a

wi¦c W szczególno±ci istnieje niesko«czenie wiele takich k. Dowodzi to, »e x jest punktem
skupienia ci¡gu (an).
Dowód drugiej cz¦±ci twierdzenia jest analogiczny. �

Dla wygody cz¦sto pisze si¦:

lim inf
n→∞

an = −∞ gdy ci¡g (an) jest nieograniczony z doªu,

lim inf
n→∞

an = +∞ gdy ci¡g (an) jest rozbie»ny do +∞,

lim sup
n→∞

an = +∞ gdy ci¡g (an) jest nieograniczony z góry,

lim sup
n→∞

an = −∞ gdy ci¡g (an) jest rozbie»ny do −∞.

Jest to w pewnym sensie zgodne z oznaczeniami supA i inf A w przypadku gdy zbiór A
jest nieograniczony.
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5.4. Przykªady. Pierwszy przykªad rozpisany jest bardzo szczegóªowo.

Przykªad. Zachodzi

lim
n→∞

(n3+1)3/2

n4+1
= lim

n→∞
(n1/2 · (1+1/n3)3/2

1+1/n4 ) =∞

ze wzgl¦du na twierdzenie o arytmetyce granic niewªa±ciwych (typ [∞] · [1] = [∞]).
Wykorzystali±my tu nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• lim
n→∞

n1/2 = lim
n→∞

n3 = lim
n→∞

n4 = ∞ na mocy twierdzenia o pot¦gowanie granic

niewªa±ciwych (typ [∞][y] =∞� dla y > 0);
• lim
n→∞

1
n3 = lim

n→∞
1
n4 = 0 na mocy twierdzenia o arytmetyce granic niewªa±ciwych

(typ [0]
[∞]

= [0]);

• lim
n→∞

(1+1/n3)3/2 = 1 ze wzgl¦du na poprzednie punkty i twierdzenia: o arytmetyce

granic i o pot¦gowaniu granic;
• lim
n→∞

(1+1/n3)3/2

1+1/n4 = 1 na mocy poprzednich punktów i twierdzenia o arytmetyce

granic.

Przykªad. Na mocy twierdzenia o arytmetyce i pot¦gowniu granic zachodzi

lim
n→∞

(
3
√
n3 + n2 − 3

√
n3 − n2) = lim

n→∞

2n2

( 3
√
n3 + n2)2 + 3

√
n3 + n2 · 3

√
n3 − n2 + ( 3

√
n3 + n2)2

= lim
n→∞

2

( 3

√
1 + 1

n
)2 + 3

√
1 + 1

n
· 3

√
1− 1

n
+ ( 3

√
1− 1

n
)2

=
2

3
.

Przykªad. Niech an = (1 + 1
n

+ 1
n2 )n. Zachodzi 1

n
+ 1

n2 = n+1
n2 6 n+1

n2−1
= 1

n−1
, zatem

(1 + 1
n
)n 6 an 6 (1 + 1

n−1
)n = (1 + 1

n−1
)n−1(1 + 1

n−1
).

Z twierdzenia o trzech ci¡gach otrzymujemy lim
n→∞

an = e.

Przykªad. Zachodzi lim
n→∞

n ln(1+ 1
n
) = lim

n→∞
ln((1+ 1

n
)n) = ln(e) = 1 (na mocy twierdzenia

o granicy logarytmu). Podobnie lim
n→∞

n ln(1− 1
n
) = lim

n→∞
ln((1− 1

n
)n) = ln(e−1) = −1.

Przykªad. Je±li ci¡g liczb wymiernych jest zbie»ny do liczby niewymiernej, to mianowniki
d¡»¡ do ∞. W istocie, niech rozwa»any ci¡g ma wyrazy pn

qn
(gdzie pn ∈ Z, qn ∈ N), i

niech x b¦dzie granic¡. Niech q ∈ N. Wówczas x ∈ ( p
q!
, p+1
q!

) dla pewnego p ∈ Z (równego

bq!xc). Niech ε b¦dzie mniejsz¡ z liczb x− p
q!
, p+1

q!
− x, tak aby (x− ε, x+ ε) ⊆ ( p

q!
, p+1
q!

).
Ponadto istnieje N takie, »e dla n > N zachodzi pn

qn
∈ (x − ε, x + ε). Gdyby qn 6 q, to

q! · pn
qn

byªoby liczb¡ caªkowit¡ z przedziaªu (p, p + 1) � sprzeczno±¢. Zatem qn > q dla
n > N .

Przykªad. Ci¡g (an) zadany jest rekurencyjnie wzorami a1 = 0, an+1 = (1 − 1
n
)an + 1.

Wówczas ci¡g (an) nie jest zbie»ny: gdyby byª zbie»ny do x, to, rozwa»aj¡c granic¦ obu
stron wzoru rekurencyjnego, otrzymaliby±my x = 1 · x + 1, sprzeczno±¢. Oczywi±cie
an > 0 dla n ∈ N (formalnie dowodziliby±my tego indukcyjnie). Ponadto (an) jest
ci¡giem ±ci±le rosn¡cym na mocy zasady indukcji: zachodzi a1 < a2 oraz je±li an < an+1,
to an+1 = (1− 1

n
)an + 1 6 (1− 1

n+1
)an + 1 < (1− 1

n+1
)an+1 + 1 = an+2. Gdyby (an) byª

ograniczony z góry, to byªby zbie»ny. Jest zatem nieograniczony z góry. Udowodnili»my
zatem, »e (an) jest rozbie»ny do ∞.
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6. Funkcje rzeczywiste, funkcje elementarne, funkcje ci¡gªe

6.1. Funkcje rzeczywiste. Gªównym przedmiotem bada« analizy matematycznej s¡
funkcje rzeczywiste, czyli funkcje okre±lona na pewnym podzbiorze zbioru liczb rzeczywi-
stych (najcz¦±ciej na przedziale lub sumie przedziaªów) i przyjmuj¡ce warto±ci rzeczywi-
ste. Wiele takich funkcji okre±lonych jest wzorami, na przykªad f(x) = x2, lub ma swoje
oznaczenie, takie jak exp, ln czy sin. Z drugiej strony jest te» wiele wa»nych funkcji, któ-
rych nie da si¦ opisa¢ wzorem. Istnieje na przykªad funkcja f : (0,∞)→ R, która speªnia
równanie f(n) = (n− 1)! dla n ∈ N i która jest wypukªa (czyli, mówi¡c nieformalnie, jej
wykres wsz¦dzie jest wygi¦ty do góry) � jest ona nazywana funkcj¡ Gamma Eulera.
Podobnie jak dla ci¡gów, wprowadzamy kilka intuicyjnych wªasno±ci funkcji, które ju»

zostaªy wykorzystane przy okazji omawiania funkcji wykªadniczej i logarytmicznej. Przez
I oznaczamy dowolny przedziaª: domkni¦ty, otwarty lub póªotwarty, ograniczony lub nie,
by¢ mo»e równy R.

Definicja 6.1. Funkcja f okre±lona (co najmniej) na przedziale I, jest

• parzysta, je±li f(−x) = f(x) dla wszystkich x ∈ I (zakªada si¦, »e I = R

lub przynajmniej »e I jest symetryczny, tj. x ∈ I wtedy i tylko wtedy, gdy
−x ∈ I);
• nieparzysta, je±li f(−x) = −f(x) dla wszystkich x ∈ I (zakªada si¦, »e I jest
symetryczny);
• ograniczona z góry na I, je±li istniejeM o wªasno±ci: f(x) 6M dla wszystkich
x ∈ I;
• ograniczona z doªu na I, je±li istniejeM o wªasno±ci: f(x) >M dla wszystkich
x ∈ I;
• ograniczona na I, je±li je±li jest ograniczona z doªu i z góry;
• rosn¡ca (lub niemalej¡ca) na I, je±li f(x1) 6 f(x2) dla wszystkich x1, x2 ∈ I
takich, »e x1 < x2;
• malej¡ca (lub nierosn¡ca) na I, je±li f(x1) > f(x2) dla wszystkich x1, x2 ∈ I
takich, »e x1 < x2;
• ±ci±le rosn¡ca na I, je±li f(x1) < f(x2) dla wszystkich x1, x2 ∈ I takich, »e
x1 < x2;
• ±ci±le malej¡ca na I, je±li f(x1) > f(x2) dla wszystkich x1, x2 ∈ I takich, »e
x1 < x2;
• monotoniczna, je±li jest rosn¡ca lub malej¡ca, za± ±ci±le monotoniczna, je±li
jest ±ci±le rosn¡ca lub ±ci±le majlej¡ca;
• ró»nowarto±ciowa na I, je±li f(x1) 6= f(x2) dla wszystkich x1, x2 ∈ I takich,
»e x1 6= x2;
• okresowa, je±li f(x + T ) = f(x) dla pewnego T ∈ R \ {0} (nazywanego
okresem) i wszystkich x ∈ R (w tym przypadku zakªada si¦, »e I = R lub
przynajmniej »e I jest okresowy o okresie T , tzn. x ∈ I wtedy i tylko wtedy,
gdy x+ T ∈ I).

Gdy wyra»enie �na I� jest pomini¦te, przyjmuje si¦, »e I jest dziedzin¡ funkcji f . We
wszystkich powy»szych de�nicjach I mo»e by¢ te» dowolnym zbiorem, niekoniecznie
przedziaªem (w pierwszych dwóch � symetrycznym, w ostatnim � okresowym), ale
rzadko b¦dziemy rozwa»a¢ t¦ ogólniejsz¡ sytuacj¦.
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Przy okazji wprowad¹my nast¦puj¡ce (niejako oczywiste) oznaczenia: f + g oznacza
funkcj¦ okre±lon¡ na cz¦±ci wspólnej dziedzin f i g, dan¡ wzorem (f+g)(x) = f(x)+g(x).
Analogicznie okre±la si¦ f −g, f ·g oraz f

g
, przy czym w przypadku f

g
dziedzin¡ jest cz¦±¢

wspólna dziedziny f oraz zbioru tych x z dziedziny g, dla których g(x) 6= 0.

6.2. Funkcje trygonometryczne. Miara ªukowa k¡ta to stosunek dªugo±ci ªuku okr¦gu
(o ±rodku w wierzchoªku k¡ta) zawartego w tym k¡cie do jego promienia. Przez 2π oznacza
si¦ dªugo±¢ okr¦gu jednostkowego, a wi¦c miar¦ k¡ta peªnego. Zachodzi zatem 2π = 360◦,
π = 180◦, π

2
= 90◦. [[rysunek]]

Definicja 6.2. Wspóªrz¦dne punktu powstaªego w wyniku obrotu punktu (1, 0) o k¡t
o mierze ªukowej t w lewo (lub o k¡t −t w prawo, gdy t < 0) nazywane s¡ cosinusem

(inaczej: kosinusem) oraz sinusem k¡ta t i oznaczane odpowiednio cos(t) oraz sin(t).
Innymi sªowy punkt o wspóªrz¦dnych x = cos(t) oraz y = sin(t) przemieszcza si¦ po
okr¦gu jednostkowym lewoskr¦tnie z szybko±ci¡ równ¡ 1.[[rysunek]]
Tangens i cotangens (inaczej: kotangens) s¡ zde�niowane wzorami tg(t) = sin(t)

cos(t)

oraz ctg(t) = cos(t)
sin(t)

, o ile mianowniki nie s¡ równe zero.[[rysunek]]

Dla k¡tów z zakresu (0, π
2
) powy»sza de�nicja zgadza si¦ z tradycyjn¡, wykorzystuj¡c¡

trójk¡ty prostok¡tne. Inna, bardziej formalna de�nicja, wspomniana przy okazji ana-
logicznej de�nicji funkcji wykªadniczej exp, jest tre±ci¡ ¢wicze« dodatkowych na li±cie
zada« nr 9. Cztery opisane wy»ej funkcje (i cz¦sto równie» secans sec(t) = 1

cos(t)
i cose-

cans csc(t) = 1
sin(t)

) nazywane s¡ funkcjami trygonometrycznymi. Funkcje sinus i cosinus
okre±lone s¡ na caªym zbiorze liczb rzeczywistych, tg(t) jest okre±lone gdy x 6= π

2
+nπ dla

»adnego n ∈ Z (wtedy cos(t) 6= 0), za± ctg(t) � gdy x 6= nπ dla »adnego n ∈ Z (wtedy
sin(t) 6= 0). [[rysunek]]
Na podstawie de�nicji ªatwo naszkicowa¢ wykresy i rozwi¡za¢ proste równania, np.

sin(t) = 1
2
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy t = π

6
+ 2nπ lub t = π − π

6
+ 2nπ dla

pewnego n ∈ Z). [[rysunek]]
Wprost z de�nicji i z wªasno±ci geometrycznych obrotów wynika wiele wªasno±ci funkcji

trygonometrycznych, takich jak (sin(t))2 + (cos(t))2 = 1 (obrót zachowuje dªugo±¢ od-
cinka). �atwiejsze zawarte s¡ w poni»szym twierdzeniu, trudniejsze s¡ tre±ci¡ niektórych
¢wicze« na li±cie zada« nr 9 � cytujemy najwa»niejsze z nich.

Twierdzenie 6.3. (a) Funkcje sin i cos s¡ okresowe o okresie 2π, za± tg i ctg �
o okresie π;

(b) funkcje sin, tg i ctg s¡ nieparzyste, funkcja cos � parzysta;
(c) funkcje sin i cos s¡ ograniczone z doªu przez −1 i z góry przez 1;
(d) funkcje sin, cos i tg s¡ ±ci±le rosn¡ce odpowiednio na [−π

2
, π

2
], [−π, 0] oraz

(−π
2
, π

2
). Funkcje sin, cos i ctg s¡ ±ci±le malej¡ce odpowiednio na [π

2
, 3π

2
], [0, π]

i (0, π);
(e) zachodzi

sin(t) = sin(π − t) = − sin(π + t) = cos(π
2
− t),

cos(t) = − cos(π − t) = − cos(π + t) = sin(π
2
− t).
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(f) zachodzi

sin(t+ s) = sin(t) cos(s) + cos(t) sin(s),

cos(t+ s) = cos(t) cos(s)− sin(t) sin(s). �

Poni»sze oszacowanie odegra niezwykle wa»n¡ rol¦.

Twierdzenie 6.4. Dla t ∈ (0, π
2
) zachodzi sin(t) < t < tg(t).

Dowód. Teza wynika z porównania pól dwóch trójk¡tów (o wierzchoªkach: (0, 0), (1, 0) i
(cos(t), sin(t)) oraz (0, 0), (1, 0) i (1, tg(t))) z polem wycinka koªa (o wierzchoªkach (0, 0),
(1, 0) i (cos(t), sin(t))). [[rysunek]] �

W tym rozdziale stosowali±my liter¦ t jako argument funkcji sin i cos ze wzgl¦du na
interpretacj¦ tych funkcji przy pomocy wspóªrz¦dnych punktu poruszaj¡cego si¦ jedno-
stajnie po okr¦gu. W przyszªo±ci b¦dziemy jednak zwykle u»ywa¢ litery x do oznaczania
argumentów dowolnych funkcji, w tym funkcji trygonometrycznych.

6.3. Funkcje cyklometryczne. Funkcje cyklometryczne s¡ funkcjami odwrotnymi do
funkcji trygonometrycznych na odpowiednich przedziaªach. Poj¦cie funkcji odwrotnej
pojawiªo si¦ w kontek±cie logarytmu naturalnego; teraz czas przeanalizowa¢ je dokªadniej.

Definicja 6.5. Funkcja f , okre±lona co najmniej na przedziale I, jest ró»nowarto-
±ciowa na I, je±li f(x1) 6= f(x2) dla wszystkich x1, x2 ∈ I takich, »e x1 6= x2. Zbiór

warto±ci f na I lub obraz zbioru I przez f to zbiór f(I) = {f(x) : x ∈ I}∗. Funkcja
odwrotna do f to funkcja g zde�niowana na zbiorze f(I) przez warunek g(y) = x
wtedy i tylko wtedy, gdy x ∈ I oraz f(x) = y. [[rysunek]]

Tradycyjnie funkcja odwrotna oznaczana jest symbolem f−1. Nie nale»y jednak myli¢
f−1(x) z (f(x))−1.
Punkt (y, x) nale»y do wykresu funkcji odwrotnej f−1 wtedy i tylko wtedy, gdy punkt

(x, y) nale»y do wykresu funkcji f . Oznacza to, »e wykres funkcji odwrotnej mo»na
uzyska¢ przez odbicie symetryczne w prostej y = x. [[rysunek]]

Definicja 6.6. Funkcje arcus sinus, arcus cosinus i arcus tangens s¡ funkcjami
odwrotnymi do funkcji sinus, cosinus i tangens odpowiednio na przedziaªach [−π

2
, π

2
],

[0, π] oraz (−π
2
, π

2
). Funkcje te oznaczane s¡ arcsin, arccos i arctg. [[rysunek]]

Zachodzi zatem

arccos(x) = t wtedy i tylko wtedy, gdy cos(t) = x oraz t ∈ [0, π];

arcsin(y) = t wtedy i tylko wtedy, gdy sin(t) = y oraz t ∈ [−π
2
, π

2
];

arctg(z) = t wtedy i tylko wtedy, gdy tg(t) = z oraz t ∈ (−π
2
, π

2
).

Funkcje te (wraz z funkcj¡ arcus cotangens, odwrotn¡ do funkcji cotangens na przedziale
(0, π)) nazywane s¡ funkcjami cyklometrycznymi. Funkcje arcsin i arccos s¡ okre±lone
na przedziale [−1, 1], za± funkcja arctg na caªym zbiorze R. Fakt ten jest intuicyjnie

∗W teorii mnogo±ci obraz zbioru przez funkcj¦ cz¦sto oznaczany jest f [I] lub f→(I), aby unikn¡¢

niejednoznaczno±ci w przypadku, gdy argumentami f s¡ zbiory. Tu jednak nie ma takiego ryzyka
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jasny, je±li spojrzy si¦ na wykresy funkcji trygonometrycznych i cyklometrycznych. For-
malny dowód wykorzystuje ci¡gªo±¢ funkcji trygonometrycznych i zostanie przedstawiony
w ostatniej cz¦±ci tego rozdziaªu. [[rysunek]]

Przykªad. Zachodzi arcsin(1
2
) = π

6
, arctg(−1) = −π

4
, arccos(−

√
3

2
) = 2π

3
.

Niektóre wªasno±ci funkcji cyklometrycznych s¡ tre±ci¡ ¢wicze« na li±cie zada« nr 9.

6.4. Funkcje elementarne. W±ród funkcji rzeczywistych wyró»nia si¦ wiele ró»nych
klas. Jedn¡ z nich s¡ funkcje elementarne. Poj¦cie to jest nieco umowne, cho¢ bywa
niezwykle u»yteczne.

Definicja 6.7. Zªo»enie funkcji rzeczywistych f (o dziedzinie X ⊆ R) oraz g (o
dziedzinie Y ⊆ R) to funkcja h = g ◦ f zadana wzorem h(x) = g(f(x)) i okre±lona
na zbiorze {x ∈ X : g(x) ∈ Y }.

Jest to nieco ogólniejsza de�nicja ni» ta tradycyjna, która zakªada, »e g jest okre±lona
co najmniej na zbiorze warto±ci f . Zªo»enie nie jest operacj¡ przemienn¡: je±li f(x) = 0,
g(x) = 1, to f ◦g = f , za± g◦f = g. Jest to jednak operacja ª¡czna: (h◦g)◦f = h◦(g◦f),
co wynika wprost z de�nicji:

((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g ◦ f)(x)) = (h ◦ (g ◦ f))(x).

Definicja 6.8. Funkcja f jest funkcj¡ elementarn¡, je±li warto±¢ f(x) mo»e zosta¢
zadana wzorem (jednakowym dla wszystkich x z dziedziny f), w którym wyst¦puj¡
jedynie:

• zmienna x i staªe liczbowe;
• pierwiastki arytmetyczne (i ogólniej pierwiastki wielomianów o zadanych
wspóªczynnikach∗);
• funkcje exp i ln;
• funkcje trygonometryczne sin, cos, tg, ctg∗∗;
• funkcje cyklometryczne arcsin, arccos, arctg, arcctg†;
• operacje arytmetyczne: dodawanie, odejmowanie, mno»enie i dzielenie.

Formalnie: klasa funkcji elementarnych to najmniejsza rodzina funkcji rzeczywistych,
która zwiera wymienione wy»ej funkcje i jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na operacje aryt-
metyczne oraz operacj¦ zªo»enia funkcji.

Funkcjami elementarnymi s¡ wi¦c |x| =
√
x2, max(x, 0) = 1

2
(x + |x|) itp. Co ciekawe,

elementarna jest równie» funkcja x − 1
2
− 1

π
arctg(tg(πx + 1

2
)), równa bxc dla wszyst-

kich niecaªkowitych x (i nieokre±lona dla caªkowitych x). Inne przykªady to sinh(x) =
1
2
(exp(x) − exp(−x)) (sinus hiperboliczny), cosh(x) = 1

2
(exp(x) + exp(−x)) (cosinus hi-

perboliczny), tgh(x) = sinh(x)
cosh(x)

= exp(x)−exp(−x)
exp(x)+exp(−x)

(tangens hiperboliczny) i funkcje do nich
odwrotne (na przedziale [0,∞) dla cosh). Niektóre wªasno±ci tych ostatnich s¡ ¢wicze-
niami na li±cie zada« nr 10.

∗Twierdzenie Abela�Ru�niego orzeka, »e nie wszystkie pierwiastki wielomianów mo»na wyrazi¢ � jaw-

nym wzorem�.
∗∗W dziedzinie zespolonej funkcje te wyra»aj¡ si¦ przez funkcj¦ exp i dlatego mog¡ zosta¢ pomini¦te.
†W dziedzinie zespolonej funkcje te wyra»aj¡ si¦ przez funkcj¦ ln i dlatego mog¡ zosta¢ pomini¦te.
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6.5. Ci¡gªo±¢ funkcji elementarnych. Gªównym wynikiem niniejszego cz¦±ci jest po-
ni»sze twierdzenie o ci¡gªo±ci funkcji elementarnych.

Definicja 6.9. Mówimy, »e funkcja rzeczywista f jest ci¡gªa, je±li dla dowolnego
zbie»nego ci¡gu (xn) elementów dziedziny f , którego granica x te» nale»y do dziedziny
f , ci¡g (f(xn)) jest zbie»ny do f(x), tzn.

lim
n→∞

f(xn) = f(x).

Wkrótce zbadamy poj¦cie ci¡gªo±ci du»o dokªadniej. W szczególno±ci udowodnimy
równowa»no±¢ powy»szej de�nicji z t¡ przedstawion¡ we wst¦pie.

Twierdzenie 6.10. Funkcje elementarne s¡ ci¡gªe.

Dowód powy»szego twierdzenia skªada si¦ z serii wyników pomocniczych, cz¦sto równie
wa»nych, co samo twierdzenie.

Twierdzenie 6.11. Zªo»enie funkcji ci¡gªych jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Dowód. Je±li f i g s¡ ci¡gªe, za± ci¡g (xn) jest zbie»ny do x, to ci¡g f(xn) jest zbie»ny
do f(x), a wi¦c ci¡g g(f(xn)) jest zbie»ny do g(f(x)). To oznacza za± ci¡gªo±¢ g ◦ f .
Milcz¡co zakªadamy tu, »e xn oraz x nale»¡ do dziedziny g ◦ f (a wi¦c: xn oraz x nale»¡
do dziedziny f , za± f(xn) i f(x) nale»¡ do dziedziny g). �

Twierdzenie 6.12. Je±li f i g s¡ funkcjami ci¡gªymi, to f + g, f − g, f · g oraz f
g
s¡

funkcjami ci¡gªymi w t.

Dowód. Teza wynika wprost z de�nicji ci¡gªo±ci i twierdzenia o arytmetyce granic: je±li
lim
n→∞

xn = x, to lim
n→∞

f(xn) = f(x), lim
n→∞

g(xn) = g(x), a wi¦c lim
n→∞

(f+g)(xn) = f(x)+g(x)

itp. �

Funkcja staªa jest ci¡gªa. Podobnie funkcja f dana wzorem f(x) = x jest ci¡gªa.
Ci¡gªo±¢ funkcji wykªadniczej i logarytmicznej zostaªa udowodniona w twierdzeniach 4.6
i 4.11. Konsekwencj¡ tych wyników jest ci¡gªo±¢ pierwiastków arytmetycznych.

Twierdzenie 6.13. Je±li n ∈ N oraz f(x) = n
√
x, to f jest funkcj¡ ci¡gª¡ (o dziedzinie

R gdy n jest nieparzyste oraz o dziedzinie [0,∞) w przeciwnym przypadku).

Dowód. Je±li lim
n→∞

xn = x oraz xn > 0 (od pewnego miejsca), to równo±¢ lim
n→∞

f(xn) =

lim
n→∞

(xn)1/n = x1/n = f(x) wynika z twierdze« o pot¦gowaniu granic. Je±li n jest nie-

parzyste, lim
n→∞

xn = x oraz xn 6 0 (od pewnego miejsca), to równo±¢ lim
n→∞

f(xn) =

lim
n→∞

(−(−xn)1/n) = −(−x)1/n = f(x) wynika w ten sam sposób. Pozostaje do rozwa»enia

przypadek, gdy lim
n→∞

xn = 0 i xn zmienia znak nieso«czenie wiele razy. Wtedy jednak

−f(|xn|) 6 f(xn) 6 f(|xn|) oraz lim
n→∞

f(|xn|) = 0 na mocy ju» rozwa»onego przypadku.

Z twierdzenia o trzech ci¡gach wynika, »e lim
n→∞

f(xn) = 0. �
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Ci¡gªo±¢ pierwiastków wielomianów (jako funkcji wspóªczynników) jest du»o trudniej-
szym zagadnieniem � wymaga w szczególno±ci znajomo±ci zasadniczego twierdzenia al-
gebry, gwarantuj¡cego istnienie pierwiastka zespolonego dowolnego wielomianu. Temat
ten nie jest te» dla nas szczególnie istotny, dlatego zostanie pomini¦ty.
Do wykazania pozostaje ci¡gªo±¢ funkcji trygonometrycznych i cyklometrycznych. Przy

przyj¦tej przez nas geometrycznej de�nicji tych funkcji podanej wcze±niej jest to by¢
mo»e zbyteczne (bowiem fakt ten wynika z postulatów geometrii). Przedstawiony poni»ej
dowód dobrze jednak ilustruje techniki stosowane w rachunku ró»niczkowym i caªkowym.

Lemat 6.14. Zachodzi |sin(x)| 6 |x| dla x ∈ R.

Dowód. Skoro 0 < sin(x) < x dla x ∈ (0, π
2
) oraz sin(−x) = − sin(x), zachodzi |sin(x)| =

sin(|x|) 6 |x| dla x ∈ (−π
2
, π

2
). Ponadto |sin(x)| 6 1, zatem |sin(x)| 6 |x| gdy |x| >

1. Pozostaje zauwa»y¢, »e π
2
> 1 (przez porównanie pola koªa i pola wpisanego we«

kwadratu). [[rysunek]] �

Twierdzenie 6.15. Funkcje trygonometryczne s¡ ci¡gªe.

Dowód. Je±li lim
n→∞

xn = 0, to |sin(xn)| 6 |xn|, a wi¦c lim
n→∞

sin(xn) = 0 na mocy twierdzenia

o trzech ci¡gach.
Je±li lim

n→∞
xn = x, to (na mocy jednego z ¢wicze« na li±cie zada« nr 9)

sin(xn)− sin(x) = 2 cos(1
2
(xn + x)) sin(1

2
(xn − x)).

Skoro |cos(1
2
(xn + x))| 6 1, zachodzi |sin(xn) − sin(x)| 6 2|sin(1

2
(xn − x))|. Na mocy

pierwszej cz¦±ci dowodu i twierdzenia o trzech ci¡gach, lim
n→∞

sin(xn) = sin(x).

Ci¡gªo±¢ funkcji cos wynika ze wzoru cos(x) = sin(π
2
−x), ci¡gªo±ci funkcji danej wzorem

π
2
− x i ci¡gªo±ci zªo»enia funkcji. Ci¡gªo±¢ funkcji tg i ctg wynika z ci¡gªo±ci ilorazu. �

Ci¡gªo±¢ funkcji cyklometrycznych wynika z nast¦puj¡cego ogólnego wyniku.

Twierdzenie 6.16. Niech I b¦dzie przedziaªem oraz niech f : I → R b¦dzie ±ci±le
monotoniczn¡ funkcj¡ ci¡gª¡. Wówczas:

(a) zbiór warto±ci funkcji f , czyli J = {f(x) : x ∈ I}, te» jest przedziaªem;
(b) funkcja odwrotna do f jest równie» ±ci±le monotoniczn¡ funkcj¡ ci¡gª¡.

Dowód. Przypu±¢my, »e f jest ±ci±le rosn¡ca. Dowód dla funkcji ±ci±le malej¡cych jest
analogiczny.
Gdyby zbiór J nie byª przedziaªem, istniaªyby trzy liczby y1, y2, y3 takie, »e y1 < y2 < y3

oraz y1, y3 ∈ J , lecz y2 /∈ J . Zachodzi wi¦c y1 = f(x1) oraz y3 = f(x3) dla pewnych
x1, x3 ∈ I. Rozwa»my zbiór

A = {x ∈ I : f(x) < y2}.

Wtedy A jest niepusty, bo x1 ∈ A, oraz A jest ograniczony z góry przez x3: je±li x > x3,
to f(x) > f(x3) = y3 > y2, zatem x /∈ A. Niech x2 = supA. Oczywi±cie x1 6 x2 < x3,
zatem x2 ∈ I. Twierdzimy, »e f(x2) = y2.
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Od pewnego miejsca zachodzi x2 + 1
n
< x3, a wi¦c x2 + 1

n
∈ I. Skoro x2 + 1

n
/∈ A,

zachodzi f(x2 + 1
n
) > y2. Z ci¡gªo±ci f otrzymujemy

f(x2) = lim
n→∞

f(x2 + 1
n
) > y2.

Skoro f(x1) = y1 < y2, otrzymujemy x1 < x2 i wobec tego x2− 1
n
∈ I od pewnego miejsca.

Ponadto f(x2 − 1
n
) < y2 (w przeciwnym razie liczba x2 − 1

n
byªaby ograniczeniem z góry

zbioru A), a wi¦c

f(x2) = lim
n→∞

f(x2 − 1
n
) 6 y2.

Ostatecznie f(x2) = y2, wbrew zaªo»eniu. Udowodnili±my wi¦c, »e J jest przedziaªem.
Funkcja odwrotna jest oczywi±cie ±ci±le rosn¡ca: warunki x1 < x2 oraz f(x1) < f(x2) s¡

równowa»ne, a wi¦c i warunki f−1(y1) < f−1(y2) oraz y1 < y2 s¡ równowa»ne. Pozostaje
wykaza¢ ci¡gªo±¢ f−1.
Przypu±¢my, »e lim

n→∞
yn = y oraz yn i y nale»¡ do J , tzn. yn = f(xn) oraz y = f(x) dla

pewnych xn oraz x ze zbioru I. Przypu±¢my, »e x jest punktem wewn¦trznym zbioru I i
rozwa»my ε > 0 tak maªy, by x− ε oraz x+ ε nale»aªy do I. Wtedy istnieje N takie, »e
dla n > N zachodzi

|yn − y| < min{f(x+ ε)− f(x), f(x)− f(x− ε)},
wi¦c w szczególno±ci

−(f(x)− f(x− ε)) < yn − y < f(x+ ε)− f(x).

Skoro jednak yn = f(xn) i y = f(x), otrzymujemy

f(x− ε) < f(xn) < f(x+ ε).

Funkcja f jest jednak rosn¡ca, a wi¦c ostatecznie x− ε < xn < x+ ε, czyli |xn − x| < ε.
Dowodzi to zbie»no±ci (xn) do x, czyli zbie»no±ci (f−1(yn)) do f−1(y). �

Powy»sze twierdzenie stosuje si¦ do funkcji cyklometrycznych. Oprócz ci¡gªo±ci tych
funkcji uzyskujemy wi¦c dowód poprawno±ci de�nicji funkcji cyklometrycznych (wspo-
mniany we wcze±niejszej cz¦±ci rozdziaªu).

Wniosek 6.17. Funkcje cyklometryczne s¡ ci¡gªe. �

Dowód twierdzenia 6.10. Teza wynika wprost z kilku twierdze« udowodnionych powy»ej.
�

Co ciekawe, powy»sze twierdzenie oznacza nieelementarno±¢ funkcji danych wzorami
btc, sign(t) itp.; funkcje te s¡ bowiem nieci¡gªe. Jest to zaskakuj¡ce w kontek±cie równo±ci
sign(t) = t/

√
t2 dla t 6= 0, btc = t− 1

2
− 1

π
arctg(tg(π(t+ 1

2
))) gdy t /∈ Z.
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7. Granice funkcji i funkcje ci¡gªe

7.1. Granice funkcji. W poprzednim rozdziale wprowadzili±my poj¦cie funkcji ci¡gªej:
mówi¡c nieformalnie, funkcje ci¡gªe przeprowadzaj¡ ci¡gi zbie»ne w ci¡gi zbie»ne; za±
formalniej: funkcja f nazywana jest ci¡gª¡, je±li ze zbie»no±ci ci¡gu (xn) do x wynika
zbie»no±¢ ci¡gu (f(xn)) do f(x). Potrzebne jest nam dokªadniejsze poj¦cie ci¡gªo±ci
funkcji w wybranym punkcie.

Definicja 7.1 (de�nicja Heinego ci¡gªo±ci funkcji). Je±li a nale»y do dziedziny funk-
cji f , to f jest ci¡gªa w punkcie a je±li dla dowolnego ci¡gu (xn) zbie»nego do a, o
wyrazach z dziedziny f , zachodzi lim

n→∞
f(xn) = f(a).

Funkcja jest wi¦c ci¡gªa, je±li jest ci¡gªa w ka»dym punkcie swojej dziedziny. Poj¦-
cie ci¡gªo±ci ma fundamentalne znaczenie w analizie matematycznej i wi¡»e si¦ ±ci±le z
poj¦ciem granicy funkcji w punkcie.

Definicja 7.2. Liczba a jest punktem skupienia zbioru A, je±li istnieje ci¡g (xn) o
wyrazach ze zbioru A \ {a} zbie»ny do a.

�atwo sprawdzi¢, »e powy»sza de�nicja jest równowa»na tej podanej przy okazji de�ni-
cji pochodnej zbioru. Podkre±lmy, »e punkt skupienia mo»e nale»e¢ do zbioru A lub nie,
za± dodanie lub usuni¦cie liczby a ze zbioru A nie ma wpªywu na to, czy a jest punktem
skupienia tego zbioru.

Definicja 7.3 (de�nicja Heinego granicy funkcji). Je±li a jest punktem skupienia
dziedziny funkcji f oraz b ∈ R, to liczba b jest granic¡ funkcji f w punkcie a, je±li
dla dowolnego ci¡gu (xn) zbie»nego do a, o wyrazach z dziedziny f i ró»nych od a,
zachodzi lim

n→∞
f(xn) = b. Fakt ten zapisujemy w postaci

lim
x→a

f(x) = b.

W powy»szej de�nicji liczba a mo»e nale»e¢ do dziedziny funkcji f lub nie. Dodatkowo
je±li a nale»y do dziedziny f , to f(a) nie musi by¢ równe b.

Przykªad. Zachodzi

lim
x→0+
|sign(x)| = 1.

W istocie, je±li lim
n→∞

xn = 0 oraz xn 6= 0, to |sign(xn)| = 1, zatem lim
n→∞
|sign(xn)| = 1.

Zauwa»my, »e |sign(0)| = 0. Oznacza to, »e funkcja okre±lona wzorem |sign(x)| nie jest
ci¡gªa w punkcie 0.

Przykªad. Granica

lim
x→0+
bxc

nie istnieje. W istocie, lim
n→∞

1
n

= lim
n→∞

(− 1
n
) = 0 oraz 1

n
6= 0, − 1

n
6= 0, lecz lim

n→∞
b 1
n
c =

lim
n→∞

0 = 0, za± lim
n→∞
b− 1

n
c = lim

n→∞
(−1) = −1, zatem omawiana granica musiaªaby by¢

równa jednocze±nie 0 i −1.

Niemal oczywiste jest twierdzenie opisuj¡ce zwi¡zek mi¦dzy ci¡gªo±ci¡ i granic¡ funkcji.
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Twierdzenie 7.4. Je±li a nale»y do dziedziny funkcji f i jednocze±nie jest punktem
skupienia dziedziny f , to funkcja f jest ci¡gªa w a wtedy i tylko wtedy, gdy

f(a) = lim
x→a

f(x).

Dowód. Je±li f jest ci¡gªa a, to warunek z de�nicji granicy funkcji (dla b = f(a)) speªniony
jest nawet dla wi¦kszej klasy ci¡gów (xn), niekoniecznie o wyrazach ró»nych od a.
Przypu±¢my teraz, »e f(a) jest granic¡ funkcji f w punkcie a i niech ci¡g (xn) b¦dzie

zbie»ny do a. Je±li od pewnego miejsca xn = a, to oczywi±cie lim
n→∞

f(xn) = f(a). W

przeciwnym razie rozwa»my podci¡g (xkn) zªo»ony ze wszystkich wyrazów ci¡gu (xn)
ró»nych od a. Oczywi±cie ci¡g (xkn) jest zbie»ny do a, a wi¦c (na mocy de�nicji granicy
funkcji) ci¡g (f(xkn)) jest zbie»ny do f(a). Oznacza to, »e ci¡g (f(xn)) równie» jest
zbie»ny do f(a). W istocie: dla dowolnego ε > 0 istnieje N ∈ N takie, »e |f(xkn) −
f(a)| < ε dla n > N . Je±li wi¦c m > kN , to albo m = kn dla pewnego n > N i wtedy
|f(xm) − f(a)| = |f(xkn) − f(a)| < ε, albo xm = a i wtedy |f(xn) − f(a)| = 0 < ε.
Udowodnili±my zatem ci¡gªo±¢ funkcji f w punkcie a. �

W poprzednim rozdziale udowodnili±my ró»ne wªasno±ci funkcji ci¡gªych. Dokªadnie
te same dowody prowadz¡ do analogicznych rezultatów dla granic funkcji. Niektóre z
poni»szych twierdze« pozostawiamy zatem bez szczegóªowego dowodu.

Twierdzenie 7.5. Przypu±¢my, »e f i g s¡ funkcjami rzeczywistymi, których granice
w punkcie a wynosz¡ odpowiednio b i c oraz »e a jest punktem skupienia wspólnej
cz¦±ci dziedzin f i g. Wówczas zachodz¡ równo±ci

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = b+ c, lim
x→a

(f(x)− g(x)) = b− c,

lim
x→a

(f(x)g(x)) = bc, lim
x→a

f(x)

g(x)
=
b

c
,

lim
x→a

(f(x))g(x) = bc,

przy czym w przypadku ilorazu nale»y zaªo»y¢, »e c 6= 0, za± w przypadku pot¦gowa-
nia potrzebny jest warunek b > 0. �

Przykªad. Zachodzi lim
x→1

x = 1 (wprost z de�nicji), zatem lim
x→1

x3−8
x2−x−2

= 13−8
12−1−2

= 7
3
.

Przykªad. Zachodzi lim
x→2

x3−8
x2−x−2

= lim
x→2

(x−2)(x2+2x+4)
(x−2)(x+1)

= lim
x→2

x2+2x+4
x+1

= 22+2·2+4
2+1

= 4.

Przykªad. Zachodzi lim
x→4

√
x−2
x−4

= lim
x→4

√
x−2

(
√
x−2)(

√
x+2)

= lim
x→4

1√
x+2

= 1
4
.

Druga cz¦±¢ poni»szego twierdzenia nosi nazw¦ twierdzenia o skªadaniu granic.

Twierdzenie 7.6. Przypu±¢my, »e a jest punktem skupienia dziedziny zªo»enia g ◦f
funkcji rzeczywistych f i g.

(a) Je±li lim
x→a

f(x) = b i g jest ci¡gªa w b, to lim
x→a

g(f(x)) = g(b).

(b) Je±li lim
x→a

f(x) = b, lim
y→b

g(y) = c oraz istnieje δ0 > 0 takie, »e f(x) 6= b gdy

|x− a| < δ0 i x 6= a, to lim
x→a

g(f(x)) = c.
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Dowód. Pierwsza cz¦±¢ ma dowód taki sam, jak w przypadku twierdzenia o ci¡gªo±ci
zªo»enia funkcji. Dowód drugiej cz¦±ci wymaga tylko nast¦puj¡cego uzupeªnienia: je±li
lim
n→∞

xn = a, xn 6= a, to |xn − a| < δ0 od pewnego miejsca i wobec tego f(xn) 6= b od

pewnego miejsca. Mo»na wi¦c stosowa¢ warunek z de�nicji granicy funkcji g dla ci¡gu
(f(xn)). �

Wniosek 7.7. Zachodz¡ wzory na podstawienie:

lim
x→0

f(x) = lim
t→a

f(t− a),

lim
x→0

f(x) = lim
t→0

f(−t),

lim
x→a

f(x) = lim
t→a/c

f(ct)

(w ostatnim wzorze nale»y zaªo»y¢, »e c 6= 0). �

Przykªad. Zachodzi lim
x→2

x3−8
x2−x−2

= lim
t→0

(t+2)3−8
(t+2)2−(t+2)−2

= lim
t→0

t3+6t2+12t
t2+3t

= lim
t→0

t2+6t+12
t+3

= 4.

Przykªad. Zachodzi lim
x→4

√
x−2
x−4

= lim
t→2

t−2
t2−4

= lim
t→2

1
t+2

= 1
4
.

Kolejne twierdzenie jest w pewnym sensie oczywiste.

Twierdzenie 7.8. Je±li istnieje δ0 > 0 taka, »e f(x) = g(x) gdy |x − a| < δ0 oraz
x 6= a, to lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x); w szczególno±ci oznacza to, »e je±li jedna z granic

istnieje, to istnieje te» druga.

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e je±li ci¡g (xn) speªnia warunek z de�nicji granicy funkcji,
to f(xn) = g(xn) od pewnego miejsca. �

Poni»szy rezultat nosi nazw¦ twierdzenia o trzech funkcjach.

Twierdzenie 7.9. Je±li f(x) 6 g(x) 6 h(x) dla x z dziedziny g oraz granice lim
x→a

f(x)

oraz lim
x→a

h(x) istniej¡ i s¡ równe, to istnieje granica lim
x→a

g(x) i jest równa pozostaªym

dwóm granicom.

Dowód. Teza wynika wprost z de�nicji granicy funkcji i twierdzenia o trzech ci¡gach: je±li
(xn) jest zbie»ny do a, ma warto±ci z dziedziny g i xn 6= a, to lim

n→∞
f(xn) = lim

x→a
f(x) =

lim
x→a

h(x) = lim
x→a

h(xn), oraz f(xn) 6 g(xn) 6 h(xn), zatem granica lim
n→∞

g(xn) istnieje i

jest równa wszystkim pozostaªym granicom. �

Na koniec wyznaczymy jedn¡ z najwa»niejszych granic w rachunku ró»niczkowym.

Twierdzenie 7.10. Zachodzi lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

Dowód. Dla x ∈ (0, π
2
) zachodzi sin(x) < x < tg(x), zatem cos(x) < sin(x)

x
< 1. Ta sama

nierówno±¢ zachodzi dla x ∈ (−π
2
, 0), bowiem wszystkie trzy wyra»enia s¡ funkcjami

parzystymi. Teza wynika z twierdzenia o trzech funkcjach oraz ci¡gªo±ci cos. �
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7.2. Granice niewªa±ciwe funkcji. De�nicja granicy funkcji rozszerza si¦ w naturalny
sposób do granic niewªa±ciwych, gdy argumenty lub warto±ci d¡»¡ do plus lub minus
niesko«czono±ci. Odpowiednie oznaczenia, takie jak

lim
x→−∞

f(x) = −∞

nie budz¡ w¡tpliwo±ci, z jednym wyj¡tkiem: granica niewªa±ciwa funkcji gdy argument
d¡»y do niesko«czono±ci mo»e by¢ pomylona z granic¡ ci¡gu. Stosuje si¦ do±¢ nieprecy-
zyjn¡ konwencj¦ zwi¡zan¡ z tradycyjnymi oznaczeniami liczb naturalnych i rzeczywistych:
napis

lim
k→∞

sin(πk)

oznacza granic¦ ci¡gu (i wobec tego granica ta istnieje i jest równa 0), za± analogiczny
napis

lim
x→∞

sin(πx)

dotyczy granicy funkcji o argumentach rzeczywistych (i granica ta oczywi±cie nie istnieje,
co ªatwo zauwa»y¢, rozpatruj¡c ci¡g dany wzorem xn = n+ 1

2
; wówczas sin(πxn) = (−1)n).

Twierdzenia dotycz¡ce artymetyki i pot¦gowania wªa±ciwych i niewªa±ciwych granic ci¡-
gów znów maj¡ swoje odpowiedniki dotycz¡ce granic funkcji. �cisªe sformuªowanie ta-
kiego wyniku jest do±¢ »mudne, dlatego ograniczymy si¦ do nieformalnego stwierdzenia.

Twierdzenie 7.11. Prawdziwe s¡ twierdzenia o arytmetyce i pot¦gowaniu wªa±ci-
wych i niewªa±ciwych granic funkcji, analogiczne do odpowiednich twierdze« doty-
cz¡cych granic ci¡gów. �

Twierdzenie 7.12. Twierdzenie o zªo»eniu granic funkcji zachodzi równie» dla nie-
wªa±ciwych granic funkcji. �

Przykªad. Zachodzi lim
x→∞

x =∞, zatem lim
x→∞

1
x

= 0.

Przykªad. Zachodzi lim
x→0

1
x2

=∞ (bowiem lim
x→0

x2 = 0 oraz x2 > 0 dla x 6= 0).

Przykªad. Zachodzi lim
x→0

1√
x

= ∞, podobnie jak w poprzednim przykªadzie. Podkre±lmy,

»e rozwa»amy tu wyª¡cznie dodatnie warto±ci x.

Przykªad. Zachodzi lim
x→∞

(1+x)2

1+x2
= lim

x→∞
(1+1/x)2

1+1/x2
= 1.

Przykªad. Zachodzi lim
x→∞

exp(x) = ∞, lim
x→∞

exp(−x) = 0, lim
x→0

ln(x) = −∞: wszystkie te

wªasno±ci s¡ konsekwencj¡ de�nicji Heinego i odpowiednich twierdze« dla granic ci¡gów.

7.3. Granice jednostronne funkcji. Wprowadzaj¡c inn¡ mody�kacj¦ w de�nicji ci¡-
gªo±ci lub granicy funkcji, uzyskuje si¦ poj¦cie jednostronnej ci¡gªo±ci oraz granic jedno-
stronnych.

Definicja 7.13. Je±li a nale»y do dziedziny funkcji f , to f jest prawostronnie ci¡gªa
w punkcie a je±li dla dowolnego ci¡gu (xn) zbie»nego do a, o wyrazach z dziedziny f
i takiego, »e xn > a, zachodzi lim

n→∞
f(xn) = f(a). Analogicznie f jest lewostronnie

ci¡gªa w punkcie a, je±li speªniony jest analogiczny warunek z nierówno±ci¡ xn 6 a.
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Definicja 7.14. Liczba a jest prawostronnym punktem skupienia zbioru A, je±li
istnieje ci¡g (xn) zbie»ny do a, o wyrazach ze zbioru A i wi¦kszych od a. Analogicznie
de�niuje si¦ lewostronny punkt skupienia zbioru A.

Definicja 7.15. Je±li a jest prawostronnym punktem skupienia dziedziny funkcji f
oraz b ∈ R, to liczba b jest prawostronn¡ granic¡ funkcji f w punkcie a, je±li dla
dowolnego ci¡gu (xn) zbie»nego do a, o wyrazach z dziedziny f i wi¦kszych od a,
zachodzi lim

n→∞
f(xn) = b. Fakt ten zapisujemy w postaci

lim
x→a+

f(x) = b.

Je±li a jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A, to analogicznie de�niuje si¦
lewostronn¡ granic¦ funkcji f w punkcie a, oznaczan¡ symbolem

lim
x→a−

f(x).

Tak jak poprzednio, ci¡gªo±¢ jednostronna i granica jednostronna s¡ ze sob¡ blisko
zwi¡zane; dowód jest identyczny, wi¦c zostaje pomini¦ty.

Twierdzenie 7.16. Je±li a nale»y do dziedziny funkcji f i jednocze±nie jest prawo-
stronnym punktem skupienia dziedziny f , to funkcja f jest prawostronnie ci¡gªa w a
wtedy i tylko wtedy, gdy

f(a) = lim
x→a+

f(x).

Analogiczny rezultat ma miejsce dla granicy i ci¡gªo±ci lewostronnych.

Ci¡gªo±¢ jednostronna i granice jednostronne maj¡ zaskakuj¡co du»o zastosowa«. Jedno
z nich to obliczanie niektórych granic lub dowodzenie ich nieistnienia.

Twierdzenie 7.17. (a) Je±li a jest obustronnym punktem skupienia dziedziny
funkcji f , to lim

x→a
f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy obie granice jedno-

stronne lim
x→a+

f(x) oraz lim
x→a−

f(x) istniej¡ i maj¡ jednakow¡ warto±¢ (równ¡

warto±ci lim
x→a

f(x));

(b) funkcja f jest ci¡gªa w punkcie a swojej dziedziny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest w a lewostronnie i prawostronnie ci¡gªa;

(c) je±li a nale»y do dziedziny f i jest obustronnym punktem skupienia dziedziny
funkcji f , to f jest ci¡gªa w a wtedy i tylko wtedy, gdy obie granice jedno-
stronne lim

x→a+
f(x) oraz lim

x→a−
f(x) istniej¡ i s¡ równe f(a).

Dowód. Je±li b jest granic¡ funkcji f w punkcie a, to oczywi±cie jest te» granic¡ lewo-
stronn¡ i prawostronn¡ tej funkcji w punkcie a.
Przypu±¢my zatem, »e b jest granic¡ lewostronn¡ i prawostronn¡ f w a i rozwa»my ci¡g

(xn) zbie»ny do a i o wyrazach ró»nych od a. Niech (xkn) oraz (xln) b¦d¡ podci¡gami
zªo»onymi odpowiednio ze wszystkich wyrazów wi¦kszych od a i wszystkich wyrazów
mniejszych od a. Na mocy zaªo»enia ci¡gi (f(xkn)) oraz (f(xln)) s¡ zbie»ne do b. Oznacza
to, »e dla dowolnego ε > 0 istnieje N ∈ N takie, »e |f(xkn)− b| < ε oraz |f(xln)− b| < ε
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gdy n > N . Je±li wi¦c m > max{kN , lN}, to albo m = kn dla pewnego n > N , albo
m = ln dla pewnego n > N . W obu przypadkach |f(xm) − b| < ε, co oznacza zbie»no±¢
(f(xm)) do b i w konsekwencji równo±¢ lim

x→a
f(x) = b.

Druga i trzecia cz¦±¢ twierdzenia s¡ wnioskami z pierwszej oraz zwi¡zku ci¡gªo±ci z
granic¡. �

Twierdzenia dotycz¡ce arytmetyki i pot¦gowania granic czy te» twierdzenie o trzech
funkcjach (oraz wiele innych twierdze«) maj¡ swoje odpowiedniki dotycz¡ce granic jed-
nostronnych i ci¡gªo±ci jednostronnej w punkcie; dowody nie wymagaj¡ istotnych zmian.
Niewielka mody�kacja jest potrzebna w sformuªowaniu twierdzenia o zªo»eniu granic (do-
wód za± pozostaje niemal taki sam).

Twierdzenie 7.18. (a) Je±li lim
x→a

f(x) = b, lim
y→b+

g(y) = c oraz istnieje δ0 > 0

takie, »e f(x) > b gdy |x− a| < δ0 i x 6= a, to lim
x→a

g(f(x)) = c.

(b) Je±li lim
x→a

f(s) = b, lim
y→b−

g(y) = c oraz istnieje δ0 > 0 takie, »e f(x) < b gdy

|x− a| < δ0 i x 6= a, to lim
x→a

g(f(x)) = c.

W obu cz¦±ciach granice lim
x→a

mo»na zast¡pi¢ granicami jednostronymi lim
x→a−

lub

lim
x→a+

, gdy nierówno±¢ f(x) > b lub f(x) < b zachodzi odpowiednio gdy a−δ0 < x < a

lub gdy a < x < a+ δ0. �

Przykªad. Zachodzi lim
x→0

x2 = 0, lim
y→0+

e−1/y = 0 i x2 > 0 dla x 6= 0, zatem lim
x→0

e−1/x2 = 0.

Przykªad. Zachodzi lim
x→a−

f(x) = lim
t→0+

f(a− t).

Kolejne twierdzenie jest po prostu wersj¡ udowodnionego wy»ej wyniku dla granic
jednostronnych, ale jest bardzo wygodne w zastosowaniach.

Twierdzenie 7.19. Je±li istnieje δ0 > 0 taka, »e f(x) = g(x) gdy a < x < a + δ0,
to lim

x→a+
f(x) = lim

x→a+
g(x); w szczególno±ci je±li jedna z granic istnieje, to istnieje te»

druga. Prawdziwy jest analogiczny wynik dla granic lewostronnych. �

Przykªad. Zachodzi lim
x→0+

sign(x) = lim
x→0+

1 = 1 oraz lim
x→0−

sign(x) = lim
x→0−

(−1) = −1.

Przykªad. Zachodzi lim
x→2+
dxe = lim

x→2+
3 = 3 (bo dxe = 3 dla x ∈ (2, 2 + δ0) gdy δ0 = 1)

oraz analogicznie lim
x→2−
dxe = lim

x→2−
2 = 2.

Przykªad. Zachodzi lim
x→0+

exp( 1
x
) =∞ (bo lim

x→0+

1
x

=∞ i lim
y→∞

exp(y) =∞) oraz analogicz-

nie lim
x→0−

exp( 1
x
) = 0.

Poni»szy przykªad to druga z najwa»niejszych granic w rachunku ró»niczkowym i caª-
kowym.

Twierdzenie 7.20. Zachodzi lim
x→0

exp(x)− 1

x
= 1.
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Dowód. Dla x < 1, x 6= 0, zachodzi 1 + x 6 exp(x) 6 1/(1− x), sk¡d

1 6
exp(x)− 1

x
6

1

1− x
gdy 0 < x < 1,

1 >
exp(x)− 1

x
6

1

1− x
gdy −1 < x < 0.

Teza wynika z twierdzenia o trzech funkcjach zastosowanego do granic jednostronnych i
twierdzenia o zwi¡zku mi¦dzy granicami jednostronnymi i granic¡ obustronn¡. �

7.4. De�nicje Cauchy'ego. Granica funkcji mo»e by¢ równowa»nie zde�niowana w spo-
sób przypominaj¡cy de�nicj¦ granicy ci¡gu � jest to tzw. de�nicja Cauchy'ego granicy
funkcji, nazywana czasem epsilonowo-deltow¡.

Twierdzenie 7.21 (o równowa»no±ci de�nicji Heinego i Cauchy'ego granicy funk-
cji). Je±li a jest punktem skupienia dziedziny f i b ∈ R, to nast¦puj¡ce warunki s¡
równowa»ne:

(a) liczba b jest granic¡ funkcji f w punkcie a;
(b) dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 o nast¦puj¡cej wªasno±ci:

je±li x jest w dziedzinie f , x 6= a oraz |x− a| < δ, to |f(x)− b| < ε.

Dowód. Przypu±¢my, »e speªniony jest warunek z de�nicji Cauchy'ego granicy funkcji
oraz »e (xn) jest ci¡giem speªniaj¡cym warunki de�nicji Heinego granicy funkcji. Niech
ε > 0 i niech δ > 0 b¦dzie dobrana zgodnie z de�nicj¡ Cauchy'ego granicy funkcji. Ze
zbie»no±ci (xn) do a wynika, »e istnieje N takie, »e gdy n > N , to |xn−a| < δ. Poniewa»
xn 6= a, oznacza to, »e |f(xn) − b| < ε. Wobec tego (f(xn)) jest zbie»ny do b, a wi¦c
speªniony jest warunek z de�nicji Heinego granicy funkcji.
Przypu±¢my teraz, »e warunek z de�nicji Cauchy'ego granicy funkcji nie jest speªniony.

Oznacza to, »e dla pewnego ε > 0 speªniony jest nast¦puj¡cy warunek: dla ka»dej liczby
δ > 0 istnieje liczba x w dziedzinie f taka, »e |x − a| < δ, x 6= a, lecz |f(x) − b| > ε.
Niech xn oznacza tak¡ liczb¦ x dobran¡ do δ = 1

n
, gdzie n ∈ N. Wówczas lim

n→∞
xn = a

(bowiem |xn−t| < 1
n
), lecz skoro |f(xn)−b| > ε dla wszystkich n ∈ N, granica lim

n→∞
f(xn)

z pewno±ci¡ nie jest równa b (o ile w ogóle istnieje). To dowodzi, »e równie» warunek z
de�nicji Heinego granicy funkcji nie jest speªniony. �

De�nicja Cauchy'ego jest cz¦sto trudniejsza do zastosowania ni» de�nicja Heinego, jest
jednak bardziej naturalna. Obie de�nicje mo»na rozwa»a¢ ogólniejszym kontek±cie (wi¦cej
o tym na kursie z topologii).
De�nicj¦ Cauchy'ego mo»na odpowiednio zmody�kowa¢ w przypadku gdy rozwa»ane

s¡ granice niewªa±ciwe lub jednostronne. Na przykªad:

• lim
x→a

f(x) =∞ je±li dla dowolnego M istnieje δ > 0 taka, »e z warunku |x−a| < δ,

x 6= a, wynika warunek f(x) > M ;
• lim
x→−∞

f(x) = b je±li dla dowolnego ε > 0 istnieje N takie, »e z warunku x < N

wynika warunek |f(x)− b| < ε;
• lim
x→a−

f(x) = b je±li dla dowolnego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e z warunku a− δ <
x < a wynika warunek |f(x)− b| < ε.
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Pozostaªe warianty s¡ analogiczne.
Wiemy ju», »e ci¡g jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jest podstawowy. Podobne

twierdznie zachodzi dla granicy funkcji.

Twierdzenie 7.22 (warunek Cauchy'ego istnienia granicy funkcji). Je±li a jest punk-
tem skupienia dziedziny f , to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) funkcja f ma granic¦ w punkcie a;
(b) dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 o nast¦puj¡cej wªasno±ci:

je±li x1, x2 s¡ w dziedzinie f , x1 6= a, x2 6= a

oraz |x1 − a| < δ, |x2 − a| < δ, to |f(x1)− f(x2)| < ε.

Drugi warunek nosi nazw¦ warunku Cauchy'ego istnienia granicy funkcji.

Dowód. Je±li f ma granic¦ równ¡ b w punkcie a, do dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka,
»e dla wszystkich x w dziedznie f takich, »e x 6= a oraz |x−a| < δ zachodzi |f(x)−b| < ε

2
.

St¡d dla x1 i x2 jak w twierdzeniu zachodzi |f(x1)−f(x2)| 6 |f(x1)− b|+ |b−f(x2)| < ε.
Przypu±¢my teraz, »e speªniony jest drugi warunek. Ustalmy dowolny zbie»y do a ci¡g

(xn) o wyrazach w dziedzinie f i ró»nych od a. Niech ε > 0 i niech δ > 0 b¦dzie dobrana
zgodnie z drugim warunkiem. Istnieje wówczas N takie, »e je±li n > N , to |xn − a| < δ.
Wobec tego dla n,m > N zachodzi |f(xn)−f(xm)| < ε. Wobec dowolno±ci ε > 0, oznacza
to, »e ci¡g (f(xn)) jest podstawowy. Ci¡g ten ma wi¦c granic¦; oznaczmy j¡ przez b.
Niech ε > 0, niech δ > 0 b¦dzie dobrana zgodnie z drugim warunkiem dla liczby

ε
2
zamiast ε, niech wreszcie N b¦dzie takie, »e |xn − a| < δ

2
oraz |f(xn) − b| < ε

2
dla

n > N . Przypu±¢my, »e x jest w dziedzinie f , x 6= a oraz |x− a| < δ
2
. Ustalmy dowolne

n > N . Wówczas |xn − a| < δ
2
, sk¡d |x − xn| < δ, a wi¦c |f(x) − f(xn)| < ε

2
. Ponadto

|f(xn) − b| < ε
2
dla n > N . Ostatecznie otrzymujemy |f(x) − b| < ε. Dowodzi to, »e b

jest granic¡ funkcji f w punkcie a. �

Podobnie jak poprzednie, powy»sze twierdzenie ma swój odpowiednik dla granic jed-
nostronnych, a tak»e granic w ∞ i −∞; szczegóªy pomijamy.

7.5. Asymptoty funkcji. Mówi¡c nieformalnie, asymptot¦ funkcji f nazywamy dowoln¡
prost¡ na pªaszczy¹nie, do której dokleja si¦ wykres funkcji f . Wyró»nia si¦ trzy rodzaje
asymptot, opisuj¡ce ró»ne zachowania funkcji w punkcie lub w plus i minus niesko«czo-
no±ci.

Definicja 7.23. Je±li a jest punktem skupienia dziedziny funkcji f z odpowiedniej
strony, to

(a) f ma prawostronn¡ asymptot¦ pionow¡ x = a, je±li lim
x→a+

f(x) = ∞ lub

lim
x→a+

f(x) = −∞;

(b) f ma lewostronn¡ asymptot¦ pionow¡ x = a, je±li lim
x→a−

f(x) = ∞ lub

lim
x→a−

f(x) = −∞;

(c) f ma obustronn¡ asymptot¦ pionow¡ x = a, je±li ma w a lewostronn¡ i pra-
wostronn¡ asymptot¦ pionow¡.
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Definicja 7.24. Je±li dziedzina funkcji f jest nieograniczona z góry, to

(a) f ma w ∞ asymptot¦ poziom¡ y = b, je±li lim
x→∞

f(x) = b;

(b) f ma w ∞ asymptot¦ uko±n¡ y = ax+ b, je±li lim
x→∞

(f(x)− ax− b) = 0.

Analogicznie de�niuje si¦ asymptoty w −∞.

Twierdzenie 7.25. Je±li dziedzina funkcji f jest nieograniczona z góry, to f ma w
∞ asymptot¦ uko±n¡ o równaniu ax + b wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ granice
wyznaczaj¡ce wspóªczynniki a i b:

a = lim
x→∞

f(x)
x
, b = lim

x→∞
(f(x)− ax).

Analogiczny wynik zachodzi dla asymptot w −∞.

Dowód. Je±li istnieje druga z omawianych granic, to z de�nicji f ma asymptot¦ uko±n¡
»¡danej postaci. Je±li za± ax+ b okre±la asymptot¦ uko±n¡ f w ∞, to

lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

(f(x)−ax−b
x

+ a+ b
x
) = 0 + a+ 0 = a

i oczywi±cie lim
x→∞

(f(x)− ax) = b. �

Wkrótce zobaczymy, »e funkcje elementarne (i ogólniej funkcje ci¡gªe) mog¡ mie¢
asymptoty pionowe wyª¡cznie w punktach spoza dziedziny, które s¡ punktami skupie-
nia dziedziny.

Przykªad. Funkcja f(x) =

√
x+ 1√
x− 1

, o dziedzinie [0, 1)∪ (1,∞), ma obustronn¡ asymptot¦

pionow¡ x = 1, bowiem lim
x→1+

f(x) = +∞ oraz lim
x→1−

f(x) = −∞. Zgodnie z uwag¡

poczynion¡ powy»ej, funkcja ta nie mo»e mie¢ innych asymptot pionowych. Funkcja ta
ma te» asymptot¦ poziom¡ y = 1: lim

x→∞
f(x) = 1.

Przykªad. Funkcja f(x) = e1/x, o dziedzinie (−∞, 0) ∪ (0,∞), ma asymptoty poziome
y = 1 (w ∞ i w −∞) oraz asymptot¦ pionow¡ prawostronn¡ x = 0, bowiem lim

x→0+
f(x) =

∞, lim
x→0−

f(x) = 0, lim
x→∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = 1.

Przykªad. Funkcja f(x) = arctg(x) ma asymptoty poziome y = π
2
(w ∞) i y = −π

2
(w

−∞); jest to tre±¢ ¢wiczenia na li±cie zada« nr 11.

Przykªad. Funkcja f(x) =
√
x2 + x+ 1 ma asymptoty uko±ne y = x + 1

2
(w ∞) oraz

y = −x− 1
2
(w −∞), zachodzi bowiem

lim
x→∞

(
1

x

√
x2 + x+ 1

)
= lim

x→∞

√
1 + 1

x
+ 1

x2
= 1,

lim
x→∞

(
√
x2 + x+ 1− x) = lim

x→∞

x+ 1√
x2 + x+ 1 + x

= lim
x→∞

1 + 1
x√

1 + 1
x

+ 1
x2

+ 1
= 1

2
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i podobnie

lim
x→−∞

(
1

x

√
x2 + x+ 1

)
= lim

x→−∞
(−
√

1 + 1
x

+ 1
x2

) = −1,

lim
x→−∞

(
√
x2 + x+ 1 + x) = lim

x→−∞

x+ 1√
x2 + x+ 1− x

= lim
x→−∞

1 + 1
x

−
√

1 + 1
x

+ 1
x2
− 1

= −1
2
.

7.6. Funkcje ci¡gªe. Wiemy ju», »e funkcja jest ci¡gªa w punkcie a wtedy i tylko wtedy,
gdy f(a) = lim

x→a
f(x) (pod warunkiem, »e a jest jednocze±nie elementem dziedziny funkcji

f i jej punktem skupienia). Znamy te» analogiczne twierdzenia o ci¡gªo±ci i granicach
jednostronnych. Poznali±my te» równowa»n¡ epsilonowo-deltow¡ de�nicj¦ granic i granic
jednostronnych, nazywan¡ de�nicj¡ Cauchy'ego. Poni»ej formuªujemy analogiczne de�-
nicje Cauchy'ego ci¡gªo±ci. Dowód jest ªatwy, ale warto go przytoczy¢ ze szczegóªami (w
przyszªo±ci wiele podobnych dowodów b¦dzie pomijanych).

Twierdzenie 7.26 (o równowa»no±ci de�nicji Heinego i Cauchy'ego ci¡gªo±ci funk-
cji). Je±li a jest elementem dziedziny funkcji f , to nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-
wa»ne:

(a) funkcja f jest ci¡gªa w punkcie a;
(b) dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 o nast¦puj¡cej wªasno±ci:

je±li x jest w dziedzinie f oraz |x− a| < δ, to |f(x)− f(a)| < ε.

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla ci¡gªo±ci prawostronnej i lewostronnej funkcji
f w punkcie a, je±li zast¡pimy warunek |x − a| < δ warunkiem a 6 x < a + δ (dla
ci¡gªo±ci prawostronnej) lub a− δ < x 6 a (dla ci¡gªo±ci lewostronnej).

Dowód. Je±li a nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f , to oba warunki s¡ speª-
nione. Przypu±¢my wi¦c, »e a jest punktem skupienia dziedziny f .
Je±li speªniony jest pierwszy warunek, czyli f jest ci¡gªa w a, to f(a) = lim

x→a
f(x). Na

mocy de�nicji Cauchy'ego granicy funkcji, drugi warunek jest speªniony, o ile dodatkowo
zaªo»ymy, »e x 6= a. Jednak dla x = a oczywi±cie |f(x) − f(a)| = 0 < ε. Dowodzi to
drugiego warunku bez dodatkowych zaªo»e«.
Przypu±¢my teraz, »e speªniony jest drugi warunek. W szczególno±ci zachodzi on, gdy

x 6= a, a wi¦c na mocy de�nicji Cauchy'ego granicy, f(a) = lim
x→a

f(x). To za± oznacza

ci¡gªo±¢ f w a.
Przypadek granic jednostronnych jest analogiczny i jego szczegóªowy dowód pomijamy.

�

Cz¦sto wygodnie jest mówi¢ o ci¡gªo±ci funkcji na wªa±ciwym podzbiorze jej dziedziny.

Definicja 7.27. Funkcja f jest ci¡gªa na przedziale (a, b), je±li przedziaª ten zawiera
si¦ w jej dziedzinie oraz f jest ci¡gªa w ka»dym punkcie tego przedziaªu.
Funkcja f jest ci¡gªa na przedziale [a, b], je±li przedziaª ten zawiera si¦ w jej dzie-

dzinie oraz f jest ci¡gªa w ka»dym punkcie przedziaªu (a, b), ci¡gªa prawostronnie w
a oraz ci¡gªa lewostronnie w b.
Analogiczne de�nicje wprowadza si¦ dla przedziaªów postaci [a, b) oraz (a, b].
Ogólniej, funkcja f jest ci¡gªa na zbiorze A, je±li zbiór ten zawiera si¦ w jej dzie-

dzinie oraz zaw¦»enie funkcji f do zbioru A jest funkcj¡ ci¡gª¡ na A (a wi¦c funkcja
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f̃ : A→ R dana wzorem f̃(x) = f(x) dla x ∈ A jest ci¡gªa w ka»dym punkcie zbioru
A).

Ostatnia cz¦±¢ de�nicji faktycznie jest rozszerzeniem jej wcze±niejszych cz¦±ci; nie-
trudny dowód tego faktu pomijamy.

Przykªad. Funkcja dana wzorem f(x) = bxc jest ci¡gªa na [0, 1). W istocie, je±li a ∈ (0, 1),
to istnieje δ0 > 0 taka, »e f(x) = 0 gdy |x − a| < δ0 (mianowicie δ0 = min{a, 1 − a}), a
wi¦c

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

0 = 0 = f(a).

Ponadto f jest prawostronnie ci¡gªa w 0, zachodzi bowiem lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

0 = 0 =

f(0). Zauwa»my, »e f jest ci¡gªa na [0, 1) mimo, »e nie jest ci¡gªa w 0 (jest jedynie
prawostronnie ci¡gªa w 0).

7.7. Funkcje nieci¡gªe. Wyró»nia si¦ trzy typy i dwa rodzaje nieci¡gªo±ci.

Definicja 7.28. Je±li a nale»y do dziedziny funkcji f i jest jej obustronnym punktem
skupienia, to

(a) f ma w a nieci¡gªo±¢ typu skok (lub po prostu skok), je±li obie granice jedno-
stronne lim

x→a+
f(x) i lim

x→a−
f(x) istniej¡, lecz maj¡ ró»n¡ warto±¢;

(b) f ma w a nieci¡gªo±¢ pozorn¡ (inaczej: nieci¡gªo±¢ usuwaln¡ lub nieci¡gªo±¢

typu luka), je±li istnieje lim
x→a

f(x) (czyli obie granice jednostronne lim
x→a+

f(x) i

lim
x→a−

f(x) istniej¡ i s¡ sobie równe), lecz granica ta ma warto±¢ ró»n¡ od f(a);

(c) f ma w a nieci¡gªo±¢ istotn¡, je±li która± z granic jednostronnych lim
x→a+

f(x) i

lim
x→a−

f(x) nie istnieje.

Nieci¡gªo±¢ pozorn¡ lub typu skok nazywa si¦ nieci¡gªo±ci¡ pierwszego rodzaju. Nie-
ci¡gªo±¢ istotna to inaczej nieci¡gªo±¢ drugiego rodzaju.

Przykªad. Funkcja f(x) = sign(x) ma w 0 nieci¡gªo±¢ typu skok.

Przykªad. Funkcja f(x) = (sign(x))2 ma w 0 nieci¡gªo±¢ pozorn¡.

Przykªad. Funkcja f(x) = 1
x2

ma w 0 nieci¡gªo±¢ istotn¡, bowiem (wªa±ciwe) granice
jednostronne f w 0 nie istniej¡.

Przykªad. Funkcja f okre±lona wzorem f(x) = sin( 1
x
) dla x 6= 0, f(0) = c (gdzie c ∈ R),

ma w 0 nieci¡gªo±¢ istotn¡, bowiem nie istnieje »adna z granic jednostronnych f w 0. W
istocie, je±li xn = 1

nπ
, to f(xn) = 0, wi¦c lim

n→∞
f(xn) = 0; je±li za± xn = 1

2nπ+π/2
, to f(xn) =

1, czyli lim
n→∞

f(xn) = 1. Granica lim
x→0+

f(x) musiaªaby wi¦c by¢ równa jednocze±nie 0 i 1.

W niektórych zastosowaniach istotn¡ rol¦ odgrywaj¡ funkcje, które nie maj¡ nieci¡gªo-
±ci istotnych � maj¡ one pewne cechy wspólne z funkcjami ci¡gªymi.
Na zako«czenie warto poda¢ dwa klasyczne przykªady funkcji nieci¡gªych.

Przykªad. Funkcja Dirichleta zde�niowana jest wzorem f(x) = 1 dla x wymiernych i
f(x) = 0 dla x niewymiernych. Poniewa» ka»da liczb¡ jest granic¡ zarówno ci¡gu liczb
wymiernych, jak i ci¡gu liczb niewymiernych, funkcja Dirichleta nie jest ci¡gªa w »adnym
punkcie.
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Przykªad. Funkcja Riemanna zde�niowana jest wzorem f(x) = 0 dla x niewymiernych
oraz f(p

q
) = 1

q
dla wszystkich liczb wymiernych p

q
zapisanych w postaci uªamka nieprzy-

wiedlnego (tj. p ∈ Z, q ∈ N, p i q nie maj¡ wspólnych dzielników innych ni» 1). Poniewa»
ka»da liczba wymierna jest granic¡ ci¡gu liczb niewymiernych, funkcja Riemanna nie
jest ci¡gªa w »adnym punkcie wymiernym. Z drugiej strony je±li ci¡g liczb wymiernych
(xn) jest zbie»ny do liczby niewymiernej, mianowniki tworz¡ ci¡g rozbie»ny do∞, a wi¦c
lim
n→∞

f(xn) = 0. Zatem dla dowolnego ci¡gu (xn) zbie»nego do liczby niewymiernej a

zachodzi lim
n→∞

f(xn) = 0 = f(a): albo od pewnego miejsca liczby xn s¡ niewymierne

i f(xn) = 0, albo istnieje podci¡g (xkn) wszystkich wymiernych wyrazów ci¡gu (xn) i
lim
n→∞

f(xkn) = 0, sk¡d ªatwo lim
n→∞

f(xn) = 0 (bowiem dla dowolnego ε > 0 istnieje N ∈ N
takie, »e f(skn) < ε dla n > N , sk¡d f(sn) < ε dla n > kN). Ostatecznie wnioskujemy,
»e f jest ci¡gªa w ka»dym punkcie niewymiernym.

Zbiór punktów nieci¡gªo±ci funkcji Riemanna to zbiór liczb wymiernych. Co ciekawe,
nie istnieje funkcja, której zbiór punktów nieci¡gªo±ci to zbiór liczb wymiernych. Jest
to wniosek z twierdzenia Baire'a o kategoriach (które zostanie udowodnione na kursie z
topologii) oraz ¢wiczenia dodatkowego na li±cie zada« nr 13.

7.8. Uj¦cie topologiczne. De�nicj¦ granicy funkcji rzeczywistej w punkcie i ci¡gªo±ci
w punkcie mo»na sformuªowa¢ w j¦zyku, który pozwala na ªatwe uogólnienia tych poj¦¢.

Definicja 7.29. Dla dowolnego ε > 0 przedziaª (a− ε, a+ ε) nazywany jest otocze-
niem punktu a. Zbiór (a−ε, a+ε)\{a} nazywany jest s¡siedstwem punktu a (inaczej:
nakªutym otoczeniem punktu a). Analogicznie przedziaª [a, a+ ε) nazywany jest pra-
wostronnym otoczeniem a, za± przedziaª (a, a+ ε) � prawostronnym s¡siedztwem a.
Dla dowolnego M ∈ R przedziaª (M,+∞) nazywany jest otoczeniem plus niesko«-

czono±ci lub s¡siedstwem plus niesko«czono±ci, za± przedziaª (−∞,M) � otoczeniem

minus niesko«czono±ci lub s¡siedstwem minus niesko«czono±ci.

W oczywisty sposób de�nicje Cauchy'ego mo»na przepisa¢ tak, jak w poni»szym twier-
dzeniu.

Twierdzenie 7.30. Je±li ka»de s¡siedztwo punktu a ma punkt wspólny ze zbiorem
A, to a nazywamy prawostronnym punktem skupienia A. Ci¡g (an) jest zbie»ny do
x, je±li ka»de otoczenie punktu x zawiera wszystkie wyrazy ci¡gu (an) od pwenego
miejsca. Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie a, je±li dowolne otoczenie punktu f(a) za-
wiera wszystkie warto±ci funkcji f w pewnym otoczeniu punktu a. Funkcja f ma
granic¦ b w punkcie a (który jest punktem skupienia dziedziny funkcji f), je±li do-
wolne otoczenie punktu b zawiera wszystkie warto±ci funkcji f w pewnym s¡siedztwie
punktu a. Analogiczne sformuªowania s¡ prawdziwe dla granic jednostronnych lub
niewªa±ciwych, a tak»e dla ci¡gªo±ci jednostronnej. �

7.9. Wªasno±ci funkcji ci¡gªych. W poprzednich rozdziaªach udowodniono wiele wªa-
sno±ci funkcji ci¡gªych: suma, ró»nica, iloczyn, iloraz, pot¦ga oraz zªo»enie funkcji ci¡-
gªych s¡ funkcjami ci¡gªymi. Ponadto funkcja odwrotna do ±ci±le monotonicznej funkcji
ci¡gªej (okre±lonej na pewnym przedziale) jest funkcj¡ ci¡gª¡. Wreszcie: wszystkie funkcje
elementarne s¡ ci¡gªe (na swojej dziedzinie naturalnej).
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We wst¦pnej cz¦±ci sformuªowane zostaªy kolejne dwa twierdzenia o funkcjach ci¡gªych,
które teraz udowodnimy. Pierwsze dotyczyªo osi¡gania warto±ci po±rednich.

Twierdzenie 7.31 (wªasno±¢ Darboux funkcji ci¡gªej). Je±li funkcja f jest ci¡gªa na
przedziale [a, b] oraz y jest zawarte w przedziale otwarty, o kra«cach f(a) i f(b), to
równanie f(x) = y ma rozwi¡zanie w przedziale (a, b). [[rysunek]]

Dowód. Przypu±¢my wpierw, »e f(a) < f(b) i w takim razie f(a) < y < f(b). Okre±lmy

A = {x ∈ [a, b] : f(x) 6 y}.

Zbiór A jest niepusty, bowiem zawiera liczb¦ a. Jest te» ograniczony z góry przez b.
Okre±lmy zatem c = supA. Oczywi±cie c ∈ [a, b].
Istnieje ci¡g (xn) elementów zbioru A zbie»ny do c. Z ci¡gªo±ci funkcji f wynika, »e

ci¡g (f(xn)) jest zbie»ny do f(c). Skoro f(xn) 6 y, otrzymujemy

f(c) = lim
n→∞

f(xn) 6 y.

Skoro f(b) > y, zachodzi c 6= b, czyli c < b. Wobec tego c + 1
n
< b dla dostatecznie

du»ych n ∈ N. Oczywi±cie c + 1
n
/∈ A, zatem f(c + 1

n
) > y (dla dostatecznie du»ych n).

Z ci¡gªo±ci funkcji f wynika, »e ci¡g (f(c+ 1
n
)) jest zbie»ny do f(c), sk¡d

f(c) = lim
n→∞

f(c+ 1
n
) > y.

Z uzyskanych nierówno±ci wynika, »e f(c) = y. Skoro f(a) < y, otrzymujemy c 6= a, czyli
ostatecznie c ∈ (a, b).
Przypadek f(a) > f(b) jest analogiczny. Gdy f(a) = f(b), nie ma czego dowodzi¢. �

Inny dowód tego twierdzenia jest tre±ci¡ ¢wiczenia na li±cie zada« nr 13.
Funkcja f ma wªasno±¢ Darboux (nazywan¡ te» wªasno±ci¡ warto±ci po±redniej ), je±li

na ka»dym przedziale [a, b] zawartym w jej dziedzinie funkcja f osi¡ga wszystkie warto±ci
po±rednie mi¦dzy f(a) i f(b). Poniewa» ci¡gªo±¢ f na caªej dziedzinie implikuje ci¡gªo±¢
na ka»dym przedziale [a, b] zawartym w dziedzinie f , powy»sze twierdzenie oznacza, »e
funkcje ci¡gªe maj¡ wªasno±¢ Darboux. Warto podkre±li¢, »e przeciwne wynikanie nie jest
w ogólno±ci prawdziwe � znalezienie odpowiednich przykªadów to tak»e tre±¢ ¢wicze«
na li±cie zada« nr 13.
Kolejnym podstawowym wynikiem jest wªasno±¢ osi¡gania warto±ci ekstremalnych.

Twierdzenie 7.32 (o osi¡ganiu kresów). Je±li funkcja f jest ci¡gªa w ka»dym punkcie
przedziaªu [a, b], to przyjmuje ona w tym przedziale warto±¢ najmniejsz¡ oraz warto±¢
najwi¦ksz¡. [[rysunek]]

Dowód. Celem jest udowodnienie, »e zbiór warto±ci Y = {f(x) : x ∈ [a, b]} zawiera
element najwi¦kszy i najmniejszy. Je±li A jest nieograniczony z góry, to istnieje ci¡g (xn)
o wyrazach w przedziale [a, b] taki, »e f(xn) > n. Je±li za± A jest ograniczony z góry,
to istnieje ci¡g (xn) o wyrazach w przedziale [a, b] taki, »e ci¡g (f(xn)) jest zbie»ny do
supA. W obu przypadkach na mocy twierdzenia Bolzano�Weierstrassa ci¡g (xn) zawiera
podci¡g (xkn) zbie»ny do pewnej liczby c ∈ [a, b]. Oznacza to, »e

f(c) = lim
n→∞

f(xkn);
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w szczególno±ci (wªa±ciwa) granica f(xkn) istnieje. Oznacza to, »e A jest ograniczony
(w przeciwnym razie bowiem lim

n→∞
f(xkn) = ∞) i w takim razie f(c) = lim

n→∞
f(xkn) =

lim
n→∞

f(xn) = supA. Analogicznie dowodzi si¦, »e f osi¡ga warto±¢ najmniejsz¡. �

�atwo sprawdzi¢, »e funkcje ci¡gªe na przedziaªach otwartych nie maj¡ tej wªasno-
±ci: mog¡ by¢ nieograniczone, mog¡ te» by¢ ograniczone, lecz nie przyjmowa¢ warto±ci
najwi¦kszej. Znalezienie odpowiednich przykªadów jest tre±ci¡ ¢wicze« na li±cie zada«
nr 13.
Powy»sze dwa twierdzenia mo»na podsumowa¢ nast¦puj¡co.

Wniosek 7.33. Zbiór warto±ci funkcji ci¡gªej na [a, b] jest sko«czonym przedziaªem
domkni¦tym lub zbiorem jednoelementowym.

Dowód. Niech y1 = f(x1) b¦dzie warto±ci¡ najwi¦ksz¡ f na [a, b], za± y2 = f(x2) �
warto±ci¡ najwi¦ksz¡. Je±li x1 = x2, to f jest stale równa y1 = y2 na [a, b]. Gdy
x1 < x2, to f jest ci¡gªa na [x1, x2], przyjmuje wi¦c wszystkie warto±ci mi¦dzy f(x1) = y1

i f(x2) = y2. Analogicznie gdy x1 > x2, to f jest ci¡gªa na [x2, x1] i wobec tego przyjmuje
wszystkie warto±ci pomi¦dzy f(x2) = y2 i f(x1) = y1. Oznacza to, »e zbiór warto±ci
funkcji f na przedziale [a, b] to przedziaª [y1, y2]. �

Powy»sze twierdzenie mo»na stosowa¢ do dowodu istnienia rozwi¡za« niektórych rów-
na« (a tak»e przybli»ania ich rozwi¡za«).

Twierdzenie 7.34. Ka»dy wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek rzeczy-
wisty∗.

Dowód. Niech f(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + . . . + a1x + a0, gdzie k jest nieparzyste. Przy-
pu±¢my wpierw, »e ak = 1. Wówczas, jak ªatwo sprawdzi¢, lim

x→∞
(|x|−kf(x)) = 1 oraz

lim
x→−∞

(|x|−kf(x)) = −1. Wobec tego istnieje x2 > 0 takie, »e f(x2) > 1
2
|x2|k > 0 oraz

x1 < 0 takie, »e f(x1) < −1
2
|x1|k < 0. Poniewa» f jest funkcj¡ ci¡gª¡ (bo elementarn¡),

istnieje x ∈ [x1, x2] takie, »e f(x) = 0.
W przypadku gdy ak 6= 0 (lecz niekoniecznie ak = 1), wystarczy rozwa»y¢ wielomian

1
ak
f . �

Przykªad. Wielomian f(x) = x3 − 3x + 1 ma trzy pierwiastki rzeczywiste: f(−2) = −1,
f(0) = 1, f(1) = −1, f(2) = 3, ka»dy z przedziaªów (−2, 0), (0, 1) i (1, 2) zawiera
zatem pewien pierwiastek. Poniewa» f(0,347) = 0,000781923 > 0 oraz f(0,348) =
−0,00185581 < 0, jeden z pierwiastków le»y w przedziale (0,347, 0,348).

Przykªad. Równanie xex = y ma rozwi¡zanie x > 0 dla ka»dej liczby y > 0. W istocie,
je±li f(x) = xex, to f jest ci¡gªa na [0,∞), f(0) = 0 oraz f(x) > x, a wi¦c w przedziale
[0, a] funkcja f osi¡ga wszystkie warto±ci pomi¦zdy 0 i f(a); na [0,∞) funkcja f osi¡ga
zatem wszystkie warto±ci nieujemne.
Poniewa» f jest ±ci±le rosn¡ca, rozwi¡zanie równania f(x) = y (dla ustalonego y > 0)

jest jednoznaczne. Rozwi¡zanie to okre±la jedn¡ z funkcji W Lamberta: y = W0(x).

∗Prawdziwe jest te» zasadnicze twierdzenie algebry : ka»dy wielomian (tak»e taki o wspóªczynnikach

zespolonych) ma pierwiastek zespolony, ale jego dowód jest istotnie trudniejszy.
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Jest to przykªad funkcji specjalnej � wa»nej funkcji, która nie jest elementarna (dowód
tego faktu jest jednak skomplikowany; przykªad ten pokazuje te», »e funkcja odwrotna
do funkcji elementarnej nie musi by¢ elementarna).

Twierdzenie 7.35. Je±li f jest ci¡gª¡ funkcj¡ na [a, b] o warto±ciach w [a, b], to f
ma punkt staªy : dla pewnego x ∈ [a, b] zachodzi f(x) = x.

Dowód. Wystarczy udowodni¢, »e funkcja okre±lona wzorem g(x) = f(x) − x przyjmuje
na przedziale [a, b] warto±¢ 0. Funkcja ta jest ci¡gªa na [a, b] oraz g(a) = f(a) − a > 0,
g(b) = f(b) − b 6 0. Je±li g(a) = 0 lub g(b) = 0, to nie ma czego dowodzi¢. Gdy za±
g(a) < 0 i g(b) > 0, to dla pewnego x ∈ [a, b] zachodzi g(x) = 0. �

Ci¡gªo±¢ na przedziale domkni¦tym ma jeszcze jedn¡ ciekaw¡ (i bardzo wa»n¡) wªa-
sno±¢: mo»na zamieni¢ kolejno±¢ kwanty�katorów w de�nicji.

Definicja 7.36. Funkcja f jest jednostajnie ci¡gªa w zbiorze A, je±li dla dowolnego
ε > 0 istnieje δ > 0 o wªasno±ci: je±li x1, x2 ∈ A oraz |x1−x2| < δ, to |f(x1)−f(x2)| <
ε.

Warto porówna¢ to z de�nicj¡ ci¡gªo±ci w A: funkcja f jest ci¡gªa w zbiorze A, je±li
dla ka»dego x1 ∈ A oraz dowolnego ε > 0 istnieje δ > 0 (która mo»e zale»e¢ nie tylko od
ε, ale te» od x1) o wªasno±ci: je±li x2 ∈ A oraz |x1 − x2| < δ, to |f(x1)− f(x2)| < ε.

Twierdzenie 7.37. Je±li f jest ci¡gªa na [a, b], to jest jednostajnie ci¡gªa na [a, b].

Dowód. Przypu±¢my, »e funkcja f nie jest jednostajnie ci¡gªa na [a, b], a wi¦c dla pewnego
ε > 0 istniej¡ ci¡gi punktów (xn) i (x̃n) w [a, b] takie, »e |xn − x̃n| < 1

n
, lecz |f(xn) −

f(x̃n)| > ε (stosujemy tu zaprzeczenie de�nicji jednostajnej ci¡gªo±ci dla δ = 1
n
). Na

mocy twierdzenia Bolzano�Weierstrassa istnieje zbie»ny podci¡g (xkn) ci¡gu (xn). Niech
c b¦dzie granic¡ tego ci¡gu. Z nierówno±ci xn − 1

n
< x̃n < xn + 1

n
i twierdzenia o

trzech ci¡gach wynika, »e ci¡g (x̃kn) równie» jest zbie»ny do c. Gdyby f byªa ci¡gªa w
c, to zachodziªoby lim

n→∞
|f(xkn) − f(x̃kn)| = |f(c) − f(c)| = 0, co stoi w sprzeczno±ci z

warunkiem |f(xkn)− f(x̃kn)| > ε dla wszystkich n ∈ N. Zatem f nie jest ci¡gªa w c. �

Powy»sze twierdzenie nie zachodzi dla przedziaªów otwartych lub niesko«czonych �
odpowiednie przykªady s¡ ¢wiczeniami na li±cie zada« nr 13.

Definicja 7.38. Funkcja f okre±lona na pewnym zbiorze A speªnia warunek Lip-

schitza, je±li istnieje staªa C taka, »e

|f(x1)− f(x2)| 6 C|x1 − x2|
dla wszystkich x1, x2 ∈ A. Ogólniej, funkcja f speªnia warunek Höldera z wykªadni-
kiem δ > 0, je±li istnieje staªa C taka, »e

|f(x1)− f(x2)| 6 C|x1 − x2|δ

dla wszystkich x1, x2 ∈ A.

W de�nicji jednostajnej ci¡gªo±ci najlepsz¡ warto±¢ δ > 0 dla ustalonego ε > 0 oznacza
si¦ ωf (ε), a funkcj¦ ωf nazywa si¦ moduªem ci¡gªo±ci funkcji f .
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Definicja 7.39. Je±li f jest funkcj¡ okre±lon¡ na pewnym zbiorze A oraz ε > 0, to
okre±lamy

ωf (ε) = sup{|f(x1)− f(x2)| : x1, x2 ∈ A, |x1 − x2| < δ}.
Funkcj¦ ωf nazywamy moduªem ci¡gªo±ci funkcji f .

Funkcja f speªnia zatem warunek Lipschitza, je±li ωf (ε) 6 Cε dla pewnego C. Analo-
gicznie f speªnia warunek Höldera z wykªadnikiem δ, je±li ωf (ε) 6 Cεδ dla pewnej staªej
C.
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8. Pochodne

8.1. De�nicje. Poj¦cie pochodnej jest kolejnym (po granicy) najwa»niejszym poj¦ciem
rachunku ró»niczkowego i caªkowego, wprowadzonym krótko ju» w rozdziale 1.

Definicja 8.1. Niech f b¦dzie funkcj¡ rzeczywist¡, x1, x2 � ró»nymi punktami jej
dziedziny. Iloraz ró»nicowy funkcji f na przedziale od x1 do x2 to:

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

.

Je±li f(t) opisuje poªo»enie obiektu w chwili t, to iloraz ró»nicowy jest ±redni¡ pr¦d-
ko±ci¡ na przedziale od t1 do t2. Ponadto iloraz ró»nicowy to wspóªczynnik kierunkowy
siecznej wykresu funkcji, przechodz¡cej przez (x1, f(x1)) i (x2, f(x2)), czyli prostej: [[ry-
sunek]]

y − f(x1) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

(x− x1).

Definicja 8.2. Je±li funkcja f jest zde�niowana w otoczeniu ustalonego punktu a
(lub co najmniej a jest punktem skupienia i elementem dziedziny funkcji f) oraz
istnieje wªa±ciwa granica:

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
,(8.1)

to mówi si¦, »e funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie a, za± warto±¢ granicy nazy-
wana jest pochodn¡ funkcji f w punkcie a i oznaczana f ′(a).
W ten sposób okre±lona jest funkcja pochodna f ′ funkcji f , której dziedzin¡ jest

zbiór tych punktów, w których f jest ró»niczkowalna. Pochodna pochodnej funkcji
f , je±li istnieje, nazywana jest drug¡ pochodn¡ funkcji f i oznaczana f ′′. Analogicznie
okre±la si¦ pochodne wy»szych rz¦dów : dla n ∈ N pochodna rz¦du n+1 jest pochodn¡
pochodnej rz¦du n, przy czym pochodna rz¦du 0 to wyj±ciowa funkcja. Pochodn¡
rz¦du n oznacza si¦ zwykle f (n).
Gdy istnieje granica niewªa±ciwa (8.1), mówi si¦, »e funkcja f ma pochodn¡ niewªa-

±ciw¡ w punkcie a i czasem pisze si¦ odpowiednio f ′(a) = ∞ lub f ′(a) = −∞. Gdy
istnieje granica jednostronna (8.1), mówi si¦, »e f ma pochodn¡ jednostronn¡, któr¡
oznacza si¦ odpowiednio f ′+(a) lub f ′−(a).
Funkcja jest ró»niczkowalna w przedziale I, je±li jej pochodna jest okre±lona w

punktach wewn¦trznych tego przedziaªu, a je±li przedziaª I zawiera które± ze swoich
ko«ców � ponadto w tych ko«cach istnieje odpowiednia pochodna jednostronna.

Ze wzoru na granic¦ zªo»enia funkcji (po podstawieniu x = a+ s):

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

s→0

f(a+ s)− f(a)

s
.

Ostatnia posta¢ jest cz¦sto wygodniejsza w rachunkach.
Je±li f(t) opisuje poªo»enie obiektu w chwili t, to pochodn¡ interpretuje si¦ jako pr¦d-

ko±¢ chwilow¡. Wkrótce zobaczymy, »e informacja o pr¦dko±ci chwilowej na przedziale i
znajomo±¢ poªo»enia w ustalonym momencie w peªni okre±laj¡ ruch.
Pochodna funkcji f w punkcie a to te» � z de�nicji � wspóªczynnik kierunkowy

stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (a, f(a)). Styczna jest wi¦c dana równaniem:
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[[rysunek]]

y − f(a) = f ′(a)(x− a).

Z de�nicji styczna do wykresu funkcji istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ta jest
ró»niczkowalna. Wyj¡tkiem jest tu przypadek stycznej pionowej, którym nie b¦dziemy
si¦ zajmowali.

Przykªad. Je±li f(x) = x2 dla wszystkich x, to:

f ′(2) = lim
x→2

x2 − 4

x− 2
= lim

x→2
(x+ 2) = 4

i ogólnie:

f ′(a) = lim
x→a

x2 − a2

x− a
= lim

x→a
(x+ a) = 2a

dla wszystkich a.

Przykªad. Je±li f(x) = |x| dla wszystkich x, to f ′(a) = 1 dla a > 0, f ′(a) = −1 dla a < 0
oraz f ′(0) nie istnieje (cho¢ f ′+(0) = 1 i f ′−(0) = −1).

Przykªad. Je±li f(x) =
√
x dla wszystkich x > 0, to f ′+(0) = +∞.

Twierdzenie 8.3. Je±li funkcje f i g s¡ sobie równe w pewnym otoczeniu ustalonego
punktu a, to maj¡ w a jednakowe pochodne. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla
otocze« i pochodnych jednostronych.

Dowód. Jest to bezpo±redni wniosek z odpowiednich twierdze« dla granic funkcji. �

Twierdzenie 8.4. Je±li ustalony punkt t jest obustronnym punktem skupienia i
elementem dziedziny funkcji f , to funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie t wtedy i
tylko wtedy, gdy funkcja f ma w punkcie t obie pochodne jednostronne i maj¡ one
jednakow¡ warto±¢.

Dowód. Jest to bezpo±redni wniosek z odpowiedniego twierdzenia dla granic funkcji. �

Twierdzenie 8.5. Je±li funkcja f jest ró»niczkowalna w ustalonym punkcie a, to
jest ci¡gªa w punkcie a.

Dowód. Zachodzi:

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

(
f(x)− f(a)

x− a
(x− a) + f(a)

)
= f ′(a) · 0 + f(a) = f(a). �

8.2. Obliczanie pochodnych. Obliczenie pochodnych funkcji elementarnych jest nie-
zwykle proste.

Twierdzenie 8.6 (o arytmetyce pochodnych). Je±li funkcje f i g s¡ ró»niczkowalne
w punkcie a, to:

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a), (f · g)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a),

(f − g)′(a) = f ′(a)− g′(a), (f/g)′(a) =
f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

(g(a))2
,
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przy czym w ostatnim wzorze nale»y zaªo»y¢, »e g(t) 6= 0.

Dowód. Zachodzi:

(f + g)′(a) = lim
x→a

f(x) + g(x)− f(a)− g(a)

x− a

= lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
+ lim

x→a

g(x)− g(a)

x− a
= f ′(a) + g′(a).

Dowód wzoru na pochodn¡ ró»nicy jest analogiczny. Ponadto:

(f · g)′(a) = lim
x→a

f(x)g(x)− f(a)g(a)

x− a

= lim
x→a

(
f(x)− f(a)

x− a
g(x)

)
+ lim

x→a

(
f(a)

g(x)− g(a)

x− a

)
= f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

Podobnie:

(f/g)′(a) = lim
x→a

f(x)g(a)− f(a)g(x)

(x− a)g(x)g(a)

= lim
x→a

(
1

g(x)g(a)

(
f(x)− f(a)

x− a
g(a)

)
− lim

x→a

(
f(a)

g(x)− g(a)

x− a

))
=
f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

(g(a))2
. �

Twierdzenie 8.7 (wzór Leibniza). Je±li funkcje f i g s¡ n-krotnie ró»niczkowalne w
punkcie a, to:

(f · g)(n)(a) =

(
n

0

)
f (n)(a)g(0)(t) +

(
n

1

)
f (n−1)(a)g(1)(a) +

(
n

2

)
f (n−2)(a)g(2)(a) + . . .

+

(
n

n− 1

)
f (1)(a)g(n−1)(a) +

(
n

n

)
f (0)(a)g(n)(a).

Dowód. Dowód indukcyjny jest niemal identyczny z dowodem wzoru dwumianowego New-
tona. �

Twierdzenie 8.8. Je±li funkcja f jest ró»niczkowalna w ustalonym punkcie a, za±
funkcja g�w punkcie f(a), to (przy zaªo»eniu, »e a jest punktem skupienia dziedziny
zªo»enia g ◦ f):

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

Dowód. Niech b = f(a). Bardzo prosty, lecz niezupeªnie poprawny dowód to:

(g ◦ f)′(a) = lim
x→a

g(f(x))− g(f(a))

x− a

= lim
x→a

g(f(x))− g(f(a))

f(x)− f(a)
· lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

= lim
y→b

g(y)− g(b)

y − b
· lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= g′(b)f ′(a).
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Argument ten jest bª¦dny, gdy a jest punktem skupienia zbioru rozwi¡za« x równania
f(x) = b� na przykªad wtedy, gdy funkcja f jest staªa. Najprostszy sposób, by powy»sze
rozumowanie poprawi¢, polega na oznaczeniu symbolem h(y) ilorazu ró»nicowego funkcji
g na przedziale od b do y:

h(y) =


g(y)− g(b)

y − b
gdy y 6= b,

g′(b) gdy y = b.

Wówczas funkcja h jest ci¡gªa w b (bowiem h(b) = g′(b) jest z de�nicji równe granicy
ilorazu ró»nicowego h(y) gdy y → b) oraz g(f(x))−g(f(a)) = h(f(x))(f(x)−f(a)) (tak»e
wtedy, gdy g(s) = g(t)), zatem:

(g ◦ f)′(a) = lim
x→a

g(f(x))− g(f(a))

x− a

= lim
x→a

h(g(x)) · lim g(x)− g(a)

x− a
= h(g(a))g′(a). �

Twierdzenie 8.9. Je±li f(x) = px+ q dla wszystkich x, to f ′(a) = p dla wszystkich
a.

Dowód. Zachodzi:

f ′(a) = lim
x→a

px+ q − pa− q
x− a

= lim
x→a

p = p. �

Twierdzenie 8.10. Je±li f(x) = exp(x) dla wszystkich x, to f ′(a) = exp(a) dla
wszystkich a.

Dowód. Zachodzi:

f ′(a) = lim
s→0

exp(a+ s)− exp(a)

s
= exp(a) lim

s→0

exp(s)− 1

s
= exp(a) · 1. �

St¡d (przez argument indukcyjny) wynika, »e je±li f(x) = exp(x) dla wszystkich x oraz
n ∈ N, to f (n)(x) = exp(x).

Twierdzenie 8.11. Je±li f(x) = sin(x) dla wszystkich x, to f ′(a) = cos(a) dla
wszystkich a.

Dowód. Zachodzi:

f ′(a) = lim
s→0

sin(a+ s)− sin(a)

s
= lim

s→0

2 cos(a+ s
2
) sin( s

2
)

s

= lim
s→0

sin( s
2
)

s
2

· lim
s→0

cos(a+ s
2
) = 1 · cos(a). �

Wniosek 8.12. Je±li f(x) = cos(x) dla wszystkich x, to f ′(a) = − sin(a) dla wszyst-
kich a.

Dowód. Niech g(x) = sin(x), h(x) = x + π
2
. Skoro f(x) = sin(x + π

2
) = g(h(x)), g′(a) =

cos(a) i h′(a) = 1 dla wszystkich a, zachodzi f ′(a) = cos(a+ π
2
) · 1 = − sin(a). �
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Dla wygody zapisu stosuje si¦ oznaczenie (f(x))′ = f ′(x), je±li w wyra»eniu f(x) nie
wyst¦puj¡ inne zmienne lub z kontekstu wynika, po jakiej zmiennej odbywa si¦ ró»nicz-
kowanie. Piszemy zatem:

(sin(x))′ = cos(x), (tg(x))′ =
1

(cos(x))2
,

(cos(x))′ = − sin(x), (ctg(x))′ = − 1

(sin(x))2
.

Dla dowolnego ustalonego c > 0 zachodzi

(cx)′ = cx ln(c).

Ponadto dla ustalnego c wprost ze wzoru na pochodn¡ zªo»enia funkcji wynika, »e:

(cf(x))′ = cf ′(x), (f(cx))′ = cf ′(cx), (f(x+ c))′ = f ′(x+ c),

przy zaªo»eniu, »e pochodna po prawej stronie równo±ci istnieje. Niektóre z powy»szych
równo±ci stanowi¡ tre±¢ ¢wicze« na li±cie zada« nr 14.

Twierdzenie 8.13 (o pochodnej funkcji odwrotnej). Niech f−1 b¦dzie funkcj¡ od-
wrotn¡ do funkcji f na pewnym przedziale, na którym funkcja f jest ±ci±le monoto-
niczn¡ funkcj¡ ci¡gª¡. Niech a b¦dzie ustalonym punktem tego przedziaªu. Je±li funk-
cja f jest ró»niczkowalna w punkcie a i f ′(a) 6= 0, to funkcja f−1 jest ró»niczkowalna
w punkcie b = f(a) oraz (f−1)′(b) = 1/f ′(a). W przypadku punktów brzegowych
rozwa»anego przedziaªu nale»y mówi¢ o odpowiednich pochodnych jednostronnych.

Innymi sªowy:

(f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))
.

Dowód. Wystarczy podstawi¢ y = f(x) (czyli x = f−1(y)) w de�nicji granicy:

(f−1)′(b) = lim
y→b

f−1(y)− f−1(b)

y − b

= lim
y→b

f−1(y)− a
f(f−1(y))− f(a)

= lim
x→a

x− a
f(x)− f(a)

=
1

f ′(a)
. �

Wniosek 8.14. Je±li f(x) = ln(x) dla wszystkich x ∈ (0,+∞), to f ′(a) = 1/a dla
wszystkich a ∈ (0,+∞).

Dowód. Je±li a = exp(b), to zachodzi:

f ′(a) =
1

exp(b)
=

1

a
. �

Wniosek 8.15. Je±li f(x) = arcsin(x) dla wszystkich x ∈ [−1, 1], to f ′(a) =
1/
√

1− a2 dla wszystkich a ∈ (−1, 1).

Dowód. Je±li a = sin(b) i b ∈ (−π
2
, π

2
), to zachodzi:

f ′(a) =
1

cos(b)
=

1√
1− a2

. �
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Analogicznie dowodzi si¦ pozostaªych wzorów spo±ród:

(arcsin(x))′ =
1√

1− x2
, (arctg(x))′ =

1

1 + x2
,

(arccos(x))′ = − 1√
1− x2

, (loga(x))′ = − 1

x ln(a)

dla dowolnego ustalonego a ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) � s¡ to ¢wiczenia na li±cie zada« nr 14.

Twierdzenie 8.16. Je±li f(x) = xc dla ustalnego c i wszystkich x (z dziedziny
naturalnej), to f ′(x) = cxc−1 dla wszystkich x z dziedziny naturalnej funkcji f , z
wyj¡tkiem x = 0 gdy c < 1.

Dowód. Dla wszystkich x > 0 zachodzi f(x) = exp(c ln(x)), sk¡d, na mocy wzoru na
pochodn¡ zªo»enia funkcji, dla a > 0:

f ′(a) = exp(c ln(a)) · c · 1

a
= cac−1.

Je±li c jest caªkowite i ró»ne od zera (lub ogólniej � jest liczb¡ wymiern¡ o nieparzystym
mianowniku), to dla wszystkich x < 0 zachodzi f(x) = (−1)c(−x)c, sk¡d f ′(a) = (−1)c ·
c(−a)c−1 · (−1) = ac−1. Gdy c > 1, to f ′(0) = lim

x→0
xc−1 = 0. Gdy wreszcie c = 1, to

wiemy ju», »e f ′(0) = 1. �

Powy»sze twierdzenia pozwalaj¡ wyznaczy¢ pochodn¡ dowolnej funkcji elementarnej
(dotyczy tego ¢wiczenie dodatkowe na li±cie zada« nr 14).

Przykªad. Zachodzi:(
ln(1 + ex)√

1 + x2

)′
=

(ln(1 + ex))′
√

1 + x2 − ln(1 + ex)(
√

1 + x2)′

1 + x2

=
(1 + ex)−1(1 + ex)′

√
1 + x2 − ln(1 + ex)1

2
(1 + x2)−1/2(1 + x2)′

1 + x2

=
(1 + ex)−1ex

√
1 + x2 − ln(1 + ex)1

2
(1 + x2)−1/22x

1 + x2

=
ex(1 + x2)− x ln(1 + ex)

(1 + x2)3/2(1 + ex)
.

Przykªad. Je±li f(x) = c sin(px + q) dla pewnych staªych c, p, q oraz wszystkich x, to
zachodzi równo±¢ f ′′(a) = −p2f(a) dla wszystkich a. Oznacza to, »e w ruchu opisanym
przez funkcj¦ f przyspieszenie jest proporcjonalne do wychylenia, ze wspóªczynnikiem
proporcjonalno±ci −a2. Zgodnie z prawem Hooke'a, jest to opis drga« obiektu na idealnej
(tj. niewa»kiej, poruszaj¡cej si¦ bez oporów itp.) spr¦»ynie. Mo»na wykaza¢, »e ka»de
rozwi¡zanie równania f ′′(x) = −p2f(x) jest postaci tu opisanej � tematyk¡ t¡ zajmuje
si¦ teoria równa« ró»niczkowych.

8.3. Twierdzenia o warto±ci ±redniej. Podstawowe zastosowanie pochodnych to znaj-
dowanie ekstremów funkcji. W ramach przygotowa« udowodnimy seri¦ trzech klasycznych
twierdze«, nazywanych twierdzeniami o warto±ci ±redniej.
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Definicja 8.17. Funkcja f okre±lona w pewnym otoczeniu ustalonego punktu a
osi¡ga w a maksimum lokalne, je±li f(x) 6 f(a) dla wszystkich x z pewnego otocze-
nia a, tj. istnieje δ > 0 taka, »e je±li |x− a| < δ, to f(x) 6 f(a). Maksimum lokalne
jest ±cisªe, je±li f(x) < f(a) dla wszystkich x 6= a z pewnego otoczenia a. Analogicz-
nie de�niuje si¦ minimum lokalne. Ekstremum lokalne to mimimum lub maksimum
lokalne.

Twierdzenie 8.18 (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego). Je±li funkcja
f osi¡ga w ustalonym punkcie a maksimum lub minimum lokalne oraz jest ró»nicz-
kowalna w tym punkcie, to f ′(a) = 0.

Dowód. Zachodzi:

f ′+(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
6 0,

f ′−(a) = lim
x→a+

f(x)− f(a)

x− a
> 0,

(8.2)

bowiem w obu granicach wyra»enie pod granic¡ ma staªy znak dla x dostatecznie bliskich
a. Pozostaje zauwa»y¢, »e f ′(a) = f ′+(a) = f ′−(a). �

Z warunku f ′(a) = 0 dla ustalnego a nie wynika, »e f ma w a ekstremum lokalne �
je±li f(x) = x3 dla wszystkich x, to f ′(0) = 0, lecz f nie ma w 0 ani maksimum, ani
minimum lokalnego.
Je±li istniej¡ tylko pochodne jednostronne funkcji f w punkcie a, to nie musz¡ by¢

one równe 0 � na przykªad je±li f(x) = −|x| dla wszystkich x, to f ma maksimum
lokalne w punkcie 0, lecz f ′+(0) = −1, f ′−(0) = 1. Zawsze gdy istniej¡ pochodne jedno-
stronne w punkcie a, w którym funkcja f ma maksimum lokalne, prawdziwe s¡ jednak
nierówno±ci (8.2).
Z powy»szego twierdzenia ªatwo wynikaj¡ trzy twierdzenia o warto±ci ±redniej: Rolle'a,

Lagrange'a i Cauchy'ego. Twierdzenia te maj¡ liczne zastosowania.

Twierdzenie 8.19 (Rolle'a). Je±li funkcja f jest ci¡gªa w przedziale [a, b] i ró»nicz-
kowalna w przedziale (a, b) oraz f(a) = f(b), to istnieje punkt c ∈ (a, b), w którym
pochodna funkcji f ma warto±¢ 0.[[rysunek]]

Dowód. Je±li funkcja f jest staªa, twierdzenie jest prawdziwe: f ′(c) = 0 dla dowolnego c ∈
(a, b). W przeciwnym razie f przyjmuje w (a, b) cho¢ raz warto±¢ ró»n¡ od f(a) = f(b).
Je±li f przyjmuje warto±¢ wi¦ksza od f(a) = f(b), to f przyjmuje warto±¢ najwi¦ksz¡
w pewnym punkcie c ∈ (a, b) (bowiem funkcja ci¡gªa f przyjmuje warto±¢ najwi¦ksz¡ w
[a, b] i z pewno±ci¡ nie osi¡ga jej na kra«cach przedziaªu) i zachodzi f ′(c) = 0 (na mocy
warunku koniecznego istnienia ekstremum lokalnego). Je±li za± f osi¡ga warto±¢ mniejsz¡
od f(a) = f(b) � dowód jest analogiczny. �

Powy»szy dowód twierdzenia Rolle'a wykorzystuje twierdzenie o osi¡ganiu kresów przez
funkcje ci¡gªe, a wi¦c po±rednio twierdzenie Bolzano�Weierstrassa. �atwo przeoczy¢ gª¦-
bi¦ tego twierdzenia!
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Twierdzenie 8.20 (Lagrange'a o warto±ci ±redniej). Je±li funkcja f jest ci¡gªa w
przedziale [a, b] i ró»niczkowalna w przedziale (a, b), to istnieje punkt c ∈ (a, b) taki,
»e: [[rysunek]]

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Dowód. Niech p = (f(b) − f(a))/(b − a). Wystarczy zastosowa¢ twierdzenie Rolle'a do
funkcji h danej wzorem h(x) = f(x) − px: zachodzi h′(x) = f ′(x) − p, h(b) − h(a) =
f(b)− f(a)− p(b− a) = 0. �

Wniosek 8.21. Je±li f ′(x) = 0 dla wszystkich x w pewnym przedziale, to f jest staªa
w tym przedziale. Je±li f ′(x) = g′(x) dla wszystkich x w pewnym przedziale, to w tym
przedziale f ró»ni si¦ od g o staª¡. �
Powy»szy wniosek oznacza, »e funkcja pochodna wyznacza (z dokªadno±ci¡ do przesu-

ni¦cia o staª¡) wyj±ciow¡ funkcj¦ � na zadanym przedziale.

Przykªad. Je±li f(x) = arctg((x− 1)/(x+ 1)) dla wszystkich x ∈ R \ {−1}, to

f ′(x) =
1

1 + (x− 1)2/(x+ 1)2

(x+ 1)− (x− 1)

(x+ 1)2
=

2

(x+ 1)2 + (x− 1)2
=

1

1 + x2
= (arctg(x))′.

Wobec tego funkcja f(x)−arctg(x) jest funkcj¡ staª¡ na ka»dym z przedziaªów (−∞,−1)
oraz (−1,+∞). Poniewa» f(0) = −π

4
oraz lim

x→−∞
f(x) = π

4
, zachodzi f(x) = arctg(x)− π

4

dla x > −1 oraz f(x) = arctg(x) + 3π
4
dla x < −1.

Twierdzenie 8.22 (warunki monotoniczno±ci funkcji). Je±li funkcja f jest ci¡gªa
w przedziale [a, b] i ró»niczkowalna w przedziale (a, b), to f jest rosn¡ca w [a, b]
wtedy i tylko wtedy, gdy f ′(x) > 0 dla wszystkich x ∈ (a, b). Je±li f ′(x) > 0 dla
wszystkich x ∈ (a, b) (z wyj¡tkiem by¢ mo»e sko«czenie wielu warto±ci), to f jest
±ci±le rosn¡ca w [a, b]. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkcji malej¡cych, a
tak»e dla przedziaªów otwartych, w tym równie» niesko«czonych.

Dowód. Je±li f jest rosn¡ca w [a, b], to iloraz ró»nicowy f na przedziale od x1 do x2 przyj-
muje warto±ci nieujemne gdy x1, x2 ∈ [a, b], x1 6= x2, zatem pochodna f te» przyjmuje
warto±ci nieujemne w (a, b). Je±li za± pochodna f jest nieujemna w przedziale (a, b) oraz
x1, x2 ∈ [a, b], x1 < x2, to na mocy twierdzenia Lagrange'a istnieje punkt c ∈ (x1, x2)
taki, »e

f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)f ′(c) > 0,

sk¡d f(x1) 6 f(x2). Zatem f jest rosn¡ca. Gdy pochodna f jest ±ci±le dodatnia w
przedziale (a, b), to analogicznie f(x1) < f(x2), czyli f jest ±ci±le rosn¡ca. Gdy f ′ jest
±ci±le dodatnia w przedziaªach (a0, a1), (a1, a2), . . . , (an−1, an), gdzie a = a0 < a1 <
. . . < an−1 < an = b, to f jest ±ci±le rosn¡ca na ka»dym z przedziaªów [a0, a1], [a1, a2],
. . . , [an−1, an], a wi¦c � jak ªatwo wykaza¢ � jest te» ±ci±le rosn¡ca na [a, b] (jest to
intuicyjnie jasne, ale ±cisªy dowód jest do±¢ dªugi i oczywi±cie indukcyjny wzgl¦dem n).
Dowody dla funkcji malej¡cych s¡ analogiczne. �
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Przykªad. Niech f(x) = 1/x dla wszystkich x ∈ R \ {0}. Poniewa» f ′(x) = −1/x2 < 0
dla x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞), funkcja f jest malej¡ca na ka»dym z przedziaªów (−∞, 0)
oraz (0,+∞) (lecz oczywi±cie nie na sumie tych przedziaªów!).

Twierdzenie 8.23 (Cauchy'ego o warto±ci ±redniej). Je±li funkcje f i g s¡ ci¡gªe w
przedziale [a, b] i ró»niczkowalne w przedziale (a, b), to istnieje punkt c ∈ (a, b) taki,
»e:

(g(b)− g(a))f ′(c) = (f(b)− f(a))g′(c) .

W przypadku, gdy g′ jest ±ci±le dodatnia (lub ±ci±le ujemna) na (a, b), zachodzi zatem:

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Wygodnie my±le¢, »e f(t) i g(t) to wspóªrz¦dne punktu krzywej na pªaszczy¹nie: styczna
to tej krzywej w punkcie (f(c), g(c)) jest równolegªa do siecznej przechodz¡cej przez
(f(a), g(a)) i (f(b), g(b)). [[rysunek]]

Dowód. Do dowodu pierwszej cz¦±ci wystarczy zastosowa¢ twierdzenie Rolle'a do funkcji
h danej wzorem h(t) = (g(b) − g(a))f(t) − (f(b) − f(a))g(t): zachodzi h′(t) = (g(b) −
g(a))f ′(t) − (f(b) − f(a))g′(t) oraz h(b) − h(a) = 0. Druga wynika wprost z pierwszej i
±cisªej monotoniczno±ci funkcji g. �

Co ciekawe, w drugiej cz¦±ci twierdzenia równowa»nie wystarczy zaªo»y¢, »e g′ nie
przyjmuje warto±ci zero. Okazuje si¦ bowiem, »e funkcja pochodna ma wªasno±¢ Darboux.
Gdyby wi¦c przyjmowaªa warto±ci ró»nych znaków, musiaªaby przyjmowa¢ warto±¢ zero.
Dowód wªasno±ci Darboux funkcji pochodnej jest tre±ci¡ ¢wicze« dodatkowych na li±cie
zada« nr 15.

8.4. Ekstrema i monotoniczno±¢. Zastosowania warunku dostatecznego istnienia eks-
tremum lokalnego oraz warunków monotoniczno±ci funkcji s¡ niezliczone.

Przykªad. Funkcja dana wzorem f(x) = x3−x ma dwa ekstrema lokalne, które ªatwo zna-
le¹¢. W istocie: f ′(x) = 3x2− 1, zatem f ′(x) > 0 gdy x ∈ (−∞,−

√
1/3)∪ (

√
1/3,+∞),

za± f ′(x) < 0 gdy x ∈ (−
√

1/3,
√

1/3). Oznacza to, »e f jest ±ci±le rosn¡ca na ka»dym
z przedziaªów (−∞,−

√
1/3] oraz [

√
1/3,+∞) (lecz nie na sumie tych dwóch przedzia-

ªów!), za± ±ci±le malej¡ca na przedziale [−
√

1/3,
√

1/3]. W takim razie f ma maksimum
lokalne w punkcie −1

3

√
3 (i przyjmuje tam warto±¢ 2

9

√
3), za± minimum lokalne w punkcie

1
3

√
3 (i przyjmuje tam warto±¢ −2

9

√
3); ekstrema te s¡ ±cisªe.

Przykªad. Funkcja dana wzorem f(x) = −x ln(x) (wa»na w teorii informacji) jest ±ci±le
rosn¡ca na przedziale (0, 1

e
] oraz ±ci±le malej¡ca na przedziale [1

e
,+∞). W istocie: f ′(x) =

− ln(x)− 1 = − ln(ex), zatem f ′(x) > 0 gdy x ∈ (0, 1
e
) oraz f ′(x) < 0 gdy x ∈ (1

e
,+∞).

Warto±¢ najwi¦ksz¡ f osi¡ga w punkcie 1
e
, wynosi ona f(1

e
) = 1

e
.

Wniosek 8.24. Je±li funkcja f jest ci¡gªa w przedziale [a, b] i ró»niczkowalna w
przedziale (a, b) z wyj¡tkiem punktów x1, x2, . . . , xn, to f osi¡ga warto±¢ najwi¦ksz¡
w jednym z punktów a, b, x1, x2, . . . , xn lub w którym± z punktów x ∈ (a, b) o wªasno±ci
f ′(x) = 0. �
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Przykªad. Niech f(x) = 3x4− 20x3 + 24x2 dla x ∈ [0, 5]. Wówczas f ′(x) = 12x3− 60x2 +
48x = 12x(x2 − 5x + 4) = 12x(x − 4)(x − 1). Zatem f osi¡ga warto±¢ najwi¦ksz¡ lub
najmniejsz¡ w jednym z punktów 0, 1, 4, 5. Odpowiednie warto±ci to 0, 7, −128, −25, a
wi¦c warto±¢ najmniejsza to f(4) = −128, warto±¢ najwi¦ksza � f(1) = 7.

Przykªad. W±ród walców o ustalonej obj¦to±ci V > 0 najmniejsze mo»liwe pole po-
wierzchni to 3 3

√
2V 2/π. W istocie, dla r ∈ (0,+∞) wysoko±ci¡ walca o promieniu pod-

stawy r i obj¦to±ci V jest V/(πr2), zatem f(r) = 2πr2 + 2πrV/(πr2) = 2πr2 + 2V/r
opisuje pole powierzchni takiego walca. Skoro f ′(r) = 4πr − 2V/r2 = (4πr3 − 2V )/r2,
zachodzi f ′(r) < 0 dla r ∈ (0, r0) oraz f ′(r) > 0 dla r ∈ (r0,+∞), gdzie r0 = 3

√
V/(2π).

Wobec tego f jest ±ci±le malej¡ca na (0, r0], ±ci±le rosn¡ca na [r0,+∞) i osi¡ga warto±¢
najmniejsz¡ f(r0) = 2πr2

0 + 2V/r0 = 3
3
√

2πV 2 wtedy, gdy wysoko±¢ V/(πr2
0) = 3

√
4V/π

jest równa ±rednicy podstawy 2r0.

Przykªad. Niech f(x) = arcsin(1 − 2x2) + |3x + 1| dla x ∈ [−1, 1]. Wówczas dla x ∈
(−1, 1) \ {−1

3
, 0} zachodzi

f ′(x) =
−4x√

1− (1− 2x2)2
+ 3 sign(3x+ 1) =

−2 sign(x)√
1− x2

+ 3 sign(3x+ 1).

Równanie f ′(x) = 0 wygodnie rozwi¡za¢ osobno w trzech przedziaªach: gdy x ∈ (−1,−1
3
):

f ′(x) =
2√

1− x2
− 3,

sk¡d ªatwo f ′(x) = 0 dla x = −1
3

√
5 (drugie rozwi¡zanie x = 1

3

√
5 le»y poza rozwa»anym

przedziaªem). Podobnie gdy x ∈ (−1
3
, 0):

f ′(x) =
2√

1− x2
+ 3 > 0.

Wreszcie gdy x ∈ (−1
3
, 0):

f ′(x) =
−2√

1− x2
+ 3,

sk¡d jak poprzednio f ′(x) = 0 dla x = 1
3

√
5 (drugie rozwi¡zanie x = −1

3

√
5 le»y poza

rozwa»anym przedziaªem). Wobec tego najwi¦kszej i najmniejszej warto±ci f nale»y
szuka¢ w±ród warto±ci:

f(−1) = 2− π
2
, f(0) = 1 + π

2
,

f(−
√

5
3

) = − arcsin(1
9
)− 1 +

√
5, f(

√
5

3
) = − arcsin(1

9
) + 1 +

√
5,

f(−1
3
) = arcsin(7

9
), f(1) = 4− π

2
.

Liczby te nietrudno porówna¢, wykorzystuj¡c nierówno±¢ x < arcsin(x) < 2x: f(−1) < 1
2
,

f(
√

5
3

) > 1 +
√

5− 2
9
> 3, pozostaªe liczby s¡ pomi¦dzy 1

2
i 3.

8.5. Reguªa de l'Hospitala. Reguªa de l'Hospitala jest prostym sposobem obliczania
niektórych skomplikowanych granic.

Twierdzenie 8.25 (reguªa de l'Hospitala). Je±li funkcje f i g s¡ ci¡gªe i ró»nicz-
kowalne w pewnym przedziale otwartym, którego prawym ko«cem (sko«czonym lub
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nie) jest b, lim
x→b−

f(x) = lim
x→b−

g(x) = 0, funkcja g′(x) ma staªy znak w rozwa»anym

przedziale oraz f ′(x)/g′(x) ma lewostronn¡ granic¦ w b (wªa±ciw¡ lub nie), to

lim
x→b−

f(x)

g(x)
= lim

x→b−

f ′(x)

g′(x)
.

Ten sam wzór zachodzi, gdy lim
x→b−

f(x) = lim
x→b−

g(x) = ∞. Analogiczne twierdzenie

zachodzi te» dla granic prawostronnych.

Dowód. Do udowodnienia s¡ w istocie cztery twierdzenia. Najprostszy jest przypadek,
gdy b jest liczb¡ (a nie b = ∞), za± f i g maj¡ w b lewostronn¡ granic¦ 0: na mocy
twierdzenia Cauchy'ego zachodzi:

f(x)

g(x)
=
f(b)− f(x)

g(b)− g(x)
=
f ′(c(x))

g′(c(x))

dla pewnego punktu c(x) zawartego pomi¦dzy x i b (przyjmujemy tu dla uproszczenia,
»e f(b) = g(b) = 0). Teza wynika z twierdzenia o granicy zªo»enia funkcji.
W pozostaªych przypadkach dowód jest nieco bardziej skomplikowany. Je±li b =∞ lub

gdy granica B = lim
x→b−

(f ′(x)/g′(x)) jest niewªa±ciwa, mo»na ªatwo zmody�kowa¢ poni»szy

argument (lub zastosowa¢ odpowiednie podstawienie � jest to ¢wiczenie na li±cie zada«
nr 16), w którym zakªada si¦, »e b oraz B s¡ liczbami.
Niech ε ∈ (0, 1

2
) i niech δ > 0 b¦dzie taka, »e |f ′(x)/g′(x) − B| < ε gdy x ∈ (b − δ, b).

Na mocy twierdzenia Cauchy'ego zachodzi:∣∣∣∣f(x2)− f(x1)

g(x2)− g(x1)
−B

∣∣∣∣ < ε

je±li tylko x1, x2 ∈ (b− δ, b) oraz x1 6= x2. W przypadku, gdy lim
x→b−

f(x) = lim
x→b−

g(x) = 0

zachodzi zatem ∣∣∣∣f(x1)

g(x1)
−B

∣∣∣∣ = lim
x2→b−

∣∣∣∣f(x2)− f(x1)

g(x2)− g(x1)
−B

∣∣∣∣ 6 ε

dla x1 ∈ (b− δ, b). Wobec dowolno±ci ε > 0, oznacza to zbie»no±¢ f(x)/g(x) do a. (Jest
to ten sam przypadek, który ju» rozwa»yli±my na pocz¡tku dowodu).
Je±li za± lim

x→b−
f(x) = lim

x→b−
g(x) = ∞, to istnieje x0 ∈ (b − δ, b) takie, »e f(x0) > 0 i

g(x0) > 0, za± dla tej warto±ci x0 istnieje η > 0 taka, »e gdy x ∈ (b−η, b), to f(x0) < εf(x)
oraz g(x0) < εg(x). Wówczas:

1− ε
1 + ε

f(x)

g(x)
6
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
6

1 + ε

1− ε
f(x)

g(x)
,

sk¡d:

1− ε
1 + ε

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
6
f(x)

g(x)
6

1 + ε

1− ε
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
.

Skoro (jak ªatwo sprawdzi¢) (1+ε)/(1−ε) 6 1+3ε oraz (1−ε)/(1+ε) > 1−3ε, zachodzi:

(1− 3ε)
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
6
f(x)

g(x)
6 (1 + 3ε)

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
.
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Na mocy udowodnionej ju» nierówno±ci:

(1− 3ε)(B − ε) 6 f(x)

g(x)
6 (1 + 3ε)(B + ε),

sk¡d:

−ε(3B + 1− ε) 6 f(x)

g(x)
−B 6 ε(3B + 1 + ε),

gdy x ∈ (b − η, b). Gdyby na pocz¡tku przyj¡¢ ε = ε̃/(3B + 2) dla pewnego ε̃ ∈ (0, 1),
powy»sza nierówno±¢ oznaczaªaby |f(x)/g(x) − B| 6 ε̃ gdy x ∈ (b − η, b), co ko«czy
dowód twierdzenia. �

Wniosek 8.26. Je±li f jest ci¡gªa w a i ró»niczkowalna w s¡siedztwie punktu a oraz
istnieje granica A = lim

x→a
f ′(x), to f jest ró»niczkowalna w a i f ′(a) = A. Analo-

giczne twierdzenie zachodzi dla granic i pochodnych jednostronnych. W szczególno-
±ci pochodna funkcji ró»niczkowalnej w danym przedziale nie ma w tym przedziale
nieci¡gªo±ci pierwszego rodzaju.

Dowód. Wystarczy zastosowa¢ reguª¦ de l'Hospitala do funkcji danych wzorami f(x) −
f(a) oraz x− a (albo po prostu skorzysta¢ z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej).

�

Reguªa de l'Hospitala pozwala oblicza¢ wiele granic typu � [0]
[0]
� lub � [∞]

[∞]
�.

Przykªad. Zachodzi lim
x→0+

sin(x)

x
= lim

x→0+

cos(x)

1
= 1 (jednak granic¦ t¦ trzeba byªo obli-

czy¢, aby wyznaczy¢ pochodn¡ sin, zatem nie jest to u»yteczny rachunek).

Przykªad. Zachodzi lim
x→0+

1− cos(x)

(sin(x))2
= lim

x→0+

sin(x)

2 sin(x) cos(x)
=

1

2
.

Przykªad. Dwukrotne zastosowanie reguªy l'Hospitala prowadzi do równo±ci

lim
x→0+

tg(x)− sin(x)

x3
= lim

x→0+

(cos(x))−2 − cos(x)

3x2

= lim
x→0+

2 sin(x)(cos(x))−3 + sin(x)

6x
=

2 + 1

6
=

1

2
.

Przykªad. Zachodzi lim
x→∞

x2

2x
= lim

x→∞

2x

2x ln(2)
= lim

x→∞

2

2x(ln(2))2
= 0.

Reguªa ta pozwala te» wyznacza¢ wiele granic typu �[0] · [∞]�, �[1][∞]�, �[0][0]� oraz
�[∞]− [∞]� � s¡ to, wraz z wyra»eniami � [0]

[0]
� oraz � [∞]

[∞]
�, symbole nieoznaczone.

Przykªad. Zachodzi lim
x→0+

(x ln(x)) = lim
x→0+

ln(x)

1/x
= lim

x→0+

1/x

−1/x2
= lim

x→0+
(−x) = 0.

Przykªad. Zachodzi lim
x→0+

xx = lim
x→0+

exp(x ln(x)) = exp(0) = 1.

Przykªad. Zachodzi lim
x→0+

xx − 1

x
= lim

x→0+

xx(ln(x) + 1)

1
= −∞.

Przykªad. Zachodzi lim
x→∞

(x ln(1 + 1
x
)) = lim

x→∞

ln(1 + 1
x
)

1
x

= lim
x→∞

(1 + 1
x
)−1(− 1

x2
)

− 1
x2

= 1.
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Przykªad. Zachodzi lim
x→∞

(1 + 1
x
)x = lim

x→∞
ex ln(1+1/x) = e.

Przykªad. Zachodzi lim
x→0+

(ctg(x)−1/x) = lim
x→0+

x cos(x)− sin(x)

x sin(x)
= lim

x→0+

−x sin(x)

sin(x) + x cos(x)
=

lim
x→0+

− sin(x)

sin(x)/x+ cos(x)
= 0.

8.6. Wªasno±¢ Darboux funkcji pochodnej. Funkcja pochodna nie ma nieci¡gªo±ci
pierwszego rodzaju, ale mo»e mie¢ nieci¡gªo±ci drugiego rodzaju.

Przykªad. Je±li f(x) = x2 sin(1/x2) dla x 6= 0 oraz f(0) = 0, to f jest ró»niczkowalna, ale
f ′ nie jest ci¡gªa w 0. W istocie: dla x 6= 0 zachodzi f ′(x) = 2x sin(1/x2)−2 cos(1/x2)/x,
a (jak ªatwo sprawdzi¢) funkcja ta jest nieograniczona w ka»dym s¡siedztwie 0. Z drugiej
strony f ′(0) = 0 na mocy twierdzenia o trzech funkcjach: −x2 6 f(x) 6 x2, wi¦c
−|x| 6 f(x)/x 6 |x|.

Co ciekawe, funkcja pochodna ma wªasno±¢ Darboux.

Twierdzenie 8.27. Je±li f jest ró»niczkowalna w pewnym przedziale, to f ′ ma w
tym przedziale wªasno±¢ Darboux.

Dowód. Niech a i b b¦d¡ punktami rozwa»anego przedziaªu i niech a < b. Niech nadto
C b¦dzie liczb¡ mi¦dzy f ′(a) i f ′(b). W przypadku, gdy f ′(a) < f ′(b), dowód jest
nast¦puj¡cy. Funkcja dana wzorem g(x) = f(x) − Cx osi¡ga w pewnym punkcie c
przedziaªu [a, b] warto±¢ w tym przedziale najmniejsz¡. Ponadto c 6= a: dla ε = −1

2
g′(a) =

−1
2
(f ′(a)−C) > 0 zachodzi g(x) 6 g(a)+(g′(a)+ε)(x−a) = g(a)+ 1

2
g′(a)(x−a) < g(a)

dla x z pewnego prawostronnego s¡siedztwa a. Analogicznie c 6= b. Wobec tego c ∈ (a, b),
a zatem � na mocy twierdzenia Rolle'a � g′(c) = 0. Oznacza to, »e f ′(c) = C. Dowód
w przypadku f ′(a) > f ′(b) jest analogiczny. �

8.7. Pochodne wy»szych rz¦dów i wzór Taylora. Funkcja f jest ci¡gªa w 0, je±li

R0(x) = f(x)− f(0)

d¡»y do zera gdy x→ 0. Funkcja f jest ró»niczkowalna w 0, je±li

R1(x) = f(x)− (f(0) + f ′(0)x)

speªnia

lim
x→0

r1(x)

x
= 0.

W istocie,

lim
x→0

r1(x)

x
= lim

x→0

f(x)− f(0)

x
− f ′(0) = f ′(0)− f ′(0) = 0

oraz

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

r1(x)

x
+ f ′(0) = f ′(0).

Wzór Maclaurina opisuje podobne przybli»enia warto±ci funkcji f w punktach bliskich 0.
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Zauwa»my, »e je±li P (x) = xn/n! dla pewnego n ∈ N, n > 1, to P ′(x) = xn−1/(n− 1)!,
sk¡d ªatwo

P (k)(x) =


xn−k/(n− k)! dla k = 0, 1, . . . , n− 1,

1 dla k = n,

0 dla k = n+ 1, n+ 2, . . .

Wobec tego

P (k)(0) =

{
0 gdy k 6= n,

1 gdy k = n.

W szczególno±ci je±li funkcja f jest n-krotnie ró»niczkowalna w punkcie 0, to wielomian

Pn(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn

ma w punkcie 0 te same pochodne rz¦du 0, 1, . . . , n, co funkcja f .

Twierdzenie 8.28 (wzór Maclaurina). Je±li funkcja f jest n-krotnie ró»niczkowalna
w punkcie 0,

Pn(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn

jest n-tym wielomianem aproksymacyjnym funkcji f oraz

Rn(x) = f(x)− Pn(x)

oznacza n-t¡ reszt¦, to

lim
x→0

Rn(x)

xn
= 0.

Innymi sªowy

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn +Rn(x),

gdzie Rn(x) maleje szybciej ni» xn gdy x→ 0.

Dowód. Zauwa»my, »e R(k)
n (0) = 0 dla k = 0, 1, . . . , n. Stosuj¡c (n− 1)-krotnie reguª¦ de

l'Hospitala, otrzymujemy

lim
x→0

Rn(x)

xn/n!
= lim

x→0

R′n(x)

xn−1/(n− 1)!

= lim
x→0

R′′n(x)

xn−2/(n− 2)!

= . . .

= lim
x→0

R
(n−1)
n (x)

x
= R(n)

n (0) = 0;

w ostatnim kroku wykorzystali±my de�nicj¦ pochodnej. �

Rozwa»aj¡c funkcj¦ g(x) = f(x0 + x), natychmiast otrzymujemy wzór Taylora.
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Twierdzenie 8.29 (wzór Taylora). Je±li funkcja f jest n-krotnie ró»niczkowalna w
punkcie x0 oraz

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +Rn(x),

to

lim
x→x0

Rn(x)

(x− x0)n
= 0. �

Cho¢ powy»sze twierdzenia nie zawieraj¡ wzoru na reszt¦ Rn(x) innego ni» de�nicja,
mówi si¦ o nich, »e podaj¡ reszt¦ w postaci Peana. Pó¹niej poznamy jeszcze trzy inne
wzory na Rn(x).
Wzór Taylora pozwala przybli»a¢ funkcj¦ przy pomocy wielomianu Pn zadanego stop-

nia. Przybli»enie to jest najlepsze z mo»liwych, gdy x d¡»y do x0. Mo»na jednak zada¢
pytanie, czy kolejne wielomiany Pn przybli»aj¡ f coraz lepiej, gdy n→∞. W ogólno±ci
nie jest to prawd¡: ci¡g (Pn(x)) mo»e by¢ rozbie»ny dla wszystkich x 6= x0 (wi¦cej: dla
dowolnego ci¡gu (an) istnieje funkcja f taka, »e f (n)(x0) = an dla wszystkich n ∈ N),
a je±li jest zbie»ny, granic¡ wcale nie musi by¢ f(x); odpowiednie przykªady wymagaj¡
jednak wiedzy z drugiego semestru. Mimo to w wielu przypadkach faktycznie Pn(x) d¡»y
do f(x). Aby to wykaza¢, potrzebna jest inna reprezentacja reszty Rn(x); w tej chwili
warto jednak przyjrze¢ si¦ dwóm przykªadom.

Przykªad. Je±li f(x) = ex dla x ∈ R, to f (k)(x) = ex dla ka»dego k ∈ N, zatem wielo-
mianem aproksymacyjnym w 0 funkcji f jest wielomian wykorzystany w de�nicji funkcji
wykªadniczej:

Pn(x) = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
.

W tym wypadku ci¡g (Pn(x)) jest zbie»ny do f(x) dla ka»dego x ∈ R.

Przykªad. Niech f(x) =
1

1− x
. Jak ªatwo sprawdzi¢, f (k)(x) =

k!

(1− x)k+1
, zatem

f (k)(0) = k! dla k ∈ N. St¡d wynika, »e wielomianem aproksymacyjnym funkcji f w
0 jest

Pn(x) = 1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn.

Oznacza to, »e ci¡g (Pn(x)) jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy |x| < 1, za± granic¡ w
istocie jest f(x).

8.8. Druga pochodna. Wzór Taylora z reszt¡ rz¦du 2 pozwala poda¢ nast¦puj¡cy wa-
runek dostateczny istnienia ekstremum.

Twierdzenie 8.30. Je±li funkcja f jest dwukrotnie ró»niczkowalna w punkcie x0

oraz f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) < 0, to f ma w punkcie x0 ±cisªe maksimum lokalne. Je±li
za± f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) > 0, to f ma w x0 ±cisªe minimum lokalne.

Dowód. Przypu±¢my, »e f ′′(x0)/2 = −a dla pewnego a > 0. Wtedy

f(x) = f(x0)− a(x− x0)2 +R2(x),
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gdzie

lim
x→x0

R2(x)

(x− x0)2
= 0.

Oznacza to, »e dla pewnego δ > 0 zachodzi∣∣∣∣ R2(x)

(x− x0)2

∣∣∣∣ < a

gdy |x− x0| < δ i x 6= x0, przez co

f(x) = f(x0)− a(x− x0)2 +R2(x) < f(x0),

czyli f ma w x0 ±cisªe maksimum lokalne. Dowód drugiej cz¦±ci jest analogiczny. �

W praktyce powy»sze kryterium wymaga zwykle wi¦cej rachunków ni» badanie znaku
pierwszej pochodnej. S¡ jednak sytuacje, w których jest ono wygodniejsze.
Podkre±lmy, »e gdy f ′′(x0) = 0, funkcja f mo»e mie¢ w x0 ekstremum lub nie, o czym

±wiadcz¡ funkcje dane wzorami x3, x4 oraz −x4 (gdzie x0 = 0).
Znak drugiej pochodnej na przedziale okre±la typ wypukªo±ci funkcji.

Definicja 8.31. Funkcja f jest wypukªa na przedziale I, je±li dla dowolnych punktów
x1, x2 tego przedziaªu oraz dowolnego t ∈ (0, 1) zachodzi [[rysunek]]

f((1− t)x1 + tx2) 6 (1− t)f(x1) + tf(x2),

lub, równowa»nie, z warunku x1 < x2 < x3 (gdzie x1, x2, x3 ∈ I) wynika nierówno±¢

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

6
f(x3)− f(x2)

x3 − x2

.

Gdy zachodzi ±cisªa nierówno±¢, mówimy, »e f jest ±ci±le wypukªa. Analogicznie
de�niuje si¦ funkcj¦ wkl¦sª¡ i ±ci±le wkl¦sª¡ na I, »¡daj¡c odpowiednio nierównoci
�>� oraz �>�.
Je±li f jest wkl¦sªa na przedziale (a, c], wypukªa na przedziale [c, b) i ró»niczkowalna

w c, to c nazywany jest punktem przegi¦cia funkcji f .

Równowa»no±¢ opisanych wy»ej warunków wypukªo±ci sprawdza si¦ bezpo±rednim ra-
chunkiem, zast¦puj¡c w pierwszym warunki x1 i x2 przez x̃1 i x̃2 oraz przyjmuj¡c x1 = x̃1,
x3 = x̃2 oraz x2 = (1 − t)x̃1 + tx̃2 (czyli t = (x2 − x1)/(x3 − x1)). W istocie, pierwszy
warunek oznacza wtedy, »e

f(x2) 6
x3 − x2

x3 − x1

f(x1) +
x2 − x1

x3 − x1

f(x3),

co jest równowa»ne drugiemu warunkowi.

Twierdzenie 8.32. Je±li funkcja f jest dwukrotnie ró»niczkowalna w przedziale (a, b)
oraz f ′′(x) > 0 dla x ∈ (a, b), to f jest wypukªa w przedziale (a, b). Gdy f ′′(x) > 0
dla x ∈ (a, b), to f jest ±ci±le wypukªa. Analogicznie nierówno±¢ f(x) 6 0 oznacza
wkl¦sªo±¢ f , za± nierówno±¢ f ′′(x) < 0 � ±cisª¡ wkl¦sªo±¢. Je±li f jest funkcj¡ wypukª¡
na (a, b) oraz f jest dwukrotnie ró»niczkowalna w przedziale (a, b), to f ′′(x) > 0 dla
wzystkich x ∈ (a, b); dwukrotnie ró»niczkowalne funkcje wkl¦sªe maj¡ za± niedodatni¡
drug¡ pochodn¡.
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Dowód. Je±li f ′′(x) > 0 dla x ∈ (a, b), to f ′ jest funkcj¡ rosn¡c¡ na (a, b). Na mocy
twierdzenia o warto±ci ±redniej, je±li x1 < x2 < x3, to istniej¡ punkty c1 ∈ (x1, x2) oraz
c2 ∈ (x2, x3) takie, »e

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

= f ′(c1),
f(x3)− f(x2)

x3 − x2

f ′(c2).

Pozostaje zauwa»y¢, »e f ′(c1) 6 f ′(c2). Analogicznie dowodzi si¦ pozostaªych przypadków
omówionych w pierwszej cz¦±ci twierdzenia.
Do dowodu drugiej cz¦±ci wystarczy zauwa»y¢, »e je±li x1 < x2 oraz s > 0 jest dosta-

tecznie maªe, to

f(x1 + s)− f(x1)

s
6
f(x2)− f(x1 + s)

x2 − x1 − s
6
f(x2 + s)− f(x2)

s
,

sk¡d wynika, »e f ′+(x1) 6 f ′+(x2), czyli f ′(x1) 6 f ′(x2). Oznacza to, »e f ′ jest rosn¡ca,
czyli f ′′ jest nieujemna. Analogicznie rozwa»a si¦ przypadek funkcji wkl¦sªych. �

Zauwa»my, »e je±li f jest okre±lona i jednostronnie ci¡gªa na ko«cach przedziaªu (a, b),
to wypukªo±¢ na (a, b) implikuje wypukªo±¢ na [a, b].

Przykªad. Funkcje dane wzorami ex, xa dla a > 1 lub a 6 0, tg(x) na [0, π
2
) oraz sin(x) na

[−π, 0] s¡ wypukªe (na ka»dym przedziale, na jakim s¡ okre±lone). Funkcje dane wzorami
ln(x), xa dla a ∈ [0, 1], cos(x) na [−π

2
, π

2
] oraz sin(x) na [0, π] s¡ wkl¦sªe.

Przykªad. Niech f(x) = ln(x)
x

dla x > 0. Wtedy f ′′(x) = 2 ln(x)−3
x3

, zatem f jest wkl¦sªa na
przedziale (0, e3/2] oraz wypukªa na przedziale [e3/2,∞), za± e3/2 jest punktem przegi¦cia
funkcji f . Bior¡c pod uwag¦ równie» to, »e f jest malej¡ca na (0, e] i rosn¡ca na [e,∞) oraz
to, »e d¡»y do zera w ∞ i do niesko«czono±ci w 0, mo»emy do±¢ dokªadnie naszkicowa¢
wykres funkcji f . [[rysunek]]

Przykªad. Niech f(x) = x ln(x). �atwo sprawdzi¢, »e f ′′(x) = 1
x
, zatem f jest ±ci±le

wypukªa na (0,∞).
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9. Caªka nieoznaczona

9.1. De�nicje. Caªkowanie to operacja przeciwna do ró»niczkowania.

Definicja 9.1. Je±li F jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w pewnym przedziale otwartym
(lub sumie przedziaªów otwartych) I oraz f(x) = F ′(x) dla x ∈ I, to mówimy, »e F
jest funkcj¡ pierwotn¡ lub caªk¡ nieoznaczon¡ funkcji f na I i piszemy

F (x) =

∫
f(x)dx.

Je±li funkcja f ma funkcj¦ pierwotn¡ na I, to mówimy, »e jest caªkowalna na I (w
sensie caªki nieoznaczonej).

Sposób oznaczania funkcji pierwotnej przez
∫
f(x)dx zostanie wyja±niony pó¹niej, pod-

czas omawiania caªki Riemanna. W caªym rozdziale I oznacza pewien przedziaª otwarty
lub sum¦ przedziaªów otwartych.
Funkcja pierwotna nie jest wyznaczona jednoznacznie.

Twierdzenie 9.2. Je±li F jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f i C ∈ R, to F +C te» jest
funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f . Je±li F1 i F2 s¡ funkcjami pierwotnymi funkcji funkcji
f , to F1 − F2 jest funkcj¡ staª¡ na ka»dym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji
f .

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e (F + C)′ = F ′ + 0 = F ′ oraz (F1 − F2)′ = F ′1 − F ′2 =
f−f = 0 i wykorzysta¢ udowodniony wcze±niej fakt o tym, »e funkcja o zerowej pochodnej
na przedziale jest na tym przedziale staªa. �

Z powodu powy»szego twierdzenia zwykle stosuje si¦ zapis

F (x) =

∫
f(x)dx+ C,

gdzie C oznacza dowoln¡ staª¡ rzeczywist¡.

Przykªad. Zachodzi: ∫
sin(x)dx = − cos(x) + C.

Dowód kolejnych dwóch twierdze« jest trudniejszy: pierwsze zostanie udowodnione na
koniec semestru, drugie stanowczo wykracza poza ramy niniejszego kursu.

Twierdzenie 9.3. Ka»da funkcja ci¡gªa na danym przedziale ma funkcj¦ pierwotn¡.

Twierdzenie 9.4. Funkcja pierwotna funkcji elementarnej mo»e by¢ nieelementarna.
Na przykªad funkcje pierwotne funkcji danych wzorami exp(x2), sin(x2), sin(x)/x oraz√

1 + x3 s¡ nieelementarne.

9.2. Podstawowe techniki obliczania caªek nieoznaczonych. Wykorzystuj¡c wzory
na pochodne podstawowych funkcji elementarnych ªatwo wyprowadzi¢ podstawowe wzory
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na caªki:∫
1dx = x+ C (bo (x)′ = 1),∫
xadx =

xa+1

a+ 1
dla a 6= −1 (bo (xa+1)′ = (a+ 1)xa),∫

1

x
dx = ln(|x|) + C (bo (ln(x))′ = 1/x oraz (ln(−x))′ = 1/x),∫

exdx = ex + C,∫
axdx =

ax

ln(a)
dla a > 0, a 6= 1,∫

sin(x)dx = − cos(x) + C,∫
cos(x)dx = sin(x) + C,∫

1

x2 + 1
dx = arctan(x) + C,∫

1√
1− x2

dx = arcsin(x) + C.

Twierdzenie 9.5. Je±li funkcje f i g s¡ caªkowalne (na tym samym zbiorze I),∫
f(x)dx = F (x) + C,

∫
g(x)dx = G(x) + C

oraz a ∈ R, to∫
af(x)dx = aF (x) + C,

∫
(f(x) + g(x))dx = F (x) +G(x) + C

(w szczególno±ci wi¦c wzory af(x) i f(x) + g(x) okre±laj¡ funkcje caªkowalne na I).

Dowód. Dla dowodu wystarczy przypomnie¢, »e (aF )′ = af oraz (F +G)′ = f + g. �

Przykªad. Zachodzi∫
x4 + 1

x2 + 1
dx =

∫ (
x2 − 1 +

2

x2 + 1

)
dx =

∫
x2dx+

∫
(−1)dx+

∫
2 · 1

x2 + 1
dx

=

∫
x2dx−

∫
1dx+ 2

∫
1

x2 + 1
dx =

x3

3
− x+ 2 arctg(x) + C.

Kolejne dwa twierdzenia, cho¢ bardzo proste, dostarczaj¡ dwóch najwa»niejszych tech-
nik caªkowania.

Twierdzenie 9.6 (wzór na caªkowanie przez cz¦±ci). Je±li funkcje f i g s¡ ró»nicz-
kowalne, to ∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫
f ′(x)g(x)dx

(w szczególno±ci wi¦c funkcja dana wzorem f(x)g′(x) jest caªkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy caªkowalna jest funkcja f ′(x)g(x)).
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Dowód. Wystarczy przypomnie¢, »e (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x). �

Twierdzenie 9.7 (wzór na caªkowanie przez podstawienie). Je±li f jest caªkowalna
na I, ∫

f(y)dy = F (y) + C,

za± funkcja g jest ró»niczkowalna na danym przedziale i przyjmuje warto±ci w I, to∫
f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)) + C

(w szczególno±ci wi¦c funkcja dana wzorem f(g(x))g′(x) jest caªkowalna na omawia-
nym przedziale).

Dowód. Wystarczy przypomnie¢, »e (F (g(x))′ = F ′(g(x))g′(x) = f(g(x))g′(x). �

Zastosowanie powy»szego twierdzenia zapisuje si¦ skrótowo jako podstawienie y = g(x),
dy = g′(x)dx. Zapisowi temu nie nadajemy formalnego sensu.

Przykªad. Dla a 6= 0 zachodzi∫
1

a2 + x2
dx =

∫
1

a2
· 1

1 + (x/a)2
dx =

1

a

∫
1

1 + (x/a)2

(x
a

)′
dx.

Skoro ∫
1

1 + y2
dy = arctg(y) + C,

na mocy wzoru na caªkowanie przez podstawienie otrzymujemy∫
1

a2 + x2
dx =

arctg(x/a)

a
+ C.

W skrócie piszemy: podstawiaj¡c y = x/a, dy = (x/a)′dx = (1/a)dx, otrzymujemy∫
1

a2 + x2
dx =

∫
1

a2
· 1

1 + (x/a)2
dx =

1

a

∫
1

1 + (x/a)2
· 1

a
dx

=
1

a

∫
1

1 + y2
dy =

1

a
arctg(y) + C =

1

a
arctg

(x
a

)
+ C.

Zwró¢my uwag¦, »e staªa caªkowania C wyst¦puje w powy»szych wzorach poza nawia-
sem � o ile nie zachodzi ryzyko bª¦du, zwykle stosuje si¦ taki zapis. (W razie w¡tpliwo±ci
mo»na zawsze staª¡ C pomin¡¢).

Przykªad. Podstawiaj¡c y = ln(x), dy = (1/x)dx, otrzymujemy∫
ln(x)

x
dx =

∫
ydy =

y2

2
+ C =

(ln(x))2

2
+ C.

Przykªad. Na mocy wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci,∫
ln(x)dx =

∫
ln(x) · (x)′dx = ln(x) · x−

∫
(lnx)′ · xdx

= x ln(x)−
∫

1dx = x ln(x)− x+ C.
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Ogólniej, je±li a 6= −1, to∫
xa ln(x)dx =

1

a+ 1

∫
ln(x) · (xa+1)′dx =

xa+1 ln(x)

a+ 1
− 1

a+ 1

∫
(lnx)′ · xa+1dx

=
xa+1 ln(x)

a+ 1
− 1

a+ 1

∫
xadx =

xa+1 ln(x)

a+ 1
− xa+1

(a+ 1)2
+ C.

Przykªad. Na mocy wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci,∫
x2exdx =

∫
x2(ex)′dx = x2ex −

∫
(x2)′exdx = x2ex − 2

∫
x(ex)′dx

= x2ex − 2xex + 2

∫
(x′)exdx = x2ex − 2xex + 2ex + C.

Wniosek 9.8. Je±li funkcja f jest caªkowalna na I,∫
f(x)dx = F (x) + C

oraz a ∈ R, to∫
f(x+ a)dx = F (x+ a) + C (na zbiorze {x ∈ R : x+ a ∈ I}),∫
f(ax)dx =

F (ax)

a
+ C gdy a 6= 0 (na zbiorze {x ∈ R : ax ∈ I}),∫

f ′(x)

f(x)
= ln |F (x)|+ C (na zbiorze {x ∈ I : F (x) 6= 0}).

Dowód. Mo»na sprawdzi¢ wynik bezpo±rednim rachunkiem lub wykorzysta¢ podstawienie
y = x+ a, dy = dx w pierwszym przypadku, y = ax, dy = adx w drugim oraz y = f(x),
dy = f ′(x)dx w trzecim. �

Przykªad. Podamy dwa sposoby obliczenia caªki z (sin(x))2. Pierwszy: ze wzorów trygo-
nometrycznych otrzymujemy∫

(sin(x))2dx =

∫
1− cos(2x)

2
dx =

∫
1

2
dx−

∫
cos(2x)

2
dx =

x

2
− sin(2x)

4
+ C.

Drugi: na mocy wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci zachodzi∫
(sin(x))2dx = −

∫
sin(x)(cos(x))′dx

= − sin(x) cos(x) +

∫
(sin(x))′ cos(x)dx

= − sin(x) cos(x) +

∫
(cos(x))2dx

= − sin(x) cos(x) +

∫
(1− (sin(x))2)dx

= − sin(x) cos(x) +

∫
1dx−

∫
(sin(x))2dx

= − sin(x) cos(x) + x−
∫

(sin(x))2dx,
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sk¡d

2

∫
(sin(x))2dx = − sin(x) cos(x) + x+ C,

czyli ∫
(sin(x))2dx =

x

2
− sin(x) cos(x)

2
+ C.

Przykªad. Podamy dwa sposoby obliczenia caªki z sin(3x) sin(7x). Pierwszy: ze wzorów
trygonometrycznych otrzymujemy∫

sin(3x) sin(7x)dx =

∫
cos(4x)− cos(10x)

2
dx

=
1

2

∫
cos(4x)dx− 1

2

∫
cos(10x)dx =

sin(4x)

8
− sin(10x)

20
+ C.

Drugi: na mocy wzoru na caªkowanie przez cz¦±ci zachodzi∫
sin(3x) sin(7x)dx

= −1

7

∫
sin(3x)(cos(7x))′dx

= −1

7
sin(3x) cos(7x) +

1

7

∫
(sin(3x))′ cos(7x)dx

= −1

7
sin(3x) cos(7x) +

3

7

∫
cos(3x) cos(7x)dx

= −1

7
sin(3x) cos(7x) +

3

49

∫
cos(3x)(sin(7x))′dx

= −1

7
sin(3x) cos(7x) +

3

49
cos(3x) sin(7x)− 3

49

∫
(cos(3x))′ sin(7x)dx

= −1

7
sin(3x) cos(7x) +

3

49
cos(3x) sin(7x) +

9

49

∫
sin(3x) sin(7x)dx,

sk¡d

40

49

∫
sin(3x) sin(7x)dx = −1

7
sin(3x) cos(7x) +

3

49
cos(3x) sin(7x),

czyli ∫
sin(3x) sin(7x)dx = − 7

40
sin(3x) cos(7x) +

3

40
cos(3x) sin(7x) + C.

9.3. Caªkowanie funkcji wymiernych. Funkcja wymierna to iloraz dwóch wielomia-
nów. Caªkowanie takich funkcji skªada si¦ z czterech kroków:

(1) Dzielenie z reszt¡ licznika przez mianownik. Caªkowanie ilorazu (który jest wielo-
mianem) nie przedstawia trudno±ci, pozostaje caªka z funkcji wymiernej, w której
stopie« licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.

(2) Rozkªad mianownika na czynniki nierozkªadalne. Na mocy zasadniczego twier-
dzenia algebry s¡ to b¡d¹ czynniki liniowe, b¡d¹ kwadratowe o ujemnym wyró»-
niku (a w przypadku funkcji o wspóªczynnikach zespolonych � wyª¡cznie czyn-
niki liniowe). Cho¢ taki rozkªad zawsze istnieje, wyznaczenie go w sposób jawny
jest cz¦sto niemo»liwe. �ci±lej: twierdzenie Abela orzeka, »e istniej¡ wielomiany
(dowolnego stopnia n > 5), których pierwiastki nie mog¡ zosta¢ wyra»one przy
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pomocy wzorów z pierwiastkami. Na kursie algebry liniowej podano sposób roz-
kªadania wielomianów stopnia 2 (podobne wzory istniej¡ dla wielomianów stopnia
3 i 4), a tak»e znajdowania pierwiastków wymiernych w przypadku wielomianów o
wspóªczynnikach caªkowitych. Najogólniejszych narz¦dzi do znajdowania wzorów
na pierwiastki danego wielomianu dostarcza teoria Galoisa, do±¢ skomplikowana,
ale pi¦kna dziedzina algebry abstrakcyjnej.

(3) Rozkªad funkcji wymiernej na uªamki proste, uzyskany przez rozwi¡znie odpo-
wiedniego ukªadu równa« lub przez obliczenie warto±ci odpowiednich funkcji w
odpowiednich punktach. Metoda zostaªa szczegóªowo omówiona na kursie algebry
liniowej.

(4) Caªkowanie uªamków prostych. Ten temat jest szczegóªowo omówiony poni»ej.

Caªkowanie uªamków prostych pierwszego rodzaju jest caªkiem proste:

∫
p

x− a
dx = p ln |x− a|+ C

oraz dla n > 2:

∫
p

(x− a)n
dx = − p

n− 1

1

(x− a)n−1
+ C.

Z uªamkami prostymi drugiego rodzaju jest nieco wi¦cej kªopotu. Podstawiaj¡c y = x+ a
2
,

dy = dx, otrzymujemy

∫
px+ q

x2 + ax+ b
dx =

∫
py + (q − pa/2)

y2 + (4b− a2)/4
dy

=
p

2

∫
2y

y2 + (4b− a2)/4
dy + (q − pa/2)

∫
1

y2 + (4b− a2)/4
dy

=
p

2
ln(y2 + (4b− a2)/4) +

q − pa/2√
4b− a2/2

arctg

(
y√

4b− a2/2

)
+ C

. =
p

2
ln(x2 + ax+ b) +

2q − pa√
4b− a2

arctg

(
2x+ a√
4b− a2

)
+ C

(bowiem pierwsza caªka jest postaci
∫
f ′(y)/f(y)dy dla f(y) = y2 +(4b−a2)/4, za± druga

zostaªa wyznaczona w jednym z poprzednich przykªadów). Analogicznie caªk¦

∫
px+ q

(x2 + ax+ b)n
dx

dla n > 2 sprowadza si¦ do caªek

∫
2y

(y2 + A2)n
dy = − 1

n− 1

1

(y2 + A2)n−1
oraz

∫
1

(y2 + A2)n
dy,
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przy czym drug¡ z nich oblicza si¦ rekurencyjnie: caªkuj¡c przez cz¦±ci, otrzymujemy∫
1

(y2 + A2)n−1
dy =

∫
1

(y2 + A2)n−1
(y′)dy

=
y

(y2 + A2)n−1
+

∫
2(n− 1)y

(y2 + A2)n
ydy

=
y

(y2 + A2)n−1
+ 2(n− 1)

∫
y2

(y2 + A2)n
dy

=
y

(y2 + A2)n−1
+ 2(n− 1)

∫
1

(y2 + A2)n−1
dy

− 2(n− 1)A2

∫
1

(y2 + A2)n
dy,

co pozwala wyznaczy¢ caªk¦ z wykªadnikiem n przy pomocy caªki z wykªadnikiem n− 1.

Przykªad. Obliczamy:∫
x4

x3 + x2 + x+ 1
dx =

∫ (
x− 1 +

1

x3 + x2 + x+ 1

)
dx

=
x2

2
− x+

∫
1

x3 + x2 + x+ 1
dx

=
x2

2
− x+

∫
1

(x+ 1)(x2 + 1)
dx.

Rozkªad na uªamki proste prowadzi do∫
x4

x3 + x2 + x+ 1
dx =

x2

2
− x+

1

2

∫ (
1

x+ 1
+

1− x
x2 + 1

)
dx

=
x2

2
− x+

1

2

(
ln(|x+ 1|) + arctg(x)− 1

2
ln(x2 + 1)

)
+ C.

9.4. Sprowadzanie niektórych caªek do caªek z funkcji wymiernych. Caªki z wy-
ra»e« postaci R(sin(x), cos(x)), gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmiennych, spro-
wadza si¦ do caªek z funkcji wymiernej przy pomocy jednego z podstawie«:

(1) y = sin(x), dy = cos(x)dx: w przypadku, gdy R(u,−v) = −R(u, v);
(2) y = cos(x), dy = − sin(x)dx: w przypadku, gdy R(−u, v) = −R(u, v);

(3) y = tg(x), dy =
1

(cos(x))2
dx: w przypadku, gdy R(−u,−v) = R(u, v);

(4) y = tg(x/2): w ogólnym przypadku.

Pierwsze dwa podstawienia s¡ raczej proste, trzeba tylko pami¦te¢, »e

(cos(x))2 = 1− (sin(x))2 = 1− y2

w pierwszym z nich oraz

(sin(x))2 = 1− (cos(x))2 = 1− y2

w drugim. Przy podstawieniu y = tg(x) stosuje si¦ wzory:

(cos(x))2 =
1

1 + (tg(x))2
=

1

1 + y2
, (sin(x))2 = (tg(x))2(cos(x))2 =

y2

1 + y2
,
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a tak»e wynikaj¡cy ze zwi¡zku x = arctg(y) wzór

dx =
1

1 + y2
dy

(o którym wi¦cej za chwil¦). Przy podstawieniu ogólnym y = tg(x/2) stosuje si¦ wzory:

sin(x) =
2 tg(x/2)

1 + (tg(x/2))2
=

2y

1 + y2
,

cos(x) =
1− (tg(x/2))2

1 + (tg(x/2))2
=

1− y2

1 + y2
,

a tak»e wynikaj¡cy ze zwi¡zku x = 2 arctg(y) wzór

dx =
2

1 + y2
dy.

W ostatnich dwóch podstawieniach nale»y by¢ ostro»nym: punkty, w których tangens
jest nieokre±lony, mog¡ nale»e¢ do dziedziny caªkowanej funkcji. W tym przypadku wzór
ogólny mo»na uzyska¢, zast¦puj¡c wyra»enia postaci arctg(tg(x)) przez x i wykonuj¡c po-
dobne przeksztaªcenia bardziej skomplikowanych skªadników; szczegóªowe sformuªowanie
i dowód tego faktu s¡ jednak do±¢ pracochªonne i dlatego je pomijamy.
W tych samych dwóch podstawieniach wzór dy = g′(x)dx zapisano w inny sposób:

dx = (g−1)′(y)dy. Innymi sªowy zastosowano wzór na caªkowanie przez podstawienie w
przeciwnym kierunku aby obliczy¢ caªk¦

∫
f(x)dx oblicza si¦ wpierw∫

f(g−1(y))(g−1)′(y)dy = G(y) + C

i zapisuje si¦ ∫
f(x)dx = G(g(x)) + C.

Aby to rozumowanie byªo poprawne, funkcja g musi by¢ odwracalna. W przypadku
podstawie« y = tg(x) i y = tg(x/2) tak jest tylko wtedy, gdy ograniczymy zakres x
odpowiednio do (−π

2
, π

2
) oraz (−π, π). Znów wzór ogólny otrzymamy, zast¦puj¡c m.in.

wyra»nia postaci arctg(tg(x)) przez x; ponownie pomijamy szczegóªowe sformuªowanie i
uzasadnienie tego faktu.
Przy caªkowaniu przez podstawienie mo»na zastosowa¢ jeszcze ogólniejsze przeksztaª-

cenie: mo»na wzór na podstawienie y = g(x) przeksztaªci¢ do postaci

g1(x) = g2(y)

i zastosowa¢ wzór

g′1(x)dx = g′2(y)dy.

Nale»y w tym wypadku pami¦ta¢, aby funkcja g1 byªa odwracalna.

Przykªad. Caªk¦
∫

tg(x)dx mo»na obliczy¢, wykorzystuj¡c dowolne z czterech omówio-

nych wy»ej podstawie«. W tym przypadku tg(x) =
sin(x)

cos(x)
= R(sin(x), cos(x)), gdzie

R(u, v) =
u

v
.
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(1) Skoro R(u,−v) =
u

−v
= −u

v
= −R(u, v), mo»na stosowa¢ podstawienie y =

sin(x). Otrzymujemy:∫
sin(x)

cos(x)
dx =

∫
sin(x)

(cos(x))2
cos(x)dx =

∫
y

1− y2
dy.

Ostatni¡ caªk¦ obliczamy przez rozkªad na uªamki proste:∫
y

1− y2
dy = −1

2

∫
1

y + 1
dy − 1

2

∫
1

y − 1
dy

= −1

2
ln(|y + 1|)− 1

2
ln(|y − 1|) + C = −1

2
ln(|y2 − 1|) + C.

St¡d ∫
sin(x)

cos(x)
dx = −1

2
ln(|(sin(x))2 − 1|) + C

= −1

2
ln((cos(x))2) + C = − ln(|cos(x)|) + C.

(2) Skoro R(−u, v) =
−u
v

= −u
v

= −R(u, v), mo»na stosowa¢ podstawienie y =

cos(x). Otrzymujemy:∫
sin(x)

cos(x)
dx =

∫
−1

cos(x)
(− sin(x))dx =

∫
−1

y
dy

= − ln(|y|) + C = − ln(|cos(x)|) + C.

Jest to najprostszy sposób obliczenia rozwa»anej caªki.

(3) Skoro R(−u,−v) =
−u
−v

=
u

v
= R(u, v), mo»na stosowa¢ podstawienie y = tg(x).

Otrzymujemy:∫
sin(x)

cos(x)
dx =

∫ y√
1+y2

1√
1+y2

1

1 + y2
dy =

∫
y

1 + y2
dy

=
1

2
ln(1 + y2) + C =

1

2
ln

(
1

(cos(x))2

)
+ C

= − ln(|cos(x)|) + C.

(4) Podstawiaj¡c y = tg(x/2), otrzymujemy:∫
sin(x)

cos(x)
dx =

∫ 2y
1+y2

1−y2
1+y2

2

1 + y2
dy =

∫
4y

1− y4
dy.

Caªk¦ t¦ najªatwiej policzy¢, podstawiaj¡c y2 = z, 2ydy = dz:∫
sin(x)

cos(x)
dx =

∫
2

1− z2
dz =

∫ (
1

z + 1
− 1

z − 1

)
dz

= ln(|z + 1|)− ln(|z − 1|) + C = − ln

(∣∣∣∣1− z1 + z

∣∣∣∣)+ C

= − ln

(∣∣∣∣1− y2

1 + y2

∣∣∣∣)+ C = − ln(|cos(x)|) + C.
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Przykªad. Rozwa»my caªk¦
∫

sin(x)

3 + cos(x)− sin(x)
dx, odpowiadaj¡c¡ funkcji R(u, v) =

u/(3 + v − u). �atwo sprawdzi¢, »e jedynym mo»liwym podstawieniem jest to ogólne.
Otrzymujemy

∫
sin(x)

3 + cos(x)− sin(x)
dx =

∫ 2y
1+y2

3 + 1−y2
1+y2
− 2y

1+y2

2

1 + y2
dy

=

∫
4y

(3(1 + y2) + (1− y2)− 2y)(1 + y2)
dy

=

∫
2y

(2− y + y2)(1 + y2)
dy

=

∫ (
ay + b

1 + y2
+

cy + d

2− y + y2

)
dy

dla pewnych staªych a, b, c, d. (Nietrudno wyliczy¢: a = 1, b = −1, c = −1, d = 2). St¡d∫
sin(x)

3 + cos(x)− sin(x)
dx =

a

2
ln(1 + y2) + b arctg(y) +

c

2
ln(2− y + y2)

+
(
d+

c

2

) 1
√

7
2

arctg

(
y − 1

2√
7

2

)
+ C

= −a ln
(∣∣∣cos

(x
2

)∣∣∣)+
bx

2
+
c

2
ln

(
2− tg

(x
2

)
+
(

tg
(x

2

))2
)

+
2d+ c√

7
arctg

(
2 tg(x

2
)− 1
√

7

)
+ C.

Zauwa»my, »e powy»szy wzór jest prawidªowy na dowolnym przedziale (2kπ − π, 2kπ +
π), ale aby uzyska¢ wzór wªa±ciwy na caªym R, potrzebne s¡ dalsze przeksztaªcenia, w
których istotn¡ rol¦ odgrywa równo±¢ a+ c = 0.

Niektóre inne caªki równie» mo»na sprowadzi¢ do caªek z funkcji wymiernych lub caªek
z wyra»e« postaci R(sin(x), cos(x)), gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡. W poni»szej li±cie R
jest zawsze funkcj¡ wymiern¡ (jednej lub dwóch zmiennych).

(1) Caªki postaci
∫
R(ex)dx sprowadza si¦ do caªek z funkcji wymiernych przy po-

mocy podstawienia ex = y, x = ln(y), dx =
1

y
dy.

(2) Caªki postaci
∫
R(x,

√
ax+ b)dx sprowadza si¦ do caªek z funkcji wymiernych

przy pomocy podstawienia
√
ax+ b = y, x = (y2 − b)/a, dx = (2y/a)dy.

(3) Caªki postaci
∫
R(x,

√
1− x2)dx oblicza si¦ przy pomocy podstawienia x =

sin(y), dx = cos(y)dy,
√

1− x2 = cos(y) (gdzie y ∈ [−π
2
, π

2
]) do omawianych

caªek z wyra»e« wymiernych od sin(y) i cos(y).

(4) Analogicznie caªki postaci
∫
R(x,

√
1 + x2)dx oblicza si¦ przy pomocy podsta-

wienia x = tg(y), dx = (cos(y))−2dy,
√

1 + x2 = (cos(y))−2 (gdzie y ∈ (−π
2
, π

2
)).
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(5) Analogicznie caªki postaci
∫
R(x,

√
x2 − 1)dx oblicza si¦ przy pomocy podsta-

wienia x = (cos(y))−1, dx = sin(y)(cos(y))−2dy,
√
x2 − 1 = tg(y) (gdzie x > 0,

y ∈ (0, π
2
)) lub

√
x2 − 1 = − tg(y) (gdzie x < 0, y ∈ (π

2
, π)).

(6) Caªki postaci
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dxmo»na sprowadzi¢ przez podstawienie y =

px+ q do jednej z powy»szych trzech caªek.

(7) Alternatywne podstawienia to x = tanh(y) dla caªek postaci
∫
R(x,

√
1− x2)dx,

x = sinh(y) dla caªek postaci
∫
R(x,

√
1 + x2)dx oraz x = cosh(y) dla caªek

postaci
∫
R(x,

√
1 + x2)dx� pozwalaj¡ one otrzyma¢ caªki z funkcji wymiernych

od ey.
(8) Poª¡czenie podstawie« opisanych w poprzednim punkcie z podstawieniam ey = z

prowadzi do tzw. podstawie« Eulera.
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10. Caªka oznaczona

10.1. De�nicja i interpretacje. Caªka oznaczona zde�niowana jest niezwykle prosto.

Definicja 10.1. Je±li F jest funkcj¡ ci¡gª¡ na [a, b] oraz funkcj¡ pierwotn¡ funkcji
f na przedziale (a, b), to wielko±¢ F (b)− F (a) nazywamy caªk¡ oznaczon¡ funkcji f
na przedziale (a, b) i piszemy

F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x)dx.

Przy obliczaniu caªek oznaczonych zwykle wpierw wyznacza si¦ caªk¦ nieoznaczon¡.
Dla uproszczenia stosuje si¦ zapis

F (x)
∣∣x=b

x=a
= F (b)− F (a).

Zauwa»my, »e warto±¢ ró»nicy F (b)−F (a) nie zale»y od wyboru staªej caªkowania: (F (b)+
C)− (F (a) +C) = F (b)−F (a). Z tego powodu zwykle pomija si¦ staª¡ caªkowania, gdy
ostatecznie obliczana jest caªka oznaczona.
Stosowany jest te» ogólniejszy zapis

F (x)
∣∣x=b

x=a
= lim

x→b−
F (x)− lim

x→a+
F (x),

wygodny, gdy a lub b s¡ spoza dziedziny funkcji F , ale F ma odpowiednie jednostronne
granice. Pozwala to zapisa¢ ogólniej: je±li F jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f na przedziale
(a, b), to ∫ b

a

f(x)dx = F (x)
∣∣x=b

x=a
.

Przykªad. Zachodzi: ∫ 1

0

x2dx =
x3

3

∣∣∣∣x=1

x=0

=
13

3
− 03

3
=

1

3
.

Mimo prostoty de�nicji, caªka oznaczona ma mnóstwo zastosowa«:

• Je±li v(t) opisuje pr¦dko±¢ chwilow¡, to∫ t2

t1

v(t)dt

to caªkowite przesuni¦cie mi¦dzy chwil¡ t1 a t2.
• Przy odpowiednich zaªo»eniach (wystarcza ci¡gªo±¢ funkcji y1 i y2 na przedziale

[a, b]) wzór ∫ b

a

(y2(x)− y1(x))dx

opisuje pole �gury (nazywanej trapezem krzywoliniowym)

{(x, y) : a 6 x 6 b, y1(x) 6 y 6 y2(x)};

zakªadamy tu, »e y1(x) 6 y2(x) dla wszystkich x ∈ [a, b]. Do tego zagadnienia
wrócimy w kolejnym semestrze.
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• Analogicznie wzór ∫ b

a

√
1 + (y′(x))2dx

opisuje dªugo±¢ krzywej danej przez wykres ró»niczkowalnej funkcji y. Do tego
zagadnienia równie» wrócimy w kolejnym semestrze.
• Podobnie mo»na obliczy¢ obj¦to±¢ i pole powierzchni bocznej bryªy obrotowej

{(x, y, z) : a 6 x 6 b,
√
y2 + z2 6 r(x)};

s¡ to odpowiednio∫ b

a

π(r(x))2dx oraz
∫ b

a

2πr(x)
√

1 + (r′(x))2dx.

• Obj¦to±¢ i pole powierzchni bocznej bryªy obrotowej

{(x, y, z) :
√
x2 + y2 6 R, z1(

√
x2 + y2) 6 z 6 z2(

√
x2 + y2)}

s¡ z kolei dane wzorami∫ R

0

2πr(z2(r)− z1(r))dr oraz
∫ R

0

2πr
√

1 + (z′(r))2dr.

Przypomnijmy, »e
∫ 1

0
x2dx = 1

3
. W szczególno±ci wi¦c pole obszaru ograniczonego

parabol¡ o równaniu y = x2 oraz prostymi x = 1 i y = 0 wynosi 1
3
; fakt ten zostaª po raz

pierwszy udowodniony przez Archimedesa.

10.2. Podstawowe wªasno±ci. Z wªasno±ci caªek nieoznaczonych wynikaj¡ natychmiast
odpowiednie wªasno±ci caªek oznaczonych.

Twierdzenie 10.2. Je±li funkcje f i g s¡ maj¡ caªk¦ oznaczon¡ na przedziale (a, b)
oraz c ∈ R, to∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx,

∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx. �

Bardzo prosty jest dowód kolejnej wªasno±ci.

Twierdzenie 10.3. Je±li a < b < c oraz funkcja f ma caªk¦ oznaczon¡ na przedziale
(a, c), to ma te» caªki oznaczone na przedziaªach (a, b) oraz (b, c) i ponadto∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e F (c)− F (a) = (F (b)− F (a)) + (F (c)− F (b)). �

Powy»sze twierdzenie sugeruje nast¦puj¡ce oznaczenie, które upraszcza wiele zapisów:
je±li a < b, to przyjmujemy∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx oraz
∫ a

a

f(x)dx = 0.

Co ciekawe, istnienie caªek oznaczonych na (a, b) i (b, c) nie oznacza istnienia caªki
oznaczonej na (a, c). Przykªadem jest funkcja sign(x), która ma caªki oznaczone na
przedziaªach (−1, 0) oraz (0, 1), ale nie na przedziale (−1, 1).



91

Wzory na caªkowanie przez podstawienie i przez cz¦±ci maj¡ swoje warianty dla caªek
oznaczonych.

Twierdzenie 10.4 (wzór na caªkowanie przez cz¦±ci). Je±li funkcje f i g s¡ ró»nicz-
kowalne na przedziale (a, b) i ci¡gªe na przedziale [a, b], to∫ b

a

f(x)g′(x)dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx

(w szczególno±ci wi¦c funkcja dana wzorem f(x)g′(x) ma caªk¦ oznaczon¡ na prze-
dziale (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy ma j¡ funkcja f ′(x)g(x)). �

Twierdzenie 10.5 (wzór na caªkowanie przez podstawienie). Je±li f jest caªkowalna
na (A,B), za± funkcja g jest ci¡gªa na [a, b], ró»niczkowalna na (a, b) i w przedziale
(a, b) przyjmuje warto±ci w (A,B), to∫ b

a

f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)

f(y)dy

(w szczególno±ci wi¦c funkcja dana wzorem f(g(x))g′(x) ma caªk¦ oznaczon¡ na (a, b),
je±li g(a), g(b) ∈ (A,B); gdy g(a) lub g(b) nale»¡ do {A,B}, wystarczy zaªo»y¢, »e f
ma caªk¦ oznaczon¡ na (A,B)). �

Przykªad. Podstawiaj¡c y = 1 + 4x, dy = 4dx, otrzymujemy∫ 2

0

√
1 + 4x dx =

1

4

∫ 2

0

√
1 + 4x (1 + 4x)′dx =

1

4

∫ 9

1

√
y dy

=
1

4
· y

3/2

3/2

∣∣∣∣y=9

y=1

=
1

4
· 93/2 − 13/2

3/2
=

27− 1

6
=

13

3
.

Przykªad. Zachodzi∫ π

0

x sin(x)dx =

∫ π

0

x(− cos(x))′dx

= −x cos(x)
∣∣x=π

x=0
−
∫ π

0

(x)′(− cos(x))dx

= −π cos(π) + 0 cos(0) +

∫ π

0

cos(x)dx

= π + sin(x)
∣∣x=π

x=0
= π + sin(π)− sin(0) = π.

Zwró¢my uwag¦ na ró»nic¦ mi¦dzy π + sin(x)
∣∣x=π

x=0
= π oraz (π + sin(x))

∣∣x=π

x=0
= 0.

10.3. Wzór Taylora. Znamy ju» wzór Taylora z reszt¡ w postaci Peana. Dysponu-
j¡c poj¦ciem caªki, ªatwiej udowodni¢ wzór Taylora z resztami w postaci Lagrange'a i
Cauchy'ego. Zacznijmy od najogólniejszego wyniku: wzoru Taylora z reszt¡ w postaci
caªkowej.

Twierdzenie 10.6 (wzór Taylora z reszt¡ w postaci caªkowej). Przypu±¢my, »e funk-
cja f jest (n+1)-krotnie ró»niczkowalna w przedziale (x0, x) lub (x, x0), a jej pochodne
rz¦du co najwy»ej n maj¡ odpowiednie jednostronne granice w punktach x0 oraz x,
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oznaczane dla uproszczenia symbolem f (k)(x0) i f (k)(x). Niech

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +Rn(x).

Wówczas

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(s)(x− s)nds.

Dowód. Wzoru dowodzi si¦ indukcyjnie: dla n = 0 jest to po prostu de�nicja caªki ozna-
czonej,

R0(x) = f(x)− f(x0) =

∫ x

x0

f ′(s)ds.

Je±li wzór jest ju» udowodniony dla pewnego n, to caªkuj¡c przez cz¦±ci, otrzymujemy

1

(n+ 1)!

∫ x

x0

f (n+2)(s)(x− s)n+1ds

=

∫ x

x0

(f (n+1)(s))′(x− s)n+1ds

=
f (n+1)(s)(x− s)n+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣s=x
s=x0

− 1

(n+ 1)!

∫ x

x0

f (n+1)(s)((x− s)n+1)′ds

= 0− f (n+1)(x0)(x− x0)n+1

(n+ 1)!
+

1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(s)(x− s)nds

= Rn(x)− f (n+1)(x0)(x− x0)n+1

(n+ 1)!
= Rn+1(x).

Napisane wy»ej caªki istniej¡ na mocy zaªo»e« twierdzenia i wzoru na caªkowanie przez
cz¦±ci. �

Do uzyskania pozostaªych postaci reszty potrzebny nam b¦dzie wariant twierdzenia
Cauchy'ego o warto±ci ±redniej.

Twierdzenie 10.7 (pierwsze twierdzenie o warto±ci ±redniej dla caªki oznaczonej).
Je±li funkcja f ma caªk¦ oznaczon¡ na przedziale (a, b), to dla pewnego c ∈ (a, b)
zachodzi ∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(c).

Dowód. Je±li F jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f , to wystarczy zastosowa¢ twierdzenie
Lagrange'a dla funkcji F . �

Wniosek 10.8. Je±li funkcja f ma caªk¦ oznaczon¡ na przedziale (a, b) i przyjmuje
warto±ci nieujemne, to ∫ b

a

f(x)dx > 0.
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Je±li f przyjmuje warto±ci dodatnie, to caªka z f jest ±ci±le wi¦ksza od zera. Je±li
funkcje f i g maj¡ caªki oznaczone na przedziale (a, b) oraz f(x) 6 g(x) dla x ∈ (a, b),
to ∫ b

a

f(x)dx 6
∫ b

a

g(x)dx.

Ponownie je±li f(x) < g(x) dla x ∈ (a, b), to zachodzi powy»szy wzór ze ±cisª¡ nie-
równo±ci¡.

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ wynika wprost z twierdzenia o warto±ci ±redniej. Druga jest kon-
sekwencj¡ pierwszej zastosowanej do funkcji g(x)− f(x). �

Twierdzenie 10.9 (wzór Taylora z reszt¡ w postaci Cauchy'ego i Lagrange'a). Przy
zaªo»eniach twierdzenia o wzorze Taylora z reszt¡ w postaci caªkowej zachodzi

Rn(x) =
f (n+1)(c)(x− c)n(x− x0)

n!

dla pewnego c z przedziaªu (x0, x) lub (x, x0) (jest to tzw. posta¢ Cauchy'ego reszty).
Podobnie

Rn(x) =
f (n+1)(c)(x− x0)n+1

(n+ 1)!

dla pewnego c z przedziaªu (x0, x) lub (x, x0) (jest to tzw. posta¢ Lagrange'a reszty).

Dowód. Pierwszy wzór uzyskujemy wprost z pierwszego twierdzenia o warto±ci ±redniej
dla caªki oznaczonej. Aby uzyska¢ drugi, podstawiamy wpierw t = (x − s)n+1, −(n +
1)(x− s)nds = dt, s = x− t1/(n+1):

Rn(x) =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(s)(x− s)nds

= − 1

(n+ 1)!

∫ x

x0

f (n+1)(s)((x− s)n+1)′ds

= − 1

(n+ 1)!

∫ 0

(x−x0)n+1

f (n+1)(x− t1/(n+1))dt

=
1

(n+ 1)!

∫ (x−x0)n+1

0

f (n+1)(x− t1/(n+1))dt

i dopiero wtedy korzystamy z pierwszego twierdzenia o warto±ci ±redniej dla caªki ozna-
czonej. �

Podkre±lmy, »e punkt po±redni c w obu reprezentacjach jest zwykle inny.

Przykªad. Kolejne pochodne funkcji cos(x) s¡ cyklicznie równe: cos(x), − sin(x), − cos(x),
sin(x); ich warto±ci w zerze to cyklicznie: 1, 0,−1, 0. Wobec tego je±li n = 2k lub
n = 2k + 1, to wzór Taylora przyjmuje posta¢

cos(x) = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .+

(−1)kx2k

(2k)!
+Rn(x),
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przy czym je±li n = 2k, to

Rn(x) =
1

(2k)!

∫ x

0

(−1)k+1 sin(s)(x− s)2kds

=
(−1)k+1 sin(c)x2k+1

(2k + 1)!

dla pewnego c, za± je±li n = 2k + 1, to

Rn(x) =
1

(2k + 1)!

∫ x

0

(−1)k+1 cos(s)(x− s)2k+1ds

=
(−1)k+1 cos(c)x2k+2

(2k + 2)!

dla pewnego c (wykorzystali±my tu postacie caªkow¡ i posta¢ Lagrange'a). W obu przy-
padkach zachodzi |Rn(x)| 6 |x|n+1/(n + 1)!, zatem (Rn(x)) d¡»y do zera gdy n → ∞.
Ostatecznie

cos(x) = lim
k→∞

(
1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . .+

(−1)kx2k

(2k)!

)
=
∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
.

Zupeªnie analogicznie dowodzi si¦, »e

sin(x) = lim
k→∞

(
x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .+

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!

)
=
∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
.

Jak wspomniano wcze±niej, wzory te mogªy w istocie sªu»y¢ za de�nicje funkcji trygono-
metrycznych.

10.4. Przykªady zastosowa« caªek oznaczonych. Przede wszystkim mo»emy obli-
czy¢ obwód i pole koªa.

Przykªad. Pole jednostkowego koªa wynosi

A =

∫ 1

−1

(
√

1− x2 − (−
√

1− x2))dx = 2

∫ 1

−1

√
1− x2dx.

Stosuj¡c podstawienie x = sin(y), dx = cos(y)dy (a wªa±ciwie y = arcsin(x)), otrzymu-
jemy

A = 2

∫ π/2

−π/2

√
1− (sin(y))2 cos(y)dy = 2

∫ π/2

−π/2
(cos(y))2dy.

Dalej ju» ªatwo:

A =

∫ π/2

−π/2
(1 + cos(2y))dy = y +

sin(2y)

2

∣∣∣∣y=π/2

y=−π/2
=

(
π

2
+

0

2

)
−
(
−π

2
+

0

2

)
= π.

Przykªad. Obwód jednostkowego koªa to z kolei

L = 2

∫ 1

−1

√
1 + ((

√
1− x2)′)2dx = 2

∫ 1

−1

√
1 +

x2

1− x2
dx = 2

∫ 1

−1

1√
1− x2

dx

= 2 arcsin(x)
∣∣x=1

x=−1
= 2 arcsin(1)− 2 arcsin(−1) = π − (−π) = 2π.
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Powy»sze przykªady staj¡ si¦ ciekawsze, gdy do analizy stosujemy czysto formalne
podej±cie. Wtedy funkcje sin(x) i cos(x) s¡ zde�niowane przy pomocy szeregów. Z
tych de�nicji wywodzi si¦ znanych wªasno±ci funkcji trygonometrycznych, z których m.in.
wynika, »e istnieje liczba p > 0 taka, »e sin(x) > 0 dla x ∈ (0, p) oraz sin(p) = 0,
cos(p) = 1. Wówczas powy»sze przykªady (wraz z twierdzeniami o caªce Riemanna, które
udowodnimy w przyszªym semestrze) pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e pole obszaru {(x, y) ∈ R2 :
x2 + y2 6 1} wynosi 2p, za± dªugo±¢ krzywej {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} to 4p.

Przykªad. Zachodzi∫ 1

0

ln(x)dx = (x ln(x)− x)
∣∣x=1

x=0
= (1 ln(1)− 1)− lim

x→0+
(x ln(x)− x) = −1− 0 = −1.

Oznacza to, »e � w pewnym sensie � pole nieograniczonego obszaru {(x, y) ∈ R2 : 0 6
x 6 1, x = 0 lub ln(x) 6 y 6 0} jest sko«czone i wynosi 1.

Przykªad. Obliczymy

an =

∫ π

0

(sin(x))ndx.

Oczywi±cie a0 = π oraz

a1 =

∫ π

0

sin(x)dx = cos(x)
∣∣x=π

x=0
= 1− (−1) = 2.

Ponadto

an+2 =

∫ π

0

(sin(x))n(1− (cos(x))2)dx

=

∫ π

0

(sin(x))ndx−
∫ π

0

(sin(x))n(cos(x))2dx

= an −
1

n+ 1

∫ π

0

((sin(x))n+1)′ cos(x)dx

= an −
1

n+ 1
(sin(x))n+1 cos(x)

∣∣∣∣x=π

x=0

+
1

n+ 1

∫ π

0

(sin(x))n+1(cos(x))′dx

= an − (0− 0)− 1

n+ 1

∫ π

0

(sin(x))n+2dx = an −
an+2

n+ 1
.

Oznacza to, »e

an+2 =
n+ 1

n+ 2
an.

Na mocy zasady indukcji matematycznej otrzymujemy zatem

a2k = π · 1

2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2k − 1

2k
= π · (2k − 1)!!

(2k)!!
,

a2k+1 = 2 · 2

3
· 4

5
· 6

7
· . . . · 2k

2k + 1
= 2 · (2k)!!

(2k + 1)!!
;

tu dwusilnia liczby n, oznaczana n!!, jest zde�niowana wzorami 0!! = 1!! = 1, n!! =
n · (n− 2)!! dla n > 2.
Zauwa»my, »e (sin(x))n+1 < (sin(x))n dla x ∈ (0, π), zatem an+1 < an. W takim razie

a2k+1/2

a2k/π
<
π

2
<
a2k−1/2

a2k/π
.
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Oznacza to, »e
2
3
· 4

5
· 6

7
· . . . · 2k

2k+1
1
2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2k−1

2k

<
π

2
<
·2
3
· 4

5
· 6

7
· . . . · 2k−2

2k−1
1
2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2k−1

2k

.

Po uproszczeniu otrzymujemy

2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6 · . . . · (2k − 2) · (2k − 2) · (2k ) · (2k )

1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 · . . . · (2k − 3) · (2k − 1) · (2k − 1) · (2k + 1)
< π

<
2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6 · . . . · (2k − 2) · (2k − 2) · (2k )

1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 · . . . · (2k − 3) · (2k − 1) · (2k − 1)
.

Przy pomocy dwusilni powy»sze oszacowanie mo»emy zapisa¢ krócej w postaci

((2k)!!)2

(2k + 1)!!(2k − 1)!!
<
π

2
<

(2k)!!(2k − 2)!!

((2k − 1)!!)2
.

Oznaczmy lew¡ stron¦ powy»szych nierówno±ci przez pk. Wtedy prawa strona tych nie-
równo±ci ma warto±¢ 2k+1

2k
pk. Wobec tego 2k

2k+1
π
2
< pk <

π
2
. Na mocy twierdzenia o trzech

ci¡gach, ci¡g (pk) jest zbie»ny do π
2
, tzn. zachodzi wzór Wallisa:

π

2
= lim

k→∞

2 · 2 · 4 · 4 · 6 · 6 · . . . · (2k − 2) · (2k − 2) · (2k ) · (2k )

1 · 3 · 3 · 5 · 5 · 7 · . . . · (2k − 3) · (2k − 1) · (2k − 1) · (2k + 1)

= lim
k→∞

((2k)!!)2

(2k + 1)!!(2k − 1)!!
=
∞∏
k=1

2k + 1− (−1)k

2k + 1 + (−1)k
.
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