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1. Wprowadzenie

1.1. O matematyce. Matematyka to przede wszystkim dowodzenie twierdzen, czyli
sztuka logicznego wyciagania wnioskow. Najlepszym przyktadem jest geometria eukli-
desowa: kilka stwierdzen przyjmuje sie za pewniki — sa to aksjomaty albo postulaly — i
na ich podstawie tworzy sie teorie matematyczna, czyli zbiér twierdzen. Jezyk matema-
tyki musi by¢ Scisty, tak, aby kazdy moégt bez trudu go zrozumieé i sprawdzi¢ poprawnos¢
rozumowania.

Jezyk matematyki nie moze odwotywaé sie do intuicji: pozornie oczywiste stwierdze-
nia wymagaja czesto pracochtonnego uzasadnienia. Przyktadem niech bedzie twierdzenie
Jordana o krzywej: kazda ciggla linia zamknieta na ptaszczyznie dzieli ja na dwie czesci,
z ktorych jedna jest ograniczona (wnetrze), a druga nieograniczona (zewnetrze)] Dliugo
uznawano, ze fakt ten nie wymaga uzasadnienia, dopiero Bernard Bolzano dostrzegt po-
trzebe Scistego dodwodu, ktéry nastepnie zostal podany przez Camille’a Jordana.

7 drugiej strony dowody matematyczne moga by¢ bardzo atrakcyjne (mowi sie czesto:
eleganckie). Najlepszym przykladem jest chyba stynny dowdd twierdzenia Pitagorasa,
podany przez Bhaskare drugiego i opatrzony wylacznie komentarzem ,Patrz!”. [[rysunek]]

Trzeba tu podkresli¢, ze intuicja jest niezwykle wazna w matematyce: pomaga stawiaé
prawidtowe hipotezy i znajdowa¢ wlasciwe argumenty. Nalezy jednak pamietac¢, by zawsze
sprawdza¢ to, co wydaje si¢ oczywistd™}

1.2. O kursie. Tradycyjna (i precyzyjniejsza) nazwa kursu to Rachunek rézniczkowy i
catkowy. Celem zaje¢ jest zapoznanie Panstwa z pojeciem pochodnej i catki, dwiema
operacjami na funkcjach rzeczywistych, czyli funkcjach odwzorowujacych podzbiér zbioru
liczb rzeczywistych (najczesciej sume przedzialow) w zbior liczb rzeczywistych. Ope-
racje te wprowadzone zostaly przez Isaaca Newtona i Gottfrieda Leibniza pod koniec
XVII wieku. Podobne idee mozna odnalez¢ juz w starozytnosci w pracach Archimedesa.
Jezyk matematyczny stosowany przez Newtona i Leibniza byl nieprecyzyjny i przez to
nie wszystkie uzyskane przez nich rezultaty byty prawdziwe. Proby uscislenia teorii po-
chodnej i catki zakonczyly sie sukcesem dopiero w XIX wieku i jest to sukces wielu
matematykéw, m.in. Augustina-Louisa Cauchy’ego, Karla Weierstrassa i Bernharda Rie-
manna. Wspoétezesny, bardzo sformalizowany jezyk pochodzi juz z XX wieku, o czym w
szczegOlach dowiedzg sie Panstwo na kursie Wstep do logiki © teorii mnogosci.

Cztery najwazniejsze pojecia w rachunku rézniczkowym i catkowym, a zapewne i w
calej analizie matematycznej, to cigglo$é (oraz pokrewne pojecie granicy), pochodna,
catka i liczba rzeczywista. Szczegdlowo zostanag one omowione pozniej, w tym miejscu
warto jednak zasygnalizowa¢, czym wlasciwie one sa.

1.3. Ciaglogé. Jedna wielkosé zalezy od drugiej w sposob ciggty, jesli odpowiednio mata
zmiana pierwszej zmienia druga tylko nieznacznie. Nie jest to precyzyjna definicja, ale
stanowi dobry punkt wyjscia.

Stwierdzenie ,druga zmienna zalezy od pierwszej” oznacza, ze druga zmienna jest funk-
cja pierwszej zmiennej. Aby wyrazi¢ sie precyzyjnie, potrzebne sg oznaczenia: niech ¢
bedzie pierwsza zmienna (argumentem), zas f(t) druga zmienna (funkcja). Wygodnie
mie¢ przed oczami konkretny obraz: niech na przyklad ¢ oznacza czas, w sekundach,
za$ f(t) odlegtos¢ przejechana przez samochod, w metrach. Funkcja f jest ciagla, jesli

*Dla wielokatow i wielu innych linii dowod nie jest bardzo trudny. Ale linie moga by¢ bardzo niere-
gularne! Hasta do dalszej lektury: fraktale, krzywa Osgooda.
**Autor niniejszych notatek na stwierdzenie ,to jest oczywiste” zawsze odpowiada pytaniem ,dlaczego”.
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odpowiednio malta zmiana wartosci zmiennej — na przyktad z ¢t na t +h — oznacza mata
zmiane warto$ci funkcji — z f(¢) na f(t + h).

Sciglej: dla dowolnie zadanej maksymalnej zmiany wartosci funkcji € > 0 mozna dobra¢
maksymalng zmiane warto$ci zmiennej o > 0 tak, aby zmiana argumentu o mniej niz
d oznaczalta zmiane wartosci o mniej niz e: z warunku |h| < 6 ma wynika¢ warunek

[f(E+h) = f()] <e.

DEFINICJA 1.1. Funkcja f jest ciggla w punkcid]¢, jesli dla dowolnego € > 0 istnieje
d > 0 o nastepujacej wlasnosci: z warunku |h| < § wynika |f(t + h) — f(t)] < e.

Stowo o historii: autorem powyzszej epsilonowo-deltowe;j definicji jest Karl Weierstrass,
cho¢ wezeéniej podobne sformutowanie podal Bernard Bolzano. Czesto nazywana jest ona
definicja Cauchy’ego, mimo ze Augustin-Louis Cauchy stosowal zamiast niej sformuto-
wanie oparte na nieprecyzyjnym pojeciu wielko$ci nieskoniczenie matych[}

Aby udowodnié¢, ze dana funkcja jest ciggla, trzeba dla dowolnego ¢ > 0 wskazaé
odpowiednia 6 > 0 (lub przynajmniej udowodni¢ jej isntienie). Dla $cistosci: 0 moze
zaleze¢ od wartosci €, funkcji f oraz argumentu ¢.

Przyktad. Funkcja f(t) = /1 jest ciagta w punkcie 1. Zachodzi bowiem
(1+h)—1 ' ||

If(L+h) = fW)]=|VI+h-V1= |-

VIt h+1

Niech £ > 0 i niech ¢ bedzie mniejsza z liczb € 1 1. Przy tym wyborze ¢ z warunku |h| < §

wynika [|rysunek]]|

I
VIth+tl 0+1

Przyktad. Funkcja f(t) = % jest ciggla w kazdym punkcie swojej dziedziny. Zachodzi
bowiem

0<e

[f(1+h) = f(1)]

1 1] |(t+h) —t Ih|
t+h)—f)|=|— —=| = — ,

4R = JO = 1=, t’ ' + )t ’ TESEL

Niech ¢ # 0 oraz € > 0. Wowczas istnieje 6 > 0 taka, ze 0 < |§—‘ oraz § < %]t\Qa. Przy tym

wyborze § z warunku |h| < & wynika |t + k| > [|t| — ||| = [t] — k] > ] = 4 = L (dowod

2 =9
pierwszej nieréwnosci to jedno z ¢wiczen na liscie zadan nr 1) i wobec tego [[rysunek]]
|| ) 26
t+h)—f(t) = < = — <E&.
160 = 101 = o < T =

Przyktad. Wielko$¢ |t |, nazywana podtogg lub czescig catkowitq liczby t, jest zdefiniowana
jako najwieksza liczba catkowita mniejsza lub réwna t (czyli zaokraglenie ¢ w dot do
najblizszej liczby catkowitej). Funkcja f(t) = [t] jest nieciagla w punkcie 0. W istocie
dla ¢ = % nie istnieje taka 0 > 0, dla ktorej spetniony byltby warunek ciagtosci: jesli
|h| <di—-1<h<0,to|h]=-11iw takim razie [[rysunek]|

FO+h) = fO) = |[h] ~ [0)] = ~1-0]=| -1 =1>} ==

* Punkt” oznacza tu to samo, co ,argument”.
**Wielko$ci nieskoniczenie mate mozna ujaé¢ w formalne ramy, zajmuje sie tym analiza niestandardowa,
lecz — zgodnie z nazwa — jest to teoria wykraczajaca poza standardowy program studiéw z matematyki,
a przy tym majaca stosunkowo niewiele zastosowan.
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Powyzsze trzy przyklady wiele mowia o tym, jak nalezy przeprowadza¢ dowody ma-
tematyczne. Pojecie ciggtosci rozszerza sie w roznych kierunkach: rozwaza si¢ funkcje
wielu zmiennych lub o wartosciach na ptaszczyznie czy w przestrzeni (na przyklad we
wspomunianym twierdzeniu Jordana).

Jedna z podstawowych wtasnosci funkeji ciaglych jest wilasnosé wartosci posredniey,
nazywana zwykle w Polsce wlasnosciq Darboux. |[rysunek]]

TWIERDZENIE 1.2. Jesli funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie przedzialu [a, d]
oraz y jest zawarte pomiedzy f(a) i f(b), to rownanie f(t) = y ma rozwiazanie w
przedziale [a, b].

Kolejnym podstawowym twierdzeniem jest wlasnosé osiggania kresow. |[rysunek]|

TWIERDZENIE 1.3. Jesli funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu [a, 0], to
przyjmuje ona w tym przedziale warto$¢ najmniejsza oraz wartosé¢ najwieksza.

Podobnie jak twierdzenie Jordana, powyzsze wlasnosci wydaja si¢ oczywiste; wymagaja
jednak dowodu. Ten na szczescie jest dosé¢ tatwy, cho¢ wymaga doktadnego zrozumienia,
czym sa liczby rzeczywiste i wobec tego zostanie podany w czesci dotyczacej ciagtosci.

1.4. Pochodna. Jedli funkcja f(¢) opisuje polozenie w czasie, to $rednia predkos¢ w
przedziale czasowym [¢,t + h] wyraza si¢ wzorem |[[rysunek]]|

gty = L =10,

Gdy na przyktad f(t) = 3¢2, to

s(t+h)? = 5t?
g(h) =2 - 2 :t—l—%.

Srodkowe wyrazenie nie jest okreslone, gdy h = 0, ale juz wyrazenie po prawej stronie
ma wtedy sens. Naturalne jest zatem rozszerzenie definicji g tak, aby ¢(0) = ¢.
Nie zawsze jest tak prosto: jesli f(t) = 2!, to wyrazenia

2t+h_2t
h)=———
g(h) -

nie sposob uprosci¢ tak, by mialo ono sens dla A = 0. Mimo to funkcje g(h) mozna
rozszerzy¢ (zadajac odpowiednia wartosé¢ ¢(0)) tak, aby uzyskaé¢ funkcja ciagla. Dowod
tego faktu zostanie podany w czesci dotyczacej pochodnych. [[rysunek]]

Wartosé¢ ¢(0), ktora czyni z danej funkeji g(h) funkcje ciagla w punkcie 0, nazywana
jest granicg tej funkcji w 01 oznaczana lim h — 0Og(h). Jesli dla zadanej wartosci ¢ funkcja
(f(t+h)— f(t))/h zmiennej h ma granice w punkcie 0, to opisuje ona predkosé chwilowq
i nazywana jest pochodng funkcji f w punkcie ¢.

DEFINICJA 1.4. Funkcja f(t) jest rdzniczkowalna w punkcie ¢, jesli istnieje granica

£6) — i LD = £O)

h—0 h

Interpretacja geometryczna pochodnej jest tangens kata nachylenia stycznej do wykresu
funkcji f w punkcie (¢, f(t)) — styczna jest w odpowiednim sensie granica siecznych.
Spotykane oznaczenia pochodnej to pochodzace od Newtona (i stosowane tutaj) f'(t),
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wprowadzone przez Leibniza 4 dt, podobne zapisy dtf( )i f(t ), a takze zapis operatorowy
Df(t). Obliczanie pochodnej funkcji zadanej wzorem nazywane jest rézniczkowaniem i
jest zazwyczaj czynno$cia zaskakujaco tatwa.

1.5. Calka. Zagadnienie odwrotne: wyznaczanie funkcji, jesli znana jest jej pochodna,
jest znacznie trudniejsze i nazywane jest catkowaniem.

DEFINICJA 1.5. Jesli funkcja g(t) jest pochodna funkeji f(¢), tj. g(t) = f'(t), to
funkcja f(t) nazywana jest funkcjg pierwotng lub catkq nieoznaczong funkcji g(t) i
oznaczana symbolem [ g(t)dt

O ile kazda funkcje zadang ,,prostym wzorem” mozna tatwo zrézniczkowad, o tyle calki
niektorych funkcji (na przyktad /3 4 1) nie wyrazaja sie ,prostym Wzorem’ Warto
wspomnieé, ze (w odréznieniu od pochodnej) catka nieoznaczona nie jest wyznaczona
jednoznacznie: jesli f(t) jest catka g(t), to dla dowolnej statej C' funkcja f(t)+ C rowniez
jest catka g(1).

Jednym z zaskakujacych zastosowan calki jest obliczanie pola pod wykresem funkcji:
pole trapezu krzywoliniowego zawartego pomiedzy przedzialem [a,b] na osi poziomej i
poltozonym nad tym przedziatem odcinkiem wykresu funkeji g(¢) dane jest wzorem f(b) —
f(a), gdzie f(t) jest catka nieoznaczona z g(t). [[rysunek|| Wielko$¢ ta nazywa sie calkq
oznaczong funkeji g(t) na przedziale |a, b].

DEFINICJA 1.6. Jesli g(t) jest pochodna f(¢) na przedziale [a,b], tj. g(t) = f()
dla t € [a,b], to wielkos¢ f(b) — f(a) nazyvvana jest catkq oznaczong funkeji g(t) n

przedziale [a, b] i oznaczana symbolem f g(t)dt.

Aby zrozumieé¢, dlaczego powyzsza wielkos¢ mozna interpretowaé jako pole trapezu
krzywoliniowego, trzeba odpowiedzie¢ na pytanie o to, czym wlasciwie jest pole takiej
figury. Naturalng definicja wydaje sie graniczna warto$¢ pol figur otrzymanych przez
przyblizanie prostokatami:

b
Hdt = 1 (tx) Al
/ag() max{lArg;}%Zg k) Aty

Nie precyzujemy teraz, jak rozumiemy granice w powyzszym wzorze, powiemy tylko, ze
definiuje on catke Riemanna, a rowno$¢ catki Riemanna i calki oznaczonej nazywana jest
zasadniczym twierdzeniem rachunku rozniczkowego i catkowego. Dawniej sume oznaczano
litera S zamiast symbolu Y (pochodzacego od greckiej litery X), za$ symbol catki [
powstal w wyniku stopniowego przeksztatcania sposobu kreslenia litery S.

Calki nieoznaczone, oznaczone i Riemanna maja mnostwo innych zastosowan, o ktérych
wiecej zostanie powiedziane w czesci dotyczacej catkowania.

1.6. Liczby rzeczywiste. W dowodzie wlasnosci Darboux funkcji ciagtej potrzebna jest
nastepujaca wtasnosé kresow: jesli niepusty podzbior A zbioru liczb rzeczywistych jest
ograniczony z gory, to ma kres gorny, czyli istnieje liczba a o wtasnosciach:

o 1 < a dla wszystkich elementéw x zbioru A;
e jesli liczba b ma analogiczng wlasnosé, to a < b.

*To zdanie jest $cistym twierdzeniem matematycznym: nie istnieje wzor opisujacy [ V3 + 1dt, cho¢
skadinad wiadomo, ze calka istnieje.
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Faktu tego nie da sie udowodni¢, wykorzystujac tylko prawa dzialan i nierownosci (wtedy
bowiem wlasnosé¢ te mialyby tez liczby wymierne). Sa dwa rozwiazania: mozna przyjac
to stwierdzenie za aksjomat, albo odpowiednio skonstruowaé zbior liczb rzeczywistych
przy pomocy bardziej podstawowych pojec.

Podejscie aksjomatyczne (przedstawione w kolejnym rozdziale) wymaga mniej pracy,
ale nie gwarantuje istnienia zbioru liczb rzeczywistych. Konstrukcja jest bardziej praco-
chlonna, ale tez bardziej namacalna — jest trescia ¢wiczenia dodatkowego na liscie zadan
nr 2.



2. Liczby rzeczywiste

2.1. Formalna definicja. Ten rozdzial jest inny niz wszystkie pozostate. Wszyscy intu-
icyjnie rozumieja, czym sa liczby rzeczywiste, ale dla petnej $cistosci potrzeba formalnych
definicji. Dla porzadku: zbiér A jest ograniczony z gory, jesli istnieje x o nastepujacej
wtasnoéci: a < x dla wszystkich a € A. Podobnie A jest ograniczony z dotu, jesli istnieje
x o0 wlasnodci: x < a dla wszystkich a € A.

DEFINICJA 2.1. Liczby rzeczywiste to zbior R, w ktorym wyr6zniono dwa rézne ele-
menty 0 i 1, okreslono dziatania ,+” i,,-” oraz zadano porzadek ,<” w taki sposob,
ze spelnione sa nastepujace postulaty:
(R1) dzialanie + jest przemienne i tgczne, 0 jest elementem neutralnym (tj. x+0 =
z), a kazda liczba ma liczbe przeciwng (tj. taka liczbe —z, ze x + (—x) = 0);
(R2) dzialanie - jest przemienne i tgczne, 1 jest elementem neutralnym (tj. -1 =x
dla x # 0), a kazda rozna od zera liczba ma liczbe odwrotng (tj. taka liczbe
v zex - =1);
(R3) dziatanie - jest rozdzielne wzgledem dziatania + (tj. (z+y)-z = (x-2)+(y-2));
(R4) porzadek < to relacja zwrotna (tj. © < x), antysymetryczna (tj. jesli x < y
oraz y < x, to x = y) i przechodnia (tj. jesi © < y oraz y < z, to z < 2),
ktora dodatkowo spelnia warunek liniowosci (tj. x < y lub y < z);
(R5) dzialania sg zgodne z porzadkiem (tj. jesli z < y, to x + z < y + 2, za$ jesli
0<zi0<y, to0<z y);
(R6) jesli niepusty podzbior A zbioru liczb rzeczywistych jest ograniczony z gory,
to ma kres gorny, czyli istnieje liczba a o wlasno$ciach:
e r < a dla wszystkich elementow x € A;
e jesli liczba b ma analogiczng wtasnosé, to a < b.

Warunek KR__lﬂ oznacza, ze zbior R z dzialaniem dodawania ,,+” jest grupg przemienng,
za$ warunek [(R2)] — ze grupa przemienna jest R \ {0} z dzialaniem mnozenia ,,-”. Wa-
runki R3)|oznaczaja, ze zbior R z dziataniami ,,+” 1 ,,-” jest ciatem liczbowym. Wa-
runekoznacza, ze R z relacja ,,<” jest zbiorem lintowo uporzgdkowanym. Wszystkie
warunki oprocz oznaczaja, ze R z dziataniami ,+" 1,,-” oraz relacjy ,,<” jest ciatem
uporzgdkowanym. Warunek nosi nazwe warunku zupetnosci Dedekinda.

Kres gérny zbioru A nazywany jest tez supremum A i oznaczany sup A. Analogicznie
zdefiniowa¢ mozna kres dolny A, nazywany infimum A i oznaczany inf A. Nie trzeba
zaklada¢ istnienia infimum zbioréw ograniczonych z dotu, jest to konsekwencja aksjoma-
tow (jest to ¢wiczenie na liscie zadan nr 2).

Oczywidcie stosowany bedzie zapis x — y zamiast z + (—y), zy zamiast x - y oraz z/y
lub % zamiast -y~ '. Ponadto x < y oznacza x < yix # y, v > y za$ to samo, co y < 1;
podobnie x > y to inny zapis y < x. Dzieki lacznosci wolno pisaé na przyktad = +y + z;
tradycyjnie tez x -y + 2 oznacza (z-y) + 2. Ponadto 22 = z-z, 3 = x-x -z itd. Wszystko
to wydaje sie oczywiste, ale jest elementem formalnej definicji stosowanych tu oznaczer.

Z aksjomatéwmoina wywnioskowaé wszystkie dobrze znane wtasnosci zbioru
liczb rzeczywistych, cho¢ nie zawsze jest to tatwe. Kilka ¢wiczen na ten temat znajduje
sie na liscie zadan nr 2, ilustracja jest ponizszy przyktad. Tego typu rozwazania nie sa
gtownym tematem kursu, ale warto choé¢ raz sie z nimi zmierzyc¢.




I TWIERDZENIE 2.2. Zachodzi 0 < 1.

Dowaod. Dowod jest zadziwiajaco skomplikowany i sktada sie z kilku czesci:

e clement przeciwny jest wyznaczony jednoznacznie; w istocie, jesli a + x = 0 oraz
b+rz=0,toa=a+0=a+b+tax=b+a+x=0+0=10;

e clement neutralny dodawania jest wyznaczony jednoznacznie; w istocie, jesli dla
wszystkich x zachodzi x +a=zix+b=z,toa=a+b=1b;

e 0-2=0; wistocie, 02 =(0+0)-2=0-240-z,skad 0=0- z;

o (—1) -z =—x; wistocie, r+ (—=1)-z=1-2+(-1)- 2= (1+(=1) -2 =0-2 =0,
zatem (—1) - x jest elementem przeciwnym do z;

o —(—x) = z; w istocie, x z definicji jest elementem przeciwnym do —z;

o (—1)-(—1) =1; wistocie, (—1) - (=1) = —(—1) = 1;

e jesli < 0, to —x > 0; w istocie, x < 0 oznacza = + (—z) < 0+ (—z), czyli
0 —ux;

e r-x > 0; wistocie, jesli z > 0, to z - x > 0; jesli zas z < 0, to —z > 0, wiec
r-x=1-z-x=(-1)-(-1)-2-2=(—z) (—z) = 0.

Pozostaje zauwazyé¢, ze 1 =1-1 > 0, zas z definicji 1 # 0. O

W dalszej czesci wlasnodci liczb rzeczywistych znane ze szkoly $redniej beda wyko-
rzystywane bez szczegotowego dowodu (takiego jak powyzej), czasem tylko szkic dowodu
bedzie podany w formie uwagi. Nalezy jednak pamietaé, ze wszystkie te wltasnosci mozna
wyprowadzi¢ wprost z aksjomatow. Wazne tez jest nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.3. Zbior liczb rzeczywistych istnieje (tj. mozna skonstruowaé zbior
i dziatania o pozadanych wlasnosciach przy pomocy metod logiki i teorii mnogosci).

Dowod (konstrukeja zbioru liczb rzeczywistych) jest éwiczeniem dodatkowym na liscie
zadan nr 2.

2.2. Liczby naturalne i zasada indukcji. Formalna definicja zbioru liczb naturalnych
jest nieco nienaturalna. Mozliwa jest tez definicja nie odwotujaca sie do pojecia zbioru
liczb rzeczywistych (pochodzaca od Peana), a takze konstrukcja wykorzystujaca wyltgcz-
nie zbiér pusty i proste operacje na zbiorach (pochodzaca od von Neumanna).

DEFINICJA 2.4. Liczby naturalne to podzbior N zbioru R o nastepujacych wtasno-
Sciach:

(a) 1 nalezy do N;

(b) jesline N, ton+ 1€ N;

(¢) dowolny podzbiér A zbioru R o powyzszych dwoch whasnosciach zawiera N.

Dowdd poprawnosci definicji. Niech B bedzie czescig wspolng wszystkich zbioréow A C R
o wlasnosciach: 1 € A; jeslin € A, ton+1 € A. Wowezas 1 € B oraz jeSli n € B,
ton+ 1 € B. Ponadto B jest podzbiorem kazdego zbioru A C R o tych wlasnosciach.
Zatem B jest zbiorem liczb naturalnych. O

Pozornie oczywistym, ale bardzo waznym twierdzeniem jest ponizsza zasada indukcyi.
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TWIERDZENIE 2.5. Niech ¢(n) oznacza pewne zdanie dotyczace liczby n € N. Jesli
©(0) jest prawdziwe, a ponadto dla kazdego n € N prawdziwa jest implikacja: z ¢(n)
wynika o(n + 1), to p(n) jest prawdziwe dla kazdego n € N.

Dowdd. Niech A bedzie zbiorem tych liczb naturalnych, dla ktorych ¢(n) jest prawdziwe.
Z zatozenia 0 € A oraz jeslin € A, ton+ 1 € A. Z definicji zbioru liczb naturalnych
zachodzi N C A. Ale A C N, zatem A = N. O

Przyktad. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi 2™ > n.

W istocie, dla n = 1 zachodzi 2" = 2 > 1 = n. Jesli zas dla pewnego n € N zachodzi
2" > n (zatozenie indukcyjne), to 2"t = 2" 42" > 2" 4 1 > n + 1 (ostatnia nier6wnosé
wynika z zatozenia indukcyjnego, zas ,oczywista’ nieréwnos¢ 2™ > 1 formalnie tez ma
dowo6d indukeyjny: 2° = 1 oraz jesli 2" > 1, to 2" =2.2" > 2.1 > 1). Dowodzona
nier6wnos¢ wynika zatem na mocy zasady indukcji.

Czesto wykorzystywaé¢ bedziemy zbior nieujemnych liczb catkowitych Ny = N U {0}.
Tez ma on wtasnosé indukeji, jest bowiem najmniejszym zbiorem, ktory zawiera 0 i wraz
z kazdym swoim elementem n zawiera element n+ 1. Ogo6lniej: indukcje mozna zaczynaé
od dowolnej liczby naturalnej, a nawet catkowite;j.

TWIERDZENIE 2.6. Niech ¢(n) oznacza pewne zdanie dotyczace liczby n € N i niech
N bedzie ustalona liczba naturalna. Jesli o(IV) jest prawdziwe, a ponadto dla kazdego
naturalnego n > N prawdziwa jest implikacja: z ¢(n) wynika p(n + 1), to ¢(n) jest
prawdziwe dla kazdego naturalnego n > N. W niniejszym twierdzeniu mozna zastapi¢
zbiér IN zbiorem INj.

Dowdd. Niech (k) oznacza zdanie o(N — 1 + k). Wowczas 1 spelnia zalozenia zasady
indukcji, a wiec (k) zachodzi dla kazdego k& € N. Stad ¢(n) zachodzi dla kazdego
naturalnego n > N. O

W powyzszym dowodzie wykorzystano nastepujaca wlasnosé liczb naturalnych: jesli
n>m,n,m e N, ton —m € N. Na marginesie warto zauwazy¢, ze formalny dowod tej
wlasnosci jest zmudny (i przynalezy raczej do kursu Wstep do logiki i teorii mnogosci; w
skrocie: dowodzi sie, ze (1) n € N wtedy i tylko wtedy, gdy n =11lubn—1 € N; (2) dla
kazdego n € N z warunkow m € N, m < n wynika n —m € N). Inne bardzo uzyteczne
(i dobrze znane) fakty to: n > 1 dlan € N; jesli n,m € Nin >m, ton > m+ 1; jesli
n,m € N,ton+m € Nin-m € N (wybrane wlasnosci sa trescia niektorych é¢wiczen
na liscie zadan nr 2).

Przyktad. Dla kazdej liczby naturalnej n > 4 zachodzi 2" > n?.

W istocie, dla n = 4 zachodzi 2" = 16 = n%. Jedli za$ dla pewnego naturalnego n > 4
zachodzi 2" > n? (zal. ind.), to 2" = 2.2" > 2n? > (n + 1) (pierwsza nier6wnosé
wynika z zalozenia indukcyjnego, drugiej nier6wnosci mozna zas dowieS¢ nastepujaco:
2m?—(n+1)2=n*-2n—1>4n—-2n—-1=2n—-12>0).

Waznym twierdzeniem réwnowaznym zasadzie indukcji jest nastepujaca zasada mini-
mum.

TWIERDZENIE 2.7. Kazdy niepusty podzbior zbioru liczb naturalnych ma element
najmniejszy.
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Dowdd. Niech A bedzie podzbiorem N bez elementu najmniejszego. Niech B bedzie
zbiorem tych b € N, dla ktorych b < a dla wszystkich a € A. Wowczas 1 € B (bo
wszystkie liczby naturalne sa wieksze lub rowne 1). Przypusémy, ze b € B, ale b+ 1 ¢ B,
a wiec b+ 1 > a dla pewnego a € A. Skoro b < a, to b = a (bo z nieréwnosci b+ 1 > a
wynika b > a), a wiec a jest najmniejszym elementem A, wbrew zalozeniu. Zatem jesli
be B,tob+1 € B.

Na mocy definicji N zachodzi B = N. Jesli wiec a € A, to a+1 € N = B, skad
a+ 1 < a, sprzecznosé. Wobec tego A jest zbiorem pustym. U

Niezwykle waznym twierdzeniem o liczbach rzeczywistych jest nastepujacy rezultat,
nazywany czasem zasadq Archimedesa (bowiem w starozytnosci Eudoksos wprowadzil
nastepujacy postulat: kazdy odcinek jest krotszy od pewnej wielokrotnosci dtugoéci kaz-
dego innego odcinka).

TWIERDZENIE 2.8. Nie istnieje dodatnia liczba rzeczywista mniejsza od wszystkich
liczb %, gdzie n € N. Podobnie nie istnieje liczba rzeczywista wieksza od wszystkich
liczb naturalnych.

Scisty dowdd tego twierdzenia jest trescig dwoch éwiczen na liscie zadan nr 3.

2.3. Rozklad na czynniki pierwsze. Jednym z fundamentalnych pojeé teorii liczb sa
liczby pierwsze.

DEFINICJA 2.9. Liczbe p € N nazywa sie liczbg pierwszg, jeSli p > 1 oraz kazdy
rozktad na czynniki p = n - m (gdzie n,m € N) zawiera czynnik 1, tj. n = 1 lub
m = 1.

TwWIERDZENIE 2.10. Kazda liczba naturalna n > 1 jest iloczynem skonczenie wielu
liczb pierwszych.

Dowdd. Gdyby twierdzenie nie byto prawdziwe, z zasady minimum istniataby najmniejsza
liczba naturalna k& > 1, ktora nie jest iloczynem skoriczenie wielu liczb pierwszych. W
szczegblnodci k nie jest liczba pierwsza, a wiec ma rozktad £ = n-m, gdzie n,m € N oraz
n>1im > 1. Stad n < k oraz m < k, czyli n i m sa iloczynami skonczenie wielu liczb
pierwszych. Zatem i K = n - m ma te wlasnos¢, sprzecznosc. U

Dowod kolejnego twierdzenia, nazywanego twierdzeniem o jednoznaczno$ci rozktadu
na czynniki pierwsze albo zasadniczym twierdzeniem arytmetyki, stanowi tre$é¢ ¢wiczenia
dodatkowego na liscie zadai nr 2. Ten pozornie oczywisty wynik jest nieoczekiwanym
wnioskiem z (rozszerzonego) algorytmu Euklidesa znajdowania najwiekszego wspolnego
dzielnika.

TWIERDZENIE 2.11. Rozktad na czynniki pierwsze jest jednoznaczny: jesli n € N
in > 1, to istnieje wyznaczony jednoznacznie skoniczony cigg liczb pierwszych

D1,D2,-..,Dk taki, ze n =py - pa---pp oraz p; < p2 < ... < Di.

2.4. Inne zbiory liczb. Ponizsze definicje przytoczone sa gléwnie po to, by ustalié
oznaczenia.
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DEFINICJA 2.12. Przedziatem skoriczonym o koncach a i b (gdzie a < b) nazywa si¢
kazdy ze zbioréw

(a,b) ={xr € R:a <z < b}, [a,b] ={r € R:a <z <b},

la,b) ={r e R:a <z <b}, (a,b] ={r e R:a <z < b}.
Przedziatem nieskoniczonym o koncu a nazywa sie kazdy ze zbiorow

(a,00) ={x € R:a <z}, (—o0,a) ={r e R:z <a},

la,00) ={zx € R:a <z}, (—o0,a] ={r e R:z < a}

Symbole co i —oo nie maja tu zadnego matematycznego znaczenia. W szczegdlnosci
nie sa to liczby rzeczywiste!

DEFINICJA 2.13. Liczby calkowite to zbior Z liczb postaci n lub —n, gdzie n €
Ny. Liczby wymierne to zbior Q liczb postaci n/m, gdzie n € Z, m € N. Liczby
niewymierne to liczby rzeczywiste, ktére nie sa wymierne.

Zbhior N jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie, zbior 7 — dodawanie i odejmowa-
nie. Zbior @Q jest uporzadkowanym cialem liczhowym: spelnia wszystkie postulaty R z
wyjatkiem ostatniego, o istnieniu kresow. Wszystkie te zdania sa twierdzeniami, ktorych
dowody pomijamy.

TWIERDZENIE 2.14. (a) Kazdy przedzial o dlugosci wiekszej niz 1 zawiera liczbe
catkowitg.
(b) Kazdy przedzial zawiera zaréwno liczbe wymierna, jak i liczbe niewymierng
(a wiec liczby te leza gesto w R).

Dowadd. Dla dowodu czesci @ przypusémy, ze (a,b) jest przedziatem dlugosci wiekszej
niz 1, czylib —a > 1. Jesli a < 0 < b, to (a,b) zawiera liczbe catkowita 0. Przypusémy,
ze 0 < a oraz (a,b) nie zawiera liczby catkowitej. Indukcyjnie dowodzimy, ze a jest
ograniczeniem z goéry zbioru Nj.

Oczywiscie 0 < a. Jesli n < a dla pewnegon € Ng, ton+1<a+1, awiecn+1 <b.
Skoro jednak przedzial (a,b) nie zawiera liczb catkowitych, zachodzi n+1 < a. Na mocy
zasady indukcji w istocie a jest ograniczeniem goérnym zbioru Nj.

7 zasady Archimedesa wynika jednak, ze Ny jest nieograniczony z gory. Wobec tego
przedzial (a, b) musi zawiera¢ pewna liczbe catkowita. W przypadku, gdy b < 0, przedzial
(—b, —a) zawiera liczbe calkowita, a wiec rowniez (a,b) zawiera pewna liczbe catkowita.

Udowodnimy teraz czes¢ . Niech b > a i niech m € N bedzie wieksze niz ﬁ
Przedzial (ma, mb) ma dlugos¢ wieksza od 1, zawiera wiec liczbe catkowita — niech
bedzie nig n. Zachodzi wigc ma < n < mb, czyli > € (a,b).

Podobnie przedzial (a — v/2,b—+/2) zawiera liczbe wymierna k. Wobec tego & + V2 e
(a,b). Zatem (a,b) zawiera liczbe wymierng = i liczbe niewymierna % + /2 (niewymier-
nosé¢ ostatniej wynika z ¢wiczenia na liScie zadan nr 2). U

Wiele obiektéow w matematyce okresla sie w sposob rekurencyjny, nazywany czasem
sposobem indukcyjnym: definicja odpowiadajgca kolejnej liczbie naturalnej zalezy od
definicji dla liczby poprzedniej. Swietnym przykladem jest potegowanie: z formalnego

punktu widzenia liczba a™ dla @ € R oraz n € N okre§lona jest wzorami a! = a, a"™! =
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a-a". Na mocy zasady indukcji definiuje to potege dla dowolnego naturalnego wyktadnika:
zbior tych n € IN dla ktorych a™ jest poprawnie okreSlone zawiera 1 oraz wraz z kazda
liczba n zawiera n + 1, zatem jest calym zbiorem liczb naturalnych.

Warto przy okazji podkresli¢, ze definicja potegowania z rzeczywistym wyktadnikiem
wykorzystujaca wylacznie postulaty liczb rzeczywistych (w szczegolnosci zas postulat o
istnieniu kresow) jest dos$¢ skomplikowana. Podamy $cisty definicje pozniej, gdy wprowa-
dzimy pojecie funkcji wykladniczej exp i logarytmicznej In. Jedli jednak wykladnik jest
catkowity, definicja jest calkiem prosta: dla a € R, a # 0 oraz n € N okredlamy a° = 1,
a™" = (a=)" (definicja ta jest poprawna, bowiem a~! # 0, oraz zgodna z oznaczeniem
a! dlan = 1). Znane ze szkoly wlasnosci: a®a? = a**, (a*)¥ = a™¥, a®b* = (ab)® mozna
dla x,y € Z udowodni¢ metoda indukeji.

2.5. Kresy. Przypomnijmy: zbior A jest ograniczony z gory, jesli istnieje liczba a € R
o wlasnoéci < a dla wszystkich x € A. Taka liczbe a nazywa sie ograniczeniem z gory
zbioru A. Element a € A jest elementem najwiekszym zbioru A, jesli jest ograniczeniem
z gory zbioru A, a wiec x < a dla kazdego x € A. W tej sytuacji a jest jednoczesnie
kresem gornym zbioru A, czyli najmniejszym ograniczeniem z gory zbioru A.

Oczywiscie zbiory nieograniczone nie maja elementu najwickszego. Nie wszystkie
zbiory ograniczone z gory taki element posiadaja (przyktadem jest zbior liczb ujemnych);
na mocy warunku zupetnosci Dedekinda wszystkie niepuste zbiory ograniczone z gory
maja jednak kres gorny.

7Zbiér ograniczen gornych danego zbioru, o ile nie jest zbiorem pustym, jest zawsze
przedzialem jednostronnie nieskoriczonym: jesli a jest ograniczeniem z gory zbioru A, to
kazda liczba wieksza od a tez ma te wtasnosé. Warunek zupelnosci Dedekinda orzeka, ze
zbior ograniczen gornych jest zawsze przedzialem domknietym, czyli majacym element
najmniejszy.

Analogicznie mowi sie o zbiorach ograniczonych z dotu, ograniczeniach z dotu, elemen-
tach najmniejszych i kresach dolnych. Elementy najwieksze i najmniejsze zbioru A, o
ile istnieja, oznaczamy symbolami min A oraz max A. Kresy za$ oznaczamy przez inf A
(kres dolny, czyli infimum zbioru A) oraz sup A (kres gorny, czyli supremum zbioru A).

Definicje kresu mozna zapisa¢ na wiele sposobow. Liczba a = sup A jest kresem géornym
lub supremum zbioru A, jesli:

(a) z < a dla wszystkich z € A;
(b) jesli b ma whasnosé: x < b dla wszystkich € A, to a < b.

Druga wlasno$¢ rownowaznie mozna zapisa¢ w postaci
(bg) jesli b < a, to b < x dla pewnego x € A,
lub jeszcze inaczej
(bs) jeslie > 0, to a — e < z dla pewnego = € A,
Rownowaznie oba warunki mozna zapisa¢ w bardziej geometrycznej postaci [[rysunek]|:
(as) A C (—o0,aj;
(by) zbior AN (a — €, al jest niepusty dla dowolnego € > 0.

W ostatnim warunku wystarczy rozwaza¢ dowolnie male liczby € > 0, tj. mozna zastapi¢
ten warunek jeszcze innym:

(bs) zbior AN (a — ¢, al jest niepusty dla dowolnego € € (0, &),

gdzie F jest dowolna ustalona liczba dodatnia. W istocie, jesli AN (a — ¢, a] jest niepusty
dla pewnego ¢ > 0, to jest niepusty dla wszystkich wiekszych wartosci €. Dodajmy na
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koniec, ze niektore ostre lub stabe nieréwnos$ci mozna zastapi¢ nieréwnosciami innego
typu: zamiast warunku [(b)] mozemy napisa¢ dowolny z ponizszych:

(bg) jesli b ma wlasnosé: x < b dla wszystkich o € A, to a < b;
(b7) jesli b < a, to b < x dla pewnego = € A;
(bg) jeslie > 0, to a — ¢ < = dla pewnego = € A;
(bg) zbior AN [a — €, a] jest niepusty dla dowolnego € > 0;

(b1g) zbior AN [a — ¢,a] jest niepusty dla dowolnego ¢ € (0, &),
gdzie €, jest dowolnie ustalong liczba dodatnig. Tego typu kosmetyczne zmiany definicji
stosowac¢ bedziemy niezwykle czesto przy omawianiu granic i nie bedziemy ich szczegotowo
komentowa¢, dlatego dobrze teraz samodzielnie starannie przeanalizowaé¢ rownowaznoscé
wymienionych wyzej warunkow.

Analogicznie wprowadza sie pojecie kresu dolnego: a = inf A jest kresem dolnym lub
infimum zbioru A, jesli

(a) = > a dla wszystkich z € A;
(b) jesli b ma whasnosé: x > b dla wszystkich € A, to a > b.

Znoéw, mozliwe sa roznorakie warianty.

Przyktad. Zbior {1 — % :n € N} zawiera element najmniejszy 0 (bo 1 — % =0dlan=1
oraz 1 — % > 1 - % = 0 dla n > 1), nie zawiera za$ elementu najwiekszego. Jego kres
gorny to 1 (bo 1 — % < 1 oraz dla dowolnego € > 0 istnieje n € N takie, ze 1 — % >1—¢

(rbwnowaznie: n > %; istnienie takiego n wynika z zasady Archimedesa).

Przyktad. Niech A = {x +% cx € (0,00)}. Zbior A jest nieograniczony z gory, bo
T+ % > x, zatem zadna liczba > 0 nie jest ograniczeniem A z géry. Poniewaz = + % =
2v2 + (v — \/2/x)? = 24/2, zbior A jest ograniczony z dotu przez 2v/2. Rownosé w
ostatniej nieréwnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy /x = \/2/_35, czyli 22 = 2, czyli
x = /2. Wobec tego A zawiera element najmniejszy 2v/2.

Przyktad. Niech A = {z + % cx € QN (0,00)}. Jak poprzednio, A jest nieograniczony z
gory i ograniczony z dotu przez 2v/2. Liczba ta nie nalezy do A, bowiem z = /2 nie jest
liczba wymierna (jest to ¢wiczenie na liscie zadan nr 2). Zachodzi jednak inf A = 2v/2:
dla € > 0 rozwigzaniem nieréwnosci x + % < 2V/2 + € jest pewien przedzial zawarty w
(0, 00) (szczegoly sa tatwym ¢wiczeniem), ktory zawiera pewng liczbe wymierna. Wobec
tego 2v/2 + ¢ nie jest ograniczeniem z dotu zbioru A. [[rysunek]|

Przyktad. Zbior R jest nieograniczony z gory i z dohu, nie ma wiec elementu najmniejszego
ani najwiekszego, nie ma tez kreséow. Zbiér pusty @ tez nie ma elementu najmniejszego
ani najwiekszego oraz kreséw, natomiast jest ograniczony z dotu i z gory przez dowolna
liczbe rzeczywista (bowiem zdanie rozpoczynajace si¢ od stow ,dla kazdego elementu
zbioru pustego” jest zawsze prawdziwe).

Przyktad. Kresem dolnym zbioru A = {nv/2 — |nv/2] : n € N_} jest 0, a kresem gornym
jest 1. Dowdd jest dos¢ skomplikowany.

Oczywiscie 0 jest ograniczeniem z dotu zbioru A. Niech = oznacza kres dolny A i
przypusémy, ze x > 0. Niech k = [2]. Wowezas - <k < 2+ 1, coylil <hkor <14z W
szczegolnosci HT‘L > x. Niech a € A spelia warunek r < a < lf—“‘ Wtedy 1 < ka < 1+x.

Liczba a jest postaci nv/2 — |nv/2], zatem ka = knv/2 — k|nv/2|. Niech y = knv/2 —

k|nv2] oraz z = knv/2 — |knv2|. Wowezas y € [1,1 + z) oraz 2z € [0,1), zatem
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0<y—2z<1+x Poniewaz y — 2z = k|nv2| — |kny/2] jest liczba catkowita, zachodzi
y—z=11iwzwiazku z tym z € [0,z). Ale z € A, wiec z > x — sprzecznos¢! Zaltozenie,
ze x > 0, musi by¢ zastem falszywe.

Analogicznie (cho¢ nieco trudniej) dowodzi sie rownosci sup A = 1.
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3. Ciagi liczbowe (czesé I)

3.1. Definicje. Ciag liczbowy to po prostu nieskonczona lista liczb. Ciag taki mozna
zada¢ wzorem (np. a, = (1 + 2)"); mozna okresli¢ go rekurencyjnie, (np. by = 1, by =
by /241/by lub ¢y = ¢ = 1, ¢yy0 = Cpuy1+cp); mozna tez zdefiniowad wyrazy ciagu opisowo
(np. d, to liczba n-elementowych podzbioréw zbioru 2n-elementowego). Formalnie ciag
liczbowy definiujemy nastepujaco.

DEFINICJA 3.1. Cigg (formalnie: nieskoriczony cigg liczbowy) to funkcja a z N w R.
Wartosci funkeji a nazywane sa wyrazami ciggu i oznaczane a,, = a(n), zas argumenty
n — indeksami. Zamiast a (oznaczenie funkcji, czyli calego ciagu) dla przejrzystosci
pisze si¢ (a, : n € N) lub w skrocie (a,)[]

DEFINICJA 3.2. Ciag (a,) jest

e ograniczony z gory, jesli istnieje z o wlasnosci: a, < z dla wszystkich n € N;
ograniczony z dotu, jesli istnieje x o wlasnosci: a,, >  dla wszystkich n € N;
ograniczony, jesli jesli jest ograniczony z dotu i z gory;
rosngcy (lub niemalejgey), jesli a,, < a,.1 dla wszystkich n € N;
malejgey (lub nierosngey), jesli a,, > a,.1 dla wszystkich n € N;
Scisle rosngcy, jesli a,, < a,,1 dla wszystkich n € N;
Scisle malejgcy, jesli a,, > a,4q dla wszystkich n € N;
monotoniczny, jesli jest rosngcy lub malejacy, zas scisle monotoniczny, jesli
jest §cisle rosngcy lub Scisle malejacy.

DEFINICJA 3.3. Ciag (a,) ma dana wlasno$¢ od pewnego miejsca lub dla dostatecznie
duzych n, jesli wtasno$é¢ ta jest spetniona przy dodatkowym zalozeniu, ze wszystkie
indeksy sa rowne co najmniej danej liczbie £ € N. Na przyktad ciag jest rosngcy od
pewnego miejsca, jesli istnieje k£ € N takie, ze a,, < a,1 dla wszystkich naturalnych
n>k.

Przyktad. Ciag o wyrazach % jest ograniczony (przez 01 1: 0 < % < 1) i scisle malejacy
G > w)-

Przyktad. Ciag o wyrazach a, = (n? +1)/(2n — 3) jest ograniczony z dotu przez —2:
a; = —2, za$ a, > 0> —2 dlan > 2. Ciag ten nie jest ograniczony z gory: dla n > 2
zachodzi a, > n?/(2n) = %, wiec gdyby (a,) byl ograniczony z gory, to ograniczony z
gory bylby zbior {5 : n € N, n > 2}, ktory zawiera zbior liczb naturalnych. Ciag (a,) nie
jest ani rosnacy, ani malejacy: a; < as > as, ale jest §cisle rosnacy od pewnego miejsca.

Aby to wykazaé, zapiszmy wpierw

U S L 18
R e S m—3)"

*Jest to sposob zapisywania funkcji bez nadawania jej nazwy, np. (+ : n € N) lub (22 : € R). Inne
czesto stosowane oznaczenie to N 3> n+— X R >z +— 22,

n’
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Stad otrzymujemy

Qpy1 — Ap =

(2+ 2(n+1?) -3 znli 3)
2
(2_ (2n—1)?2n—3))
- % (1_ (2n — 1§:(32n—3)) '

Jeslin > 3,to (2n—1)(2n —3) > 5-3 =15 > 13, a wiec a,41 — a, > 0. Innymi stowy,
(ay) jest Scisle rosnacy od trzeciej pozycji.

[ e N

Przyktad. Ciag o wyrazach (—1)" jest ograniczony (przez —1 i 1), lecz nie jest monoto-
niczny (nawet od pewnego miejsca).

Zauwazmy, ze kazdy cigg rosnacy jest ograniczony z dohu, zas kazdy cigg malejacy —
ograniczony z gory, a odpowiednim ograniczeniem jest wowczas pierwszy wyraz ciggu.
Aby to wykazaé¢, wystarczy zauwazy¢, ze jesli (a,) jest ciagiem rosnacym, to a, = aj.
Formalny dowod tego faktu jest indukcyjny: oczywiscie ay > aq, za$ z warunku a, > a,
wynika a,11 > a; (bowiem a,y; > a,). Analogicznie gdy ciag (a,) jest malejacy, to
a, < ap.

Wiele podobnych wlasnosci jest trescig ¢wiczen na liscie zadan nr 4.

Cho¢ w definicji ciagi sa numerowane liczbami naturalnymi, czesto numerowanie be-
dziemy rozpoczynali od zera lub od innej liczby naturalnej. Na przyktad ciagiem be-
dziemy nazywali funkcje dang wzorem a, = /2" — n3, cho¢ jest ona okreslona jedynie
dla n > 10 (oraz n = 1).

3.2. Zbieznosé. Motywacja: ciag jest zbiezny, jesli kolejne wyrazy sa coraz lepszymi,
dowolnie doktadnymi przyblizeniami pewnej liczby, nazywanej granica.

DEFINICJA 3.4. Ciag (a,) jest zbiezny do x (inaczej: ma granice x lub dgzy do x),
jesli dla kazdego € > 0 istnieje N takie, ze dla n > N zachodzi |a, — z| < e. Fakt ten
zapisuje sie w postaci

lim a, = x.
n—oo

Ciag, ktory nie ma granicy, nazywany jest rozbieznym.

Liczba N moze zaleze¢ od € (i oczywiscie od samego ciagu (a,,)), ale nie moze zaleze¢
od n. Mozna to interpretowa¢ w postaci gry: przeciwnik zadaje nam ¢ > 0, a my mamy
podaé¢ odpowiedni indeks N.

Powyzsza, definicje mozna modyfikowaé (i uzyska¢ rownowazna definicje) na kilka spo-
sobow:

e zamiast dowolnego ¢ > (0 mozna rozwazaé¢ na przyktad tylko ¢ = % dla k € N,
albo ¢ = 2% dla k € N, albo € € (0,&9) dla dowolnie ustalonego ¢ > 0;

e warunek n > N mozna zastapi¢ warunkiem n > N;

e warunek |a, — x| < € mozna zastapi¢ warunkiem |a, — z| < ¢;

e mozna wymagac, by N byto liczbg naturalna.

Dowdd jest ¢wiczeniem wstepnym na liscie zadan nr 5. Warunek |a, — x| < € oznacza
tyle, cox —e < a, < z+e¢, czyli a, € (x —e,x+¢). Definicje zbieznosci mozna wystowié
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nastepujaco: ciag (a,) jest zbiezny do x wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego £ > 0
warunek |a, — x| < ¢ jest speliony od pewnego miejsca.

Oczywiscie jesli dwa ciagi sa rowne od pewnego miejsca, to zbieznos¢ jednego z nich
oznacza zbieznos¢ drugiego — do tej samej granicy. Podobnie pominiecie lub dopisanie
skonczenie wielu wyrazow ciaggu nie wplywa na zbieznos¢ i granice, a pominiecie dowolnie
wielu wyrazow ciagu zbieznego prowadzi do ciggu zbieznego do tej samej granicy. Dowody
kilku tego typu faktow sa ¢wiczeniami wstepnymi na liscie zadan nr 5.

Przyktad. Ciagi o wyrazach %, \/iﬁ oraz (—1)"/n sa zbiezne do zera (spelniaja definicje

odpowiednio z N =1, N = & oraz N = 1).
g 13 13

Przyktad. Ciag staly jest zbiezny do swej (stalej) wartosci (spetniona definicja z N = 0).

Przyktad. Ciag o wyrazach (—1)" nie jest zbiezny, bowiem dla dowolnego x definicja
zbieznosci nie jest spelniona: dla e = 1 nie istnieje N takie, ze |a, — x| < e dlan > N,
gdyz oznaczaloby to |1 — x| < ¢ (istnieje parzysty n > N) oraz |—1 — x| < ¢ (istnieje
nieparzysty n > N), skad 2 = [(1 —2)+ (1 + )| < |1 —z|+ |1 — x| < 2¢ = 2, sprzecznos¢.

Przyktad. Ciag o wyrazach a,, = v/n + 1 — y/n jest zbiezny do zera:

_ - (n+1)—n 1
an = Vit 1 \/__\/n+1+\/ﬁ<\/ﬁ7

zatem |a, — 0| < & jeslin > .

Przyktad. Ciag o wyrazach a, = n(v/n? + 1 —n) jest zbiezny do %

( n((n*+1) —n?) 1
anp =n(vni+1—n)= = { ,
( ) vn2+1+n V1+1/n24+1
zatem a, < 3 oraz a, > 1/(1+2)+1) = 325 = § — 15
N = é (Latwiejszy dowdd tego faktu wynika 7z twierdzenia o pierwiastkowaniu granic,

ktore jest trescia ¢wiczenia na liscie zadan nr 5).

1 1. swvaetar ; oA
> 5 — 5 wystarczy wiec wzlacl

Udowodnimy kilka prostych wlasnosci granicy ciaggu. W wielu twierdzeniach wyma-
gamy, by pewne warunki spelnione byty od pewnego miejsca. Poniewaz jednak granica nie
zalezy od poczatkowych wyrazow ciggu, w dowodach bedziemy zaktadali, ze rozwazane
warunki spelione sa dla wszystkich n.

TWIERDZENIE 3.5. Granica ciaggu wyznaczona jest jednoznacznie.
Dowdd. Jesli z < y i obie te liczby sa granicami ciagu (a,), to dla e = 1(y — z) zachodzi

a, € (v —e,x+¢)dlan > N; oraz a, € (y — e,y +¢) dla n > Ny. Dla n wigkszego od
obu liczb Ny i Ny zachodzi a, € (x —e,x+¢) N (y — €,y + €) = &, sprzecznosc. O

Powyzszy dowdd jest bardzo typowy: jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne do granic x oraz
y, to dla kazdego € > 0 istnieje N takie, ze dla n > N spelnione sg jednocze$nie warunki
la, — x| < € oraz |b, — y| < e: przy oznaczeniach z dowodu wystarczy bowiem okresli¢
N = max{Ny, No}.

TWIERDZENIE 3.6. Jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne oraz a, < b, (od pewnego miej-

sca), to lim a, < lim b,.
n—oo n—ro0
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Dowdd. Niech x = lim a,, y = lim b,. Gdyby x > y, to dla ¢ = L(z — y) istnialoby

n—oo — 2

N takie, ze dla n > N zachodziloby a, € (x —e,x2+¢)ib, € (y — ¢,y + ¢), whrew
a, < b,. O

WNIOSEK 3.7. Jesli ciag (ay) jest zbiezny oraz a, < b (od pewnego miejsca), to

lim a, < b; jesli zas a,, > b (od pewnego miejsca), to lim a, > b. O
n—00 n—00

TWIERDZENIE 3.8. Ciag zbiezny jest ograniczony.

Dowdd. Niech x = lim a,. Istnieje N takie, ze gdy n > N, toa, € (x—1,z+1) (e = 1).

n—o0
Ciag (a,) jest wiec ograniczony z gory przez najwieksza z liczb ay, as, ..., ay_1, ¢+ 1,
a z dotu przez najmniejsza z liczb aq, as, ..., any_1, * — 1. U

Przyktad. Ciag o wyrazach /n nie jest zbiezny (bo jest nieograniczony: jesli n > a?, to
Vn > a).

Ponizsze twierdzenie to tzw. twierdzenie o trzech ciggach.

TWwIERDZENIE 3.9. Jesli ciagi (a,) i (¢,) sa zbiezne do tej samej granicy oraz a, <
b, < ¢, (od pewnego miejsca), to i ciag (by,) jest zbiezny, do tej samej granicy.

Dowdd. Niech x = lim a, = lim ¢,. Dla dostatecznie duzych n zachodzi a,,c, €
n—oo n—oo
(x —e,x+e¢),awlecib, € (x—e,x+e). O

1
n2+1

jest zbiezny do zera, bo 0 < ——— <

Przyktad. Ciag o wyrazach

3=

3
t

Przykiad. Ciag o wyrazach (—1)"/n jest zbiezny do zera, bo —+ < (=1)"/n < 2.

Ponizsze fundamentalne twierdzenie nosi nazwe twierdzenia o arytmetyce granic lub
tunerdzenia o cigglosci operacji arytmetycznych.

TWIERDZENIE 3.10. Jesli lim a,, = x oraz lim b, = y, to lim (a, + b,) = = + ¥,
n—oo

n—00 n—oo
an __ I

lim (a, — b,) = * —y, lim (a,b,) = 2y, a jesli y # 0, to réwniez lim = = 2.
n—o00 n—00 n—oo “" Y

Dowdd. Jesli |a, —z| < §51i|bp—y| < 5, to|(an+by)—(2+y)| < cil(an—b,)—(z—y)| <e.
Stad wynikaja pierwsze dwie wtasnosci.
Niech € > 0 i niech § bedzie najmniejszg z liczb 1

oraz g Jesli |a, —z| < §

e e
7 2(1+=]) I+yl)

oraz |b, —y| < J, to

|anbn — xy| = |an(bn = y) + (an — 2)y]
< fan(bn = y)[ + [(an — 2)y|
= lan||bn — y[ + [an — z|[y]
< |an|d + dlyl.
Ponadto |a,| = |(a, —x) + x| < |a, — x| + || <0+ |z| < 1+ |z], a wiec

|anbn —zyl < (1 +[2])d + 0yl < 5+ 5 =e
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To dowodzi trzeciej wlasnosci. Analogicznie jesli 0 jest najmniejsza z liczb 1 %‘, %
i4(81|+||1|), za$ |a, — x| <01 |b, —y| <9, to
‘bn|:|y_<y_bn)|2|y|_‘y_bn’ |y‘_6 %
skad
1 1y _ |y=bn] 3 26
o = 3l = Tooal < Bliea] S P
Dalej jak w dowodzie trzeciej wlasnosci:
|52 = 2] < anllsr = 51+ lan — 2|15
<(1+|x|)|y‘2+5|y|<—+§:a O

Uwaga: dopuszcza sig sytuacje, w ktorej b, = 0 dla pewnych n. Wtedy ciag ({= ) jest
okreslony tylko od pewnego miejsca, a w powyzszym dowodzie nalezy przyjac, ze n nalezy
do dziedziny ciagu (3) (czyli b, # 0). Ogolniej: mowi si¢ o granicach ciagow okreslonych

tylko od pewnego miejsca, np. hm n# = 0, cho¢ si6dmy wyraz ciaggu jest nieokreslony.
Prayklad. Zachodzi lim oty = lim AFUm — 140 — 1

n—00 (n+1) n—00 (1+1/n)? (14-0)2

Jesli (a,) i (b,) sa ciagami zbieznymi odpowiednio do = i y oraz x > 0, to ciag o
wyrazach (a,)’ dazy do z¥. Udowodnimy to twierdzenie po wprowadzeniu funkcji wy-
ktadniczej i logarytmicznej. Na razie nie bedziemy go wykorzystywaé, za to rozwazymy
dwa przypadki szczeg6lne. Pierwszy to twierdzenie o pierwiastkowaniu granic, ktore jest
tredcig trzech ¢wiczen na liscie zadan nr 5. Drugi wynik zawarty jest w kolejnym przy-
ktadzie, ktory wykorzystuje nierowno$é Bernoulliego.

TWIERDZENIE 3.11. Jesli x > —1 oraz n € Ny, to (1 + )" > 1+ nx.

Dowdd. Teza jest oczywiscie prawdziwa dla n = 0. Przypus$émy, ze (14 z)" > 1+ nx dla
pewnego n € Nyo iz > —1. Wowczas

14+ =0+2)1+2)">1+2)14+nz) =14+ 0+ Dz +nz* =14+ (n+ 1)z
Teza wynika wiec z zasady indukcji. U

Zauwazmy, ze z dowodu tatwo wynika, ze nier6wnos¢ Bernoulliego jest ostra, jeslin > 2
iz #0.
Przyktad. Ciag o wyrazach /2 jest zbiezny do 1,bol < /2 < 1+% na mocy nieréwnosci
Bernoulliego, a ciggi o wyrazach 1 oraz 1 + dadZad do 1.

Ogolniej, jesli a > 1, to 1 < Ya < 1+ =, zatem lim {/a = 1.

n—oo

Przyktad. Ciag o wyrazach /2" — 7 jest zbiezny do 2, bo 12” <2"—T7T<2"dlan >4,
zatem 2/3/2 < /2" —7 < 2 dlan > 4, a ciagi o wyrazach 2/\/§ oraz 2 dazg do 2.

Przyktad. Po raz drugi, w prostszy sposob obliczamy granice
lim n((n*+1) — n?)
n—oo  \/n24+14n
1 1 1

lim = =—.
nsoo /14+1/n2+1 V1+0+1 2

Wykorzystaliémy tu twierdzenie o pierwiastkowaniu granic.

lim (n( n2+1—n)) =

n—oo




21

3.3. Zbieznos¢ a liczby rzeczywiste. Postulat o istnieniu kreséw, odrozniajacy liczby
rzeczywiste od liczb wymiernych (i innych cial uporzadkowanych), ma fundamentalne
znaczenie dla pojecia zbieznosci.

TWIERDZENIE 3.12. Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Dowdd. Jesli (ay) jest rosnacy, to kres gorny x zbioru {a, : n € N} jest jego granica:
a, < x dla wszystkich n € N, za$ dla dowolnego € > 0 istnieje N € N takie, ze ay > v —¢
i wobec tego a, >xr —edlan > N. O

Przyktad. Ciag a, = 35 + 3 + ...+ -5 jest rosnacy (jasne) i ograniczony — jest to
¢wiczenie na lidcie zadan nr 3, a inny dowod to
ay <1+ 15 +55 4.+ oo
=1+(1-+G—3)+...+G5—2)
=1+1-1<2

Ciag (a,) jest zatem zbiezny. (Granica jest %2, dowdd zostanie przedstawiony na drugim
semestrze).

Przyktad. Ciag (a,) dany wzorami a; = v/2, any1 = /2 + an (gdzie n € N) jest rosnacy
(indukcja: a; = V2< V242 =ayi ponadto jesli a, < a,y1, t0 apy1 = V2+a, <
V2 + Gpy1 = any0; uogdlnienie jest ¢wiczeniem na liscie zadai nr 5) i ograniczony (in-
dukcja: a; < 21 ponadto jesli a, < 2, to a,+1 < V2 + 2 = 2). Wobec tego ciag (a,) jest
zbiezny. Skoro a2., = 2 + a,, granica z ciagu (a,) spelnia rownanie 2 = 2 + x, skad

tatwo x = 2 lub x = —1. Skoro a,, > 0, musi zachodzi¢ lim a, = 2. Nieformalnie:
n—oo

¢z+¢2+w2+v§1ffzz

Ponizsza definicja jest jedna z fundamentalnych idei w analizie i topologii.

DEFINICJA 3.13. Ciag (a,) jest ciggiem podstawowym (inaczej: Cauchy’ego lub fun-
damentalnym), jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje N takie, ze dla n,m > N zachodzi
la, — am| < €.

Kazdy ciag zbiezny jest podstawowy: jesli lim a, = z, to dla dostatecznie duzych n, m
n—oo
zachodzi |a, — x| < § oraz |a, — x| < §, zatem |a, —ap| < |y — 2|+ |T—an| < 5+5 =<
Okazuje sie, ze prawdziwe jest réwniez przeciwne wynikanie.

TWIERDZENIE 3.14. Ciagi podstawowe sa zbiezne.

Dowdd. Niech (a,) bedzie ciagiem podstawowym i niech B bedzie zbiorem tych liczb
b € R, dla ktorych nier6wnosé a,, < b spelniona jest od pewnego miejsca.

Ciag (ay) jest ograniczony — dowod jest niemal taki sam, jak dla ciagoéw zbieznych.
Wobec tego B jest zbiorem niepustym (zawiera wszystkie ograniczenia z gory) i r6znym
od R (nie zawiera zadnych ograniczen z dotu).

Okreslmy =z = inf B i ustalmy € > 0. Z definicji x wiemy, ze B zawiera element b
mniejszy od x + ¢, a wiec istnieje N; takie, ze nier6wnos¢ a, < b < x + ¢ zachodzi dla
n > Nj.
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Niech N bedzie takie, ze |a, — a,| < %8 jesli m,m > N,. Skoro x — %6 ¢ B, istnieje
nieskoniczenie wiele indeksow m takich, ze a,, > x — %5; w szczegdlnodci istnieje taki
indeks m, ktory jest wiekszy od N,. Dla wszystkich n > N, zachodzi wiec

U > am — 26> (v — 1) —se=x—c.

Ostatecznie otrzymujemy = — ¢ < a, < = + ¢ dla wszystkich n > max{N;, No}. Skoro
e > 0 jest dowolny, oznacza to, ze (a,) jest zbiezny do x. O

W powyzszym dowodzie wykorzystaliémy definicje kresu do udowodnienia zbieznosci.
Pojecie granicy ciagu jest jednak bardziej intuicyjne od pojecia kresu — wygodnie jest
zwlaszcza wyznaczaé kresy zbiorow przy pomocy ciggdéw.

TWIERDZENIE 3.15. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym z gory podzbiorem R.
Liczba a jest kresem gornym A wtedy i tylko wtedy, gdy a jest ograniczeniem goérnym
zbioru A oraz granica pewnego ciggu elementéw zbioru A. Analogiczne twierdzenie
zachodzi dla kreséw dolnych.

Dowdd. Przypusémy, ze a jest ograniczeniem z gory zbioru A oraz a = lim a, dla pew-
n—oo

nego ciagu (a,) o wyrazach zawartych w A. Jedli b < a, to od pewnego miejsca zachodzi
a, > b (z definicji zbieznosci dla e = a — b), a wiec b nie jest ograniczeniem z gory zbioru
A. Wobec tego a = sup A.

7 drugiej strony jesli a = sup A, to dla kazdego n € N istnieje element a,, € Aﬂ(a—%, a).

Z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze lim a, = a. O
n—oo

Do kolejnego przyktadu potrzebny bedzie nastepujacy prosty rezultat.

TWIERDZENIE 3.16. Kazda liczba rzeczywista jest granica pewnego ciggu liczb wy-
miernych.

Dowdd. Jesli x € R, to przedziat (z,z + %) zawiera pewna liczbe wymierna a,. Z twier-
dzenia o trzech ciagach wynika, ze ciag (a,) jest zbiezny do z. O

Przyktad. Wykazemy ponownie, ze kresem dolnym zbioru {z + 2 : z € Q,z > 0} jest
21/2. Liczba ta jest ograniczeniem dolnym rozwazanego zbioru, bowiem (z + 2) —2v/2 =
%(ac —1/2)2 > 0. Ponadto istnieje ciag dodatnich liczb wymiernych (a,) zbiezny do v/2,

a wiec istnieje ciag (a, + %) elementow rozwazanego zbioru zbiezny do v/2 + \% =2v/2.

Wygodnie czasem wprowadzi¢ nastepujaca definicje.

DEFINICIA 3.17. Domknieciem zbioru A nazywamy zbiér wszystkich mozliwych gra-
nic ciggoéw, ktorych wyrazy sg elementami A. Domkniecie zbioru A oznaczane jest
symbolem A lub Cl A.

Jesli A jest ograniczony z gory, to kazdy element zbioru A nie przekracza sup A. Wobec
tego wszystkie granice ciggéw o wyrazach ze zbioru A sg ograniczone z géry przez sup A.
Innymi stowy, sup A jest ograniczeniem z gory zbioru A. 7 drugiej strony na mocy
poprzedniego twierdzenia sup A jest elementem A. Oznacza to, ze kres gorny zbioru jest
najwiekszym elementem jego domkniecia.

Przy okazji wprowadZzmy pokrewne pojecie pochodnej zbioru.
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DEFINICJA 3.18. Ciag nazywamy rdznowartosciowym, jesli jego wyrazy sa parami
rozne. Pochodng zbioru A nazywamy zbior wszystkich mozliwych granic réznowar-
tosciowych ciagow, ktorych wyrazy sa elementami A. Pochodna zbioru A oznaczana
jest symbolem A’. Elementy zbioru A’ nazywamy punktami skupienia zbioru A. Ele-
menty zbioru A\ A’ nazywamy punktami izolowanymi zbioru A.

Oczywiscie A’ C A. Mozna udowodni¢, ze kazdy element A jest albo punktem skupienia
A, albo punktem izolowanym A. Dowodzi sie ponadto, ze x € A jest punktem izolowanym
zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego € > 0 zachodzi AN (z — e,z +¢) = {z}.

3.4. Szeregi. Czesto znane sa nie kolejne wyrazy ciagu, a jego przyrosty.
DEFINICJA 3.19. Szereg > a, o wyrazach a, to ciag sum czesciowych (s,) o wyrazach

n:Zaj:a1+a2+...+an

Szereg jest zbiezny, jesli ciag (s,) jest zbiezny. Granica ciagu (s,) nazywana jest

sumq szeregu i oznaczana » | a.
n=1

Formalnie sumy skonczone zdefiniowane sg indukcyjnie
n+1

1 n
E a; = ay, E a; = E Q5 + Api1-
J=1 Jj=1 Jj=1

Proste wlasnosci sum skonczonych beda wykorzystywane bez (zwykle indukcyjnego) for-
malnego dowodu. Czasem wyrazy szeregow zaczynamy numerowaé od zera; wowczas dla
n € Ny sumy czeSciowe okreslone sg wzorem

n:Zaj:a1+ag+...+an

DEFINICJA 3.20. Szereg Zan jest bezwzglednie zbieiny, jesli szereg Z|an| jest

zbiezny. Szereg, ktory Jest zbiezny, lecz nie bezwzglednie zbiezny, nazywany jest
warunkowo zbieznym.

TWIERDZENIE 3.21. Szeregi bezwzglednie zbiezne sa zbiezne.

Dowdd. Niech s, = ay; +ag+ ...+ ap i t, = |a1| + |ag| + ... + |ay|. Jesli n > m, to
150 — Sm| = |@ms1 + @Gmao + -+ | < |ama1| + lamee| + -+ am] = tn — tm,

skad [s, — sm| < |tn — t,] dla wszystkich n,m € N. Jesli ciag (¢,) jest zbiezny, to
jest tez ciagiem podstawowym. Na mocy udowodnionej nier6wnosci ciag (s,) jest wiec
podstawowy, zatem jest zbiezny. U

WNIOSEK 3.22. Jesli > |a,.1 — ay| jest zbiezny, to (a,) jest zbiezny.
n
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Dowdd. Na mocy twierdzenia zbiezny jest szereg > (a,41 — a,), a jego sumy czesciowe to
n
Sn = an+1 — a1. Oznacza to, ze ciag o wyrazach a,, = s,_1 + a; tez jest zbiezny. U

Przyktad. W jednym z przyktadéw wykazano, ze szereg Z -z jest zbiezny. Szereg Z G

jest wiec bezwzglednie (a wiec i zwyczajnie) zbiezny.

Przyktad. Szereg geometryczny > q" jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |¢| < 1. Za-

o0
chodzi wowczas 3 ¢" = L (jest to ¢wiczenie na liScie zadani nr 5).
n=1

Z twierdzenia o ciagu monotonicznym i ograniczonym wynika, ze szereg Y |a,| jest
n
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag jego sum czesciowych jest ograniczony (z gory).

Fakt ten wykorzystano w kolejnych dwoch przyktadach. Wynika z niego tez kryterium
pordownawcze, sformulowane po jeszcze jednym przyktadzie.

Przyktad. Szereg > (v/n + 1 — y/n) jest rozbiezny, bowiem ciag sum czesciowych ma wy-
razy s, = v/n + 1% 11 jest nieograniczony. Z drugiej strony

. . +1)—
lim (vVn+1—+/n :hm(n—
Aim ( V) n—oo \/n+ 1+ /n
1 1 1
= i [— Y S
n—><><>< Tl\/l—i—l/n—i—l) VI+0+1

Przyktad. Szereg harmoniczny Z% jest rozbiezny, bowiem ciag sum cze$ciowych jest
nieograniczony. W istocie, "

sp=1l+3+:+... 4+
:1+—+( +H+G+s+i+E)+ .t (EE st )
2 stet7ts 2k—T41 " 2k—142 T --- T 2k
21+3+G+D+G+HE+E+D+ Gt E+ )

=l+i+3+3+...+1=1+%

(_13:171 jest warunkowo zbiezny: nie jest on bez-
wzglednie zbiezny, lecz jego sumy c%esciowe spelniajad nier6wnosci:

Przyktad. Szereg anharmoniczny >

> 0,

_ 1
<0, Sopy2—Son = 527 —

| ==l
Son — Son—1 = 5, <0, Sony1 —S2p-1 =3, + In+1 2n+2

2n 2n+1

a wiec (Sgp-1) jest malejacy, (s2,) jest rosnacy i oba te ciagi sa ograniczone przez s; = 1z

gory oraz s, = 5 z dotu. Sg to wigc ciggi zbiezne. Ponadto hm (32n — Sop_1) = 11m 5—7} =

0, zatem (sgn,l) (s2n) sa zbiezne do tej samej granicy. Stqd latwo Wywnloskowac (Wprost
z definicji zbieznosci) zbieznos¢ (s,) (do tej samej granicy).

TWIERDZENIE 3.23. Jesli |a,| < b, dla wszystkich n € N (lub od pewnego miejsca)
oraz szereg »_ b, jest zbiezny, to szereg > a, jest (nawet bezwzglednie) zbiezny. [

n n
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4. Funkcja wykladnicza i logarytm

Niniejszy rozdzial poswiecony jest najwazniejszej funkcji w rachunku rézniczkowym i
catkowym. Duza czesé przedstawionego tu materiatu jest dos¢ skomplikowana i powinna
by¢ traktowana jako zapowiedz dalszej czesci wyktadu.

4.1. Funkcja wykladnicza. Ponizsza definicja jest nieco nienaturalna, ale bardzo $cista
i niezwykle uzyteczna.

DEFINICJA 4.1. Funkcja wyktadnicza (inaczej: eksponencjalna) dana jest wzorem:

) 33'2 3 " = "
exp(z) = lim <1+1,+—+—+ +—) =y =

n—00 21 3! n! n!
n=0

Do dowodu poprawnoéci definicji potrzebny bedzie nastepujacy pomocniczy wynik.

LEMAT 4.2. Jesli z € R, to ciag (4;) jest ograniczony.

Dowdd. Ciag (% : n € N) jest malejacy od pewnego miejsca (od n = ||z|]), jest wiec
ograniczony z gory. U

Dowdd poprawnosci definicji. Niech x € R oraz a, = % Niech ponadto M bedzie ogra-
niczeniem z gory ciagu o wyrazach 2"‘7:‘ \2:\ . Wtedy |a,| = ‘le M(3)", zatem

szereg Y aj, jest zbiezny na mocy kry terlum poréwnawczego. O
n

W dalszej czesci potrzebny bedzie wzor dwumianowy Newtona. Dla n, k € Ny takich,
ze k < n, wspotczynnik dwumianowy lub symbol Newtona okreslony jest wzorem

(n) - W nn=1)..(n—k+1)

k I(n —k)! k!

TWIERDZENIE 4.3. Zachodzi

(z+y)" = Zn: (Z) z" Ty

k=0
= (") + (M)t (a2 " ey ()
~\o 1 J 2 e n—1)" n)?
Dowdd. Dla n = 1 oczywiscie wzor zachodzi (dla n = 0 réwniez). Przypusémy, ze

zachodzi on dla pewnego n € N (i wszystkich ¢, s € R). Wtedy
(x+y)" = (z+y)"(@+y)

= () + () Qe () () )
= ("4 () + () o (e (D)
F (@4 Qa5+ Qa4+ (o + ()
= (e () + () ety () + ()29 + () + ()

ot ()4 (D) 20 ()4 (L) o + (o
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Pozostaje zauwazy¢, ze (”gl) = (8) =1= (Z) = (ZE) oraz (jest to ¢wiczenie na liscie
zadan nr 7)

n N n _(n+1
k k—1)  \ k
gdy 1 < k < n. Teza wynika z zasady indukcji. U

W zapisie skrotowym (i bardziej formalnym) dowod wyglada nastepujaco:

(z+y)" = (2 +y)"(x

n
( k ) (z+y)
k=0
()nk—l—lk Z(n)xnkk-&-l
k
n—1
:In+1+z (Z)xn Rtk ( ) n—kyktl g ntl
k=1 k=0
Zx"“+2(7'l) ( : )xn”lij"“
— \J Jg—1
J_
="y (<n> - ( " ) g Iyl oyt
= \\J J—1

TWIERDZENIE 4.4. Zachodzi exp(z + y) = exp(z) exp(y).

M:

xnf]Jrly] +
1

<.
Il

Dowdd. Niech a, = 14+ & + 2 4 42 p, =14 % 484 400
%%—...—%(Hy Wtedy

anb, =1
x Y
(1)
1’2 Ty y2
+<m+ii+§>

xd J/’Qy xyZ y3
*@*ﬁ*ﬁ+ﬂ

" xn—ly xn—2y2 xyn—l yn
N (H+ R TR ) [P A TT +H)

+ T'n,

gdzie reszta r, jest suma "(”H) sktadnikow postaci x%y!/(k!l!) z indeksami k i [ spel-

niajacymi nieréwnosci k +l > n oraz k,l < n. Ze wzoru dwumianowego Newtona,
anb, = ¢, +1,.




27

ly[™

Niech M bedzie wspolnym ograniczeniem z gory ciggéw o wyrazach 8”% oraz 8" -

Wowezas LI < 072 784+ < M2 /8", a wiee
nn+1) M* _ M? n n+1
L B )
2 {n on 9n 2n+1
Poniewaz n < 2", zachodzi |r,| < M?/2", czyli r, jest zbiezny do zera. Wobec tego
Cn = apby, — 1, jest zbiezny jednoczes$nie do exp(x + y) i do exp(x) exp(y). O

ral| <

W szczegolnosci wiec exp(—z) = 1/ exp(z).

WNIOSEK 4.5. Funkcja wykltadnicza jest dodatnia i §cisle rosnaca.

Dowdd. Oczywiscie dla x > 0 zachodzi exp(z) > exp(0) = 1, skad exp(—z) = 1/ exp(x) >
0. Ponadto gdy = < y, to exp(z) = exp(z) exp(y — ) > exp(x). O

TWIERDZENIE 4.6. Funkcja wyktadnicza jest ciggla: dla kazdego x € R oraz € > 0
istnieje § > 0 taka, ze jesli |y — x| < 9, to |exp(y) — exp(z)| < e.

Dowdd. Jedli |y| < 1, to oczywiscie

v v v l
n! 1=yl
Jesli wice |y] < 1 |y| < 5, to |exp(y) — 1| < 2Jy| < e. Zatem exp jest ciagta w 0.
Podobnie jesli z € R, |y — z| < % oraz |y — x| < exp(—x)3, to

lexp(y) — 1| = lim |= + =+ ...+

< i 1 2 ul™ —
b ETIET < lim (Jyl + [y + ... + y|")

lexp(y) — exp(z)| = exp(z) lexp(y — z) — 1| < exp(z)2]y — 2| <,
czyli exp jest ciagta w z. U

Ciaglosé oznacza mozliwos¢ zamiany kolejnosci granicy i funkceji.

TWIERDZENIE 4.7. Jedli ciag (a,) jest zbiezny do z, a funkcja f jest ciagta w z, to
ciag (f(a,)) jest zbiezny do f(x).

Milczaco zakltada sie tu, ze wartosci a,, naleza do dziedziny funkcji f.

Dowdd. Niech € > 0. Istnieje 6 > 0 o wlasnosci: jesli |a, — x| < 6, to |f(an) — f(x)] <e.
[stnieje N o wlasnosci: jesli n > N, to |a, — x| < 4. O

Niedtugo zdefiniujemy potegowanie przy pomocy funkcji wyktadniczej oraz logarytmu.
W szczegolnoscei zachodzi¢ bedzie exp(z) = (exp(1))” = e*, gdzie

=1 1 1 1 1
6=exp(1)=25=a+ﬁ+§+§+...

jest liczbg Fulera. Warto odnotowa¢ bardzo uzyteczne oszacowanie i udowodni¢ niewy-
miernosé e.

WNIOSEK 4.8. Zachodzi 1+ x < exp(z) gdy = # 0 oraz exp(z) < ﬁ gdy x # 0,
r <1
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Dowdd. Dolne oszacowanie jest oczywiste dla x > 0 (wszystkie sktadniki sumy okreslaja-
cej exp(x) sa dodatnie) i z < —1 (bo exp(x) > 0). Gorne zostato udowodnione wczesniej,
gdy 0 <z < 1. Gdy z < 0, to —x > 0 1 stad

1 1
exp(—1) ST

exp(t) =
co konczy dowod gornego oszacowania. Gdy za§ —1 <z < 0, to 0 < —z < 11 wobec tego
1
exp(r) = —— < 1+ O
exp(—x)
W przysztosci zostanie wykazane, ze
T n
exp(x) = lim (1 - —)
n—00 n

(inny dowod jest trescia ¢wiczenia dodatkowego na liscie zadan nr 7). Wzor ten ma
wazna interpretacje: jesli odsetki w wysokosci nominalnej x rocznie sa kapitalizowane
(czyli dopisywane do lokaty) w n okresach, to faktyczne oprocentowanie roczne wynosi
(14 £)" —1. Gdy n jest duze, z dobrym przyblizeniem wartos¢ lokaty po jednym roku
to wartos¢ poczatkowa przemnozona przez exp(z).

W szczegodlnosci zachodzi stynny wzor

1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

TWIERDZENIE 4.9. Liczba e jest niewymierna.

Ogolniej: exp(t) jest niewymierna dla wszystkich wymiernych ¢ # 0. Sa to wrecz
liczby przestepne, nie sa wiec pierwiastkami zadnego wielomianu o wspoétczynnikach wy-
miernych.

Dowdd. Gdyby e = § (gdzie p € Z, g € N), to dla n € N, n > ¢, zachodzitoby

‘ N R ool
12l nl n+ D! (n+2)

Lewa strona ma wartos¢ catkowita, prawa zas spelnia
n! n! 1 1

a2l S hdl T '

1 1 \' o1
— 1— = - <1
n+1 n-+1 n

Jednak nie ma liczby calkowitej zawartej w przedziale (0, 1) — sprzecznos¢. Zatem e jest
niewymierna. O

0<

4.2. Logarytm mnaturalny. Logarytm naturalny to funkcja odwrotna do funkcji wy-
ktadniczej. [|rysunek]]|

DEFINICJA 4.10. Logarytm naturalny liczby x > 0 to liczba y € R taka, ze exp(y) =
x. Logarytm naturalny jest oznaczany In(z) (lub Inz, lub log(z), lub log x).

Dowo6d wykorzystuje w zasadzie tylko dwa fakty: monotonicznosé i cigglosé funkcji
wykladnicze].
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Dowod poprawnosci definicyi. Jesli taka liczba y istnieje, to jest jedyna, bowiem exp jest
Scisle rosnaca.

Niech x > 0. Poniewaz exp(z) > z > v dla z > x, zbior A = {z € R : exp(z) < z} jest
ograniczony z gory (przez x). Poniewaz exp(z) < —2 dla z < 0, zbiér A jest niepusty
(zawiera —1). Niech y = sup A. Istnieje ciag (z,) elementow A zbiezny do y. Z cigglodci
funkcji wykladniczej wynika, ze exp(y) = nlggc exp(z,) < z. Istnieje tez inny ciag (z,)
elementow R\ A zbiezny do y (np. z, = y+%), zatem znow z ciagtosci funkeji wykltadniczej
wynika, ze exp(y) = 7}13;10 exp(z,) = x. Stad exp(y) = «. O

Whprost z definicji wynika, ze In(exp(z)) = x (dla z € R) oraz exp(In(z)) = z (dla
x> 0).

TWIERDZENIE 4.11. Logarytm naturalny jest Scisle monotoniczna funkcja ciagta.

Znéw do dowodu wystarcza wiedzie¢, ze funkcja wyktadnicza jest $cisle monotoniczna
i ciagla.

Dowdd. Scista monotonicznosé wynika ze §cistej monotonicznosci funkcji wykladniczej:
jesli 0 < @y < g oraz x; = exp(y1) 1 2 = exp(y2), to Y1 < yo.

Niech z > 0ie > 0. Niech y = In(z), czyli = exp(y). Niech wreszcie § = min(exp(y+
e) —exp(y),exp(y) —exp(y —¢)). Jesli |z — x| < 0, to exp(y —¢) < z < exp(y +¢). Skoro
logarytm naturalny jest $cisle monotoniczny, to y — e < In(z) < y + . Oznacza to, ze
jesli |z — x| < 0, to |In(z) — In(x)| < e. O

Z wlasnosci exp(t + s) = exp(t) exp(s) natychmiast wynika wtasnos¢ In(zy) = In(z) +
In(y). Podobnie z oszacowan funkcji wykladniczej wynikaja analogiczne oszacowania
logarytmu naturalnego.

WNIOSEK 4.12. Zachodzi 1 — 1 <In(z) <z —1gdy 2 #1, 2> 0.

Dowdd. Dla y # 0, y > —1 zachodzi 1 +y < exp(y), czyli In(1 4+ y) < y. By uzyska¢
oszacowanie z gory, wystarczy podstawi¢ y = z — 1. Podobnie dla y # 0, y < 1,
zachodzi exp(y) < —

e czyliy < ln(fly). Oszacowanie z dotu wynika z tej nieréwnosci

po podstawieniu y = 1 — i O
4.3. Potegowanie. Potegowanie mozna okresli¢c wpierw indukcyjnie dla wyktadnikow
naturalnych, nastepnie dla wyktadnikow wymiernych przez pierwiastkowanie, i wreszcie
dla wyktadnikoéw rzeczywistych przez cigglosé. Taka definicja jest jednak skomplikowana
i wymaga duzo pracy. Prostszy sposob przedstawiony jest ponizej.

DEFINICJA 4.13. Dla « > 0 oraz y € R potega x¥ o podstawie x i wyktadniku y
zdefiniowana jest wzorem x¥ = exp(yIn(z)).

Wtasnosci potegi: o' = z, 2° = 1, 2°y* = (zy)?, 2¥2® = oY, (2¥)* = 2¥*, wynikaja
wprost z definicji. Latwo tez (indukcyjnie) sprawdzi¢, ze 2" jest iloczynem n czynnikow x
gdy n € N. Monotoniczno$é¢ funkeji potegowej (danej wzorem f(z) = 2* = exp(aln(z))
dla pewnego a € R; tu > 0) i wykladniczej (danej wzorem g(z) = a* = exp(zIn(a))
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dla pewnego a > 0; tu z € R) wynika z monotonicznosci exp i In. Prawdziwe jest tez
nastepujace twierdzenie o potegowaniu granic.

TWIERDZENIE 4.14. Jesli lim a, = x, hm b, =y oraz x > 0, to lim a’» = ¥.

n—o0 n—00

Dowdd. 7 cigglosci logarytmu 1 funkcji wyktadniczej wynika kolejno, ze lim In(a,) =
n—oo

In(x), lim (b,In(a,)) = yIn(x) oraz hm exp(bn In(a,)) = exp(yIn(z)). O

Przy dodatkowych zalozeniach podobny rezultat zachodzi, gdy =z = 0.

TWIERDZENIE 4.15. Jedli lim a, = 0, hm b, =y oraz y > 01ia, >0 (od pewnego

n—o0
miejsca), to 7}1—2}0 alr = 0.

Dowdd. Niech ¢ > 0. Od pewnego miejsca zachodzi 0 < a, < min{e?/¥,1}i b, > %y,
skad 0 < abr < e, O
Logarytm o dowolnej podstawie zdefiniowany jest nastepujaco: log,(z) = y wtedy i
tylko wtedy, gdy ¥ = x (tu z > 0, a > 01 a # 1). Wprost z definicji wynika, ze
log,(x) = y jesli exp(yln(a)) = z, czyli y = In(a)/In(z). Podobnie prosto dowodzi sie
innych wlasnosci logarytmoéw:
log,(z) = (248, log,(zy) = log,(v) +log,(y),  log, () = ylog, ().

Na koniec tego rozdzialu warto wspomnieé, ze (w mysl powyzszych definicji) exp(t) = e
oraz In(z) = log,(z).

t
4.4. Funkcje trygonometryczne. Rownie formalnie mozna zdefiniowaé¢ podstawowe
funkcje trygonometryczne.

DEFINICJA 4.16. Funkcje sinus i cosinus dane sa wzorami

2 4 .6 —1)" 2n co —1)" 2n
cos(z) = lim <1—$+I—I+.__+()I>_Z(>x

n—>00 2l 41 6! (2n)! c~  (2n)!
.’I,‘3 1.5 .777 (71)7L.7/,27L+1 ce (71)7L.,L,2n+1
sin(z) = lim <x T TR G T ) 2n + 1)

Wykonujac rachunki podobne do tych przeprowdzonych dla funkeji wyktadniczej, mozna
wykazaé¢ znane wzory trygonometryczne:

(sin(z))* + (cos(x))?

1,
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

Cho¢ jest to bardzo formalne, $ciste i uzyteczne podejscie, nas jednak beda interesowaly
dowody geometryczne wymienionych wyzej wlasnosci.
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5. Ciagi liczbowe (cze$é II)

5.1. Granice niewlasciwe. Niezwykle wygodnie jest pisac:
infA=—-o00 gdy A jest nieograniczony z dotu,
sup A = oo gdy A jest nieograniczony z goéry

jest niezwykle uzyteczna. Nie oznacza to, ze inf A czy sup A sa tu liczbami (symbole —oo
i 0o nie sa liczbami!), ani nawet ze inf A i sup A sa okreslone. Jest to po prostu skrocony
zapis.

Podobna naturalng konwencje stosuje si¢ przy opisie dwoch klas ciagdéw rozbieznych.

DEFINICJA 5.1. Ciag (a,) jest rozbiezny do plus nieskoriczonosci (inaczej: ma granice
niewta$ciwg plus nieskoriczono$é lub dgzy do plus nieskoriczonosci), jesli dla kazdego
M istnieje N takie, ze dla n > N zachodzi a,, > M. Fakt ten zapisuje sie w postaci

lim a, = oo. Analogicznie ciag (a,) jest rozbiezny do minus nieskoriczonodci (inaczej:
n—oo

ma granice niewtasciwg minus nieskoriczonosé lub dgzy do minus nieskoriczonosci),
jesli dla kazdego M istnieje N takie, ze dla n > N zachodzi a,, < M; zapisuje sie ten

fakt w postaci lim a, = —o0.
n—oo

Dla $cislejszego odrdznienia ciggéw zbieznych od ciagéw rozbieznych do oo i —oco moéwi
sie czesto, ze ciagi zbiezne maja granice wlasciwg. W definicji granicy wladciwej wystarczy
rozwaza¢ dowolnie male ¢ > 0; podobnie w definicji granicy niewlasciwej oo wystarczy
rozwaza¢ dowolnie duze M (np. M > 1), za§ w definicji granicy niewlasciwej —oo —
dowolnie duze ujemne M (np. M < —1).

Ciagi rozbiezne do co lub —oo maja wiele uzytecznych witasnosci, podobnych do wta-
snosci granic. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie o dwoch ciggach:

TWIERDZENIE 5.2. Jesli a,, > b, (od pewnego miejsca) oraz lim b, = oo, to lim a,, =
OO n—0o0 n—oo

Dowdd. Dla kazdego M istnieje N takie, ze b, > M dla n > N. Oznacza to, ze a, > M
dlan > N. O

Ciagi monotoniczne zawsze maja granice: wlasciwa lub niewlasciwa.

TWIERDZENIE 5.3. Nieograniczony z gory cigg rosnacy jest rozbiezny do oco. Analo-
gicznie nieograniczony z dotu ciag malejacy jest rozbiezny do —oo.

Dowdd. Jesli (a,) jest nieograniczony z gory, to dla kazdego x istnieje N € N, takie, ze
ay > x. Jedli dodatkowo (a,) jest rosnacy, to a, > ay > x dla n > N, co oznacza, ze

lim a, = co. ]
n
n—00

Mozna sformutowaé¢ pewne prawa arytmetyki granic niewtasciwych.

TWIERDZENIE 5.4. (a) Warunek lim a, = —oo jest rownowazny warunkowi
n—0o0
lim (—a,) = oo;
n—oo
(b) warunek lim a, = oo jest rownowazny warunkowi: a, > 0 od pewnego miej-
n—o0
sca oraz lim -+ = 0;

n—oo "
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(¢) jesli lim a, = oo, to ciag (a,) jest ograniczony z dotu;
n—oo

(d) jesli ciag (a,) jest ograniczony z dotu i lim b, = oo, to lim (a, + b,) = oo;
n—oo n—00

(e) jesli ciag (a,) jest od pewnego miejsca ograniczony z dolu przez dodatnia
liczbe i lim b, = oo, to lim a,b, = oo;
n—oo n—oQ
(f) jesli ciag (an) jest ograniczony i lim b, = oo, to lim = = 0.
n—00 n—oo “n
Analogiczne wlasnosci maja ciggi rozbiezne do minus nieskonczonosci.

Dowdd. Ponizej przedstawiony jest zarys dowodu w kazdym z przypadkow:
(a) a, < M Wtedy i tylko wtedy, gdy —a, > —M,

(b) gdy € = 5; > 0, to a, > M wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < = - <&

(¢) ap, >0 od pewnego miejsca;

(d) Jesh ¢ jest ograniczeniem z dotu ciagu (a,) i b, > M — ¢, to a, + b, > M;

(e) jesli ¢ > 0 jest ograniczeniem z dotu dalekich wyrazow ciagu (a,) i b, > %, to
an,b, > M,

(f) jesli ¢ > 0 jest ograniczeniem z gory ciagu |an|ib, > £, to |2 <e.

U

WNIOSEK 5.5. (a) Jesli nh_)rglo a, = i nh_)nolo b, = 00, to 7}1_)1210(@“ + b,) = o0

(b) jesli nlg& a, = 0o i nlggo b, = 00, to T}Lrglo(an + b,) = o0;

(c) jesli lim a, =y >0i lim b, = 00, to 7lli_>n§o(anbn) = o0;

(d) jesli hm a, = 00 i e b = 00, to lim (a,b,) = co.

Analoglczne Wlasnosm rr&?%%@gi rozbieé;lzofio minus nieskoriczonosci. U
TWIERDZENIE 5.6. (a) Jesli nll_)I{)lo a, = 00, to nh_>no10 In(a,) = oo oraz
lim exp(a,) = o0;
(b) ;L(;i)fy}l—?olo a, = —00, to nh—>nolo exp(a,) = 0;
(c) jesli nh_)rgo a, =01 a, >0 (od pewnego miejsca), to nh_)rglo In(a,) = —oc.

Dowaod. Dwa ostatnie stwierdzenia wynikaja z pierwszego, wlasnosci funkeji exp i In oraz

wlasnoéci granic niewlasciwych: exp(a,) = 1/exp(—ay,) oraz In(a,) = —In(--). Pozo-
n
staje udowodni¢ pierwsze stwierdzenie.
Jesli lim a,, = oo, to z nier6wnosci exp(a,) = a, i twierdzenia o dwoch ciggach

n— 00

wynika, ze lim exp(a,) = oco. Ponadto dla dowolnego M zachodzi a, > exp(M) od
n—oo

pewnego miejsca, zatem In(a,) > M od pewnego miejsca. Oznacza to, ze (z definicji)

lim In(a,) = co. ]
n—oo
WNIOSEK 5.7. (a) Jesli lim a, =00 i lim b, =y >0, to lim a’ = oo;
n—00 n—00 n—00
(b) jesli lim a, = oo i lim b, = oo, to lim ab" = oo;
n—oo n—oo n—oo

(c) jesli hm ap, =z > 11 lim b, = 0o, to lim a" = oo;

n—oo n—oo
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(d) jesli lim a, =z € (0,1) i lim b, = oo, to lim a’» = 0;

(e) jesli lim a, =0, a, > 0 (od pewnego miejsca) i lim b, = oo, to lim a’" = 0.
n—+00 n—+00 n—00

Dowdd. W dowodzie korzysta si¢ z definicji a’» = exp(b,In(a,)) i wlasnosci granic nie-
wlasciwych. O

Powyzsze prawa dzialan na granicach niewlasciwych zapisuje sie zwykle skrotowo przy
pomocy symboli oznaczonych, miedzy innymi dlay > 01z > 1:

[00] + [2] = [o0], [0 + [2] = [—od], [00] + [00] = [oc],
[00] - [y] = [0, [00] - [=y] = [-od], [00] - [o0] = [oc],
R 1 ool g

[OO] - [O ]7 [0+] [ ]? [0+] [ ]a
(o] = [od], (] = [0, [o0] > = [oc],

gdzie [oo] symbolizuje ciag rozbiezny do plus nieskoriczonosci, [07] symbolizuje ciag
zbiezny do zera i o wyrazach (od pewnego miejsca) dodatnich itp. Zapisy takie nalezy
traktowa¢ wylacznie symbolicznie. W zbiorze R U {—00, 00} nie da sie bowiem wpro-
wadzi¢ dziatan tak, by zachowane byly postulaty algebraiczne zbioru liczb rzeczywistych
(prawa dziatan).

Przyktad. Skoro (—1)" jest ograniczony, zas$ lim n = oo, zachodzi lim (_nl)n = 0 oraz

n—r00 n—o0
lim (n + (—1)") = occ.
n—oo

Przyktad. Zachodzi lim (n” —n —1) = lim n*(1 -1 — 1) = oc.

n—oo n—oo

Przyktad. Zachodzi lim /n! = co. W istocie, w rozwinieciu n! wystepuje n — 5] +1=

n—oo
[27 czynnikéow réwnych co najmniej [2], skad n! > (%)% Wobec tego V/n! > (2)V2.
Skoro lim % = oo oraz 1 > 0, zachodzi lim (2)/? = oo, skad lim /n! = oco.

Przyktad. Zachodzi lim (1 + %)"2 = lim ((1 + 1)")" = oo (podstawa dazy do e, a na
n—oo n—oo
pewno jest rowna co najmniej 2 na mocy nieréwnosci Bernoulliego; za to wyktadnik dazy

do o0). Latwiej: (1 + %)”2 > 1+ n na mocy nieréwnosci Bernoulliego.

5.2. Podciagi. Ponizsze pojecie okazuje sie niezwykle uzyteczne.

DEFINICJA 5.8. Ciag (b,) nazywany jest podciggiem (inaczej: ciggiem czeSciowym)
ciagu (a,), jesli powstaje z niego przez pominiecie wybranych wyrazow. Rownowaz-
nie: istnieje $cisle rosnacy ciag (k,) dodatnich liczb naturalnych taki, ze b, = ay,,.

Wiele wlasnosci podciagéw wynika wprost z nastepujacej obserwacji: jesli (k,) jest taki
jak w definicji podciagu, to k, > n. (Formalny dowod tego prostego faktu wykorzystuje
oczywiscie indukeje: ky > 1 oraz jesli k, > n, to kyi1 > ky 2 n, czyli kppy = n+1).

TWIERDZENIE 5.9. Jedli ciag jest zbiezny do x, to kazdy jego podciag jest zbiezny
do x.

Dowdd. Niech (b,,) bedzie podciagiem ciagu (a,), b, = aj,. Niech e > 01iniech |a,—z| < ¢
dlan > N. Zachodzi wtedy |b, —z| = |ax, —z| < e dlan > N (bowiem k,, >n > N). O
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Przyktad. Ciag o wyrazach b, = (1 + n%)”z jest zbiezny do e, bowiem jest podciagiem
ciagu o wyrazach a, = (1 + )" (mianowicie b, = a,2). Wobec tego ciag o wyrazach
=1+ %"= b!™ jest zbiezny do 1.

WNIOSEK 5.10. Jesli ciag ma dwa podciagi zbiezne do réznych granic, to nie jest
zbiezny. (|

Przyktad. Ciag o wyrazach a, = (—1)" nie jest zbiezny, bo (az,) jest zbiezny do 1, za$
(@gp41) jest zbiezny do —1.

Przyktad. Niech p = (1 + V5). Ciag o wyrazach a, = p" — |p"] nie jest zbiezny, bo
jego podciagi (agy,) i (agn+1) sa zbiezne odpowiednio do 1i 0. Aby to wykazaé, wygodnie
przyjaé ¢ = (1 — /5). Woéwezas p? = p+ 1 oraz ¢* = ¢ + 1, skad wynika, ze ciag b, =
p" 4 q" spelia réwnanie ¢, 12 = cpa1 +cp, o = 2, ¢; = 1. Jest to wiec cigg o wartosciach
catkowitych. Zachodzi zatem a, = p" — [p"] = ¢, — ¢" — | — ¢"| = —¢" — |—¢"].
Poniewaz —1 < q < 0, zachodzi ag, = —¢*" + 1 oraz as,+, = —¢*""1.

LEMAT 5.11. Jesli ciag nie zawiera wyrazu najwiekszego, to zawiera podcigg $ci-
Sle rosnacy. Jesli ciag nie zawiera wyrazu najmniejszego, to zawiera podciag Scisle
malejacy.

Dowdd. Podciag $cisle rosnacy ciagu (a,,), ktory nie zawiera wyrazu najwickszego, kon-
struowany jest indukcyjnie. Niech k; = 1, a gdy okreSlone juz jest k,, niech £, 1 bedzie
indeksem spelniajacym warunki k, 1 > k, oraz ay,., > a,. Taka konstrukcja jest moz-
liwa, bowiem w przeciwnym razie najwiekszy z wyrazéow aj,as,...,a;, bylby réwniez
najwickszym wyrazem calego ciagu (a,). Uzyskujemy w ten sposob ciag (ag, ), ktory jest
malejacym podciagiem ciagu (a,).

Dowod drugiej czeSci lematu jest analogiczny. O

TWIERDZENIE 5.12. Kazdy ciag zawiera podcigg monotoniczny.

Dowdd. Niech (a,) bedzie ciagiem liczbowym. Jesli dla pewnego n € N ciag (a,4; : j €
N, ) nie zawiera elementu najmniejszego, to na mocy lematu zawiera on podciag $cisle
malejacy. Bedzie to rowniez (malejacy) podcigg wyjsciowego ciagu.

Jesli za$ ciag (an4; : j € N4 ) zawiera element najmniejszy dla kazdego n € N, podciag
rosnacy konstruowany jest indukcyjnie: niech ay, bedzie najmniejszym wyrazem wyjscio-
wego ciggu, a gdy okreslone juz jest k,,, niech ay, ., bedzie najmniejszym wyrazem ciggu
powstalego przez pominiecie pierwszych k, wyrazow, tj. ciagu (ag,+; : j € Ny). Z okre-
Slenia wynika, ze k.41 > k, oraz ai, < aj,,, (bowiem aj, jest najmniejszym elementem
wiekszego zbioru, zas ay,,, — mniejszego zbioru). O

Jednym z najwazniejszych twierdzen dotyczacych ciagéw liczbowych jest ponizsze twier-
dzenie Bolzano—Weierstrassa. Jeden z jego dowodéw wykorzystuje podciaggi monoto-
niczne. Inny opiera si¢ na algorytmie bisekcji.

TWIERDZENIE 5.13. Kazdy ciag ograniczony zawiera podciag zbiezny.
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Dowod. Podciag monotoniczny rozwazanego ciggu rowniez jest ograniczony, a wiec zbiezny.
0

Analogicznie kazdy cigg zawiera podciag zbiezny do granicy wlasciwej lub niewtasciwej,
ale duzo tatwiej wprost wykazaé, ze cigg nieograniczony z gory zawiera podciag rozbiezny
do nieskorniczonosci, za$ ciag nieograniczony z dotu — do minus nieskonczonosci.

DEFINICJA 5.14. Punktem skupienia (inaczej: granicq czeSciowgq) ciagu nazywamy
granice dowolnego jego (zbieznego) podciagu.

TWIERDZENIE 5.15. Liczba x jest punktem skupienia ciagu (a,) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje (niekoniecznie rosnacy) cigg liczb naturalnych (k) rozbiezny do 400 taki,

ze lim ay, = x.
n—o0

Dowdd. Jesli = jest punktem skupienia, to istnieje nawet $cisle rosnacy ciag (k,) o za-

danych wtasnodciach. Przeciwnie, jesli lim k, = +oo, lim ax, = z, to (k,) zawiera
n—00 n—o0

podciag Scisle rosnacy (1,). Ciag (a;,) jest wiec podciagiem (a,) i jest zbiezny do x (bo

jest podciagiem ciagu (ay, ) zbieznego do ). O

TWIERDZENIE 5.16. Liczba x jest punktem skupienia ciagu (a,) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego e > 0 nieskoriczenie wiele wyrazow a,, nalezy do przedziatu (x—e, z+
e) (czyli spelnia nieréwnosé |a, — x| < ¢).

Warto przypomnie¢, ze = jest granica ciagu (a,), gdy kazdy przedzial (r — e,z + ¢)
zawiera prawie wszystkie wyrazy a,.

Dowdd. Jesli x jest punktem skupienia, to x = lim a;, dla pewnego $ciSle rosnacego
n—oo

ciagu k,, oraz dla dowolnego ¢ > 0 prawie wszystkie wyrazy ay, naleza do (z — e,z + ¢€).

W dowodzie przeciwnej implikacji niech k; = 1 i gdy znane jest juz k,, niech ki,
bedzie indeksem spelniajacym wlasnosci: kni1 > Ky, ak,,, € (¢ — 1,2+ +). Ta definicja
jest poprawna, bowiem zbi6r indeksow j takich, ze a; € (x — %, x+ %) jest nieskoriczony,
zawiera zatem liczbe wicksza od k,. Z twierdzenia o trzech ciggach 11113;10 ay, =T, czyli

jest punktem skupienia ciagu (a,). O

5.3. Granica dolna i granica gérna. Najwiekszy i najmniejszy punkt skupienia ciggu
to jego granica gorna i dolna. Wygodnie jednak przyjaé inng definicje.

DEFINICJA 5.17. Jesli (a,) jest ciagiem ograniczonym, to granica dolna (albo limes
inferior) i granica gorna (albo limes superior) ciagu (a,) dane sa wzorami

liminf a, = lim inf{a; : K € N, k > n},

n—o0 n— 00

limsup a, = lim sup{ay : k € N, k > n}.
n—oo

n—o0

Dowdd poprawnosci definicji. Powyzsze granice istnieja, bo ciagi o wyrazach b, = inf{ay :
ke N, k>n}ic,=sup{a;: k € N, k > n} sg monotoniczne i ograniczone: b,,1 > b,
(kres dolny mniejszego zbioru jest wiekszy), ¢,11 < ¢, (kres gorny mniejszego zbioru jest
mniejszy) oraz b, < c,. O
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7 powyzszego uzasadnienia wynika tez, ze liminf a,, < lim sup a,,.
n—00 n—00

Przyktad. Jesli a, = (—1)", to liminf a, = —1 oraz limsupa, = 1.
n—00 n—00

TWIERDZENIE 5.18. Ciag (a,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony

i liminfa, = limsupa,. W tym przypadku wspolna wartosé¢ granic dolnej i gérnej
=E3 Nn—00
jest tez granica ciagu (a,).

Dowdd. Niech (a,) bedzie zbiezny do x. Wowczas (a,,) jest ograniczony, a jesli e > 0,
to istnieje N takie, ze dla n > N zachodzi a, € (z —e,x + ¢). Jesli (b,) i (¢,) sa
zdefiniowane jak w dowodzie poprawnosci definicji granic dolnej i gornej, to dla n > N
zachodzi b, > r—¢cic, < r+e. Wynika stad, ze liminf a,, > r—¢ oraz limsupa, < z+e.

n—00 n—o0
Skoro € > 0 jest dowolny, zachodzi liminfa, > x > limsupa,, a poniewaz zawsze
n—oo n—o00
liminf a,, < limsupb,, ostatecznie liminf a,, = limsupb, = z.
n—oo n—00 n—oo n—o00
Jesli zas (a,) jest ograniczony i x = liminfa, = limsupa,, to dla dowolnego £ > 0
n—0oo n—o00
istnieje N € N taki, ze by > & — ¢ oraz cy < x + ¢ (dla (b,) i (¢,) jak wyzej). Oznacza
to, ze ap, >x —¢cia, <wxr+edlan>N. Stad lim a, = z. O
n—oo

TWIERDZENIE 5.19. Granica goérna ciggu ograniczonego to najwiekszy punkt skupie-
nia tego ciggu. Podobnie granica dolna to najmniejszy punkt skupienia tego ciagu.

Dowdd. Niech ciag (a,) bedzie ograniczony, niech b, = sup{ax : k € N, k > n}, niech
x = limsupa, = lim b, i niech (ax,) bedzie podciagiem (a,) zbieznym do y. Wtedy dla
n—oo

n—oo

dowolnego n € N zachodzi k,, > n, zatem ax, < b,, skad y < z.

Z drugiej strony dla dowolnego n > 0 istnieje j takie, ze x < b; < x + % Istnieje
ponadto k > max{j,n} takie, ze b, —% < ar < bj. Oznacza to, ze x —% < ap <
T+ % Piszac k, zamiast k, otrzymujemy ciag (k,) rozbiezny do nieskoniczonosci i taki,
7€ T — % < ag, <zx+ % Z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy 7}1_}1{)1(} ar, =, a
wiec W szczegolnosci istnieje nieskoniczenie wiele takich k. Dowodzi to, ze x jest punktem
skupienia ciagu (a,).

Dowod drugiej czedci twierdzenia jest analogiczny. U

Dla wygody czesto pisze sie:

linlIi)é)I.}f a, = —00 gdy ciag (a,) jest nieograniczony z dotu,
ligr_lirolf a, = 400 gdy ciag (a,) jest rozbiezny do +oo,

limsup a,, = +00 gdy ciag (a,) jest nieograniczony z gory,
n—oo

limsupa, = —o© gdy ciag (a,) jest rozbiezny do —oo.
n—oo

Jest to w pewnym sensie zgodne z oznaczeniami sup A i inf A w przypadku gdy zbior A
jest nieograniczony.



37

5.4. Przyklady. Pierwszy przyktad rozpisany jest bardzo szczegélowo.
Przyktad. Zachodzi

n3+l 3/2 1+1 TL3 3/2
li SR =l (0 S = 0
ze wzgledu na twierdzenie o arytmetyce granic niewlasciwych (typ [oo] - [1] = [00]).

WykorzystaliSmy tu nastepujace wtasnosci:

e lim n'/? = lim n® = lim n* = oo na mocy twierdzenia o potegowanie granic
n—oo n— oo n— oo

niewltagciwych (typ [oo]¥ = co” dla y > 0);

o lim L = lim # = 0 na mocy twierdzenia o arytmetyce granic niewlasciwych
n—oo — 00
(typ & = [0]);

e lim (1+1/n3)%? = 1 ze wagledu na poprzednie punkty i twierdzenia: o arytmetyce
n—oo

granic 1 o potegowaniu granic;
(1+1/n3)3/2

ey 1 na mocy poprzednich punktéw i twierdzenia o arytmetyce

e lim
n—oo

granic.

Przyktad. Na mocy twierdzenia o arytmetyce i potegowniu granic zachodzi

2n?
lim (Vn3 +n2 — v/n3 —n?) = lim
n—)oo( ) s o0 (\/ng i nz) 4 \3/713 + n2. \3/n3 —n2 + (\3/713 + n2)2
. 2
= lim ==
el I Vi ~\3/1—%+({’/1—%)2
Przyktad. Niech a, = (14 1 + 5)". Zachodzi + + 5 = 280 < 4L = L zatem

1
I+ <a, <1+45)"=0+-5)"' 1+ 2).

Z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy lim a, = e.
n—oo

Prazyktad. Zachodzi lim nIn(1+ 1) = lim In((1+ 1)") =In(e) = 1 (na mocy twierdzenia
n—oo

n—oo

1
o granicy logarytmu). Podobnie lim nlIn(1 — %) = lim In((1 — %)") In(e™!) = —1.
n—oo

n—o0

Przyktad. Jedli ciag liczb wymiernych jest zbiezny do liczby niewymiernej, to mianowniki
daza do oo. W istocie, niech rozwazany ciag ma wyrazy £ (gdzie p, € Z, ¢, € N), i

niech = bedzie granicg. Niech ¢ € N. Wowczas x € (5, ’%,1) dla pewnego p € Z (rownego
|¢!z|). Niech e bedzie mniejsza z liczb x — L I# —, tak aby (z —e,x+¢) C (§, pq—tl).

Ponadto istnieje N takie, ze dla n 2 N zachodzi 2* € (z — ¢,2 4 ¢). Gdyby ¢, < ¢, to
q- % bytoby liczba catkowita z przedziatu (p,p + 1) — sprzecznos¢. Zatem ¢, > ¢ dla
n > N.

Przyktad. Ciag (a,) zadany jest rekurencyjnie wzorami a; = 0, ap1 = (1 — 2)a, + 1.
Wowczas ciag (a,) nie jest zbiezny: gdyby byt zbiezny do x, to, rozwazajac granice obu
stron wzoru rekurencyjnego, otrzymalibySmy = = 1 -2 + 1, sprzecznoé¢. Oczywiscie
a, > 0 dla n € N (formalnie dowodzilibysmy tego indukcyjnie). Ponadto (a,) jest
ciggiem $cisle rosngcym na mocy zasady indukeji: zachodzi a; < as oraz jesli a,, < a1,
t0 apyr = (1 = L)an +1 < (1 — —7)an +1 < (1 - n+1)a”+1 + 1= a2 Gdyby (a,) byl
ograniczony z gory, to bylby zbiezny. Jest zatem nieograniczony z géry. Udowodnilizmy
zatem, ze (a,) jest rozbiezny do oc.
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6. Funkcje rzeczywiste, funkcje elementarne, funkcje ciagle

6.1. Funkcje rzeczywiste. Glownym przedmiotem badan analizy matematycznej sa
funkcje rzeczywiste, czyli funkcje okreslona na pewnym podzbiorze zbioru liczb rzeczywi-
stych (najczesciej na przedziale lub sumie przedzialow) i przyjmujace wartosci rzeczywi-
ste. Wiele takich funkcji okreslonych jest wzorami, na przyktad f(z) = 2%, lub ma swoje
oznaczenie, takie jak exp, In czy sin. Z drugiej strony jest tez wiele waznych funkcji, kto-
rych nie da sie opisa¢ wzorem. Istnieje na przykltad funkcja f : (0,00) — R, ktora spetnia

rownanie

f(n) = (n—1)!dlan € N iktora jest wypukta (czyli, moéwiac nieformalnie, jej

wykres wszedzie jest wygiety do gory) — jest ona nazywana funkcjq Gamma Fulera.

Podobnie jak dla ciagéw, wprowadzamy kilka intuicyjnych wtasnosci funkceji, ktore juz
zostaly wykorzystane przy okazji omawiania funkcji wyktadniczej i logarytmicznej. Przez
I oznaczamy dowolny przedzial: domkniety, otwarty lub pétotwarty, ograniczony lub nie,
by¢ moze réwny R.

DEFINICJA 6.1. Funkcja f okreslona (co najmniej) na przedziale I, jest

parzysta, jesli f(—xz) = f(z) dla wszystkich = € I (zaktada sie, ze [ = R
lub przynajmniej ze [ jest symetryczny, tj. © € [ wtedy i tylko wtedy, gdy
—x € I);

nieparzysta, jesli f(—z) = — f(x) dla wszystkich x € I (zaktada sie, 7e I jest
symetryczny);

ograniczona z gory na I, jesli istnieje M o wlasnosci: f(z) < M dla wszystkich
x el

ograniczona z dotu na I, jesli istnieje M o wlasnosci: f(z) > M dla wszystkich
x el

e ograniczona na I, jesli jesli jest ograniczona z dotu i z gory;
e rosngca (lub niemalejgea) na I, jesli f(xq) < f(z2) dla wszystkich a1, 29 € 1

takich, ze xy < wx9;

malejgea (lub nierosngea) na I, jesii f(x1) > f(xq) dla wszystkich z1,z9 € T
takich, ze xy < w9

§cisle rosngea na I, jesli f(zq1) < f(x2) dla wszystkich xy, 25 € I takich, ze
T < g,

§cisle malejgea na I, jesli f(x1) > f(xo) dla wszystkich xq, 29 € I takich, ze
T < Ta;

monotoniczna, jesli jest rosngca lub malejgca, zas scisle monotoniczna, jesli
jest §cisle rosngca lub $cisle majlejaca;

réznowarto$ciowa na I, jesli f(x1) # f(x2) dla wszystkich xq,z, € I takich,
7e T # Ta;

okresowa, jesli f(x + T) = f(x) dla pewnego T € R\ {0} (nazywanego
okresem) 1 wszystkich x € R (w tym przypadku zaktada sie, ze I = R lub
przynajmniej ze I jest okresowy o okresie T', tzn. x € I wtedy i tylko wtedy,
gdy z+ T € I).

Gdy wyrazenie ,na I” jest pominiete, przyjmuje sie, ze I jest dziedzing funkcji f. We
wszystkich powyzszych definicjach I moze by¢ tez dowolnym zbiorem, niekoniecznie
przedziatem (w pierwszych dwoch — symetrycznym, w ostatnim — okresowym), ale
rzadko bedziemy rozwazac¢ te ogoélniejsza sytuacje.
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Przy okazji wprowadzmy nastepujace (niejako oczywiste) oznaczenia: f + g oznacza
funkcje okreslona na czesci wspolnej dziedzin f i g, dana wzorem (f+g)(z) = f(z)+g(x).
Analogicznie okresla sie f —g, f-g oraz 5, przy czym w przypadku 5 dziedzing jest czesé
wspolna dziedziny f oraz zbioru tych z z dziedziny g, dla ktorych g(z) # 0.

6.2. Funkcje trygonometryczne. Miara tukowa kata to stosunek dtugosci tuku okregu
(o srodku w wierzchotku kata) zawartego w tym kacie do jego promienia. Przez 27 oznacza
sie dtugos¢ okregu jednostkowego, a wiec miare kata petnego. Zachodzi zatem 27 = 360°,
7 =180°, 7 = 90°. [[rysunek]]

DEFINICJA 6.2. Wspotrzedne punktu powstatego w wyniku obrotu punktu (1, 0) o kat
o mierze tukowej ¢t w lewo (lub o kat —t w prawo, gdy ¢ < 0) nazywane sa cosinusem
(inaczej: kosinusem) oraz sinusem kata t i oznaczane odpowiednio cos(t) oraz sin(t).
Innymi stowy punkt o wspotrzednych x = cos(t) oraz y = sin(t) przemieszcza sie po
okregu jednostkowym lewoskretnie z szybkoscia rowna 1.|[rysunek]]|

Tangens i cotangens (inaczej: kotangens) sa zdefiniowane wzorami tg(t) =

cos(t)
sin(t)’

sin(t)
cos(t)

o ile mianowniki nie sa rowne zero.|[rysunek]|

oraz ctg(t) =

Dla katow z zakresu (0, 7) powyzsza definicja zgadza si¢ z tradycyjng, wykorzystujaca
trojkaty prostokatne. Inna, bardziej formalna definicja, wspomniana przy okazji ana-
logicznej definicji funkcji wyktadniczej exp, jest tredcia ¢wiczen dodatkowych na liscie
zadan nr 9. Cztery opisane wyzej funkcje (i czesto rowniez secans sec(t) = @ i cose-
cans csc(t) = ﬁ) nazywane sg funkcjami trygonometrycznymi. Funkcje sinus i cosinus
okreslone sa na catym zbiorze liczb rzeczywistych, tg(t) jest okreslone gdy z # 7 +nm dla
zadnego n € Z (wtedy cos(t) # 0), zas ctg(t) — gdy = # nr dla zadnego n € Z (wtedy
sin(t) # 0). [[rysunek]|

Na podstawie definicji tatwo naszkicowaé¢ wykresy i rozwigzaé¢ proste réwnania, np.
sin(t) = % zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy t = § + 2nmw lub t = 7 — § + 2n7 dla
pewnego n € Z). [[rysunek]|

Wprost z definicji i z wlasnosci geometrycznych obrotéow wynika wiele wlasnosci funkeji
trygonometrycznych, takich jak (sin(t))? + (cos(t))? = 1 (obrot zachowuje dlugosé od-
cinka). Latwiejsze zawarte sa w ponizszym twierdzeniu, trudniejsze sa trescig niektorych
¢wiczen na lidcie zadan nr 9 — cytujemy najwazniejsze z nich.

TWIERDZENIE 6.3. (a) Funkcje sin i cos sa okresowe o okresie 27, za$ tg i ctg —
o okresie T;
(b) funkgcje sin, tg i ctg sa nieparzyste, funkcja cos — parzysta;
(c) funkcje sin i cos sa ograniczone z dotu przez —1 i z gory przez 1;

(d) funkcje sin, cos i tg sa &cisle rosngce odpowiednio na [—7, 7], [-7,0] oraz
(—Z,%). Funkcje sin, cos i ctg sa Scisle malejace odpowiednio na [Z, 2], [0, 7]
i (0,m);

(e) zachodzi
sin(t) = sin(r — t) = —sin(w +t) = cos(§ — t),

cos(t) = —cos(m —t) = — cos(m + t) = sin(§ —t).
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(f) zachodzi
sin(t + s) = sin(t) cos(s) + cos(t) sin(s),
cos(t + s) = cos(t) cos(s) — sin(t) sin(s). O

Ponizsze oszacowanie odegra niezwykle wazna role.

TWIERDZENIE 6.4. Dla t € (0, §) zachodzi sin(t) <t < tg(t).

Dowdd. Teza wynika z poréwnania pol dwoch trojkatow (o wierzchotkach: (0,0), (1,0) i
(cos(t),sin(t)) oraz (0,0), (1,0) 1 (1,tg(t))) z polem wycinka kota (o wierzchotkach (0, 0),
(1,0) i (cos(t),sin(t))). [[rysunek]] O

W tym rozdziale stosowaliémy litere ¢ jako argument funkcji sin i cos ze wzgledu na
interpretacje tych funkcji przy pomocy wspoétrzednych punktu poruszajacego sie jedno-
stajnie po okregu. W przysztosci bedziemy jednak zwykle uzywac litery  do oznaczania
argumentéw dowolnych funkeji, w tym funkcji trygonometrycznych.

6.3. Funkcje cyklometryczne. Funkcje cyklometryczne sa funkcjami odwrotnymi do
funkcji trygonometrycznych na odpowiednich przedziatach. Pojecie funkcji odwrotnej
pojawito sie w kontekscie logarytmu naturalnego; teraz czas przeanalizowaé je doktadniej.

DEFINICJA 6.5. Funkcja f, okreslona co najmniej na przedziale I, jest réznowarto-
Sciowa na I, jesli f(x1) # f(xe) dla wszystkich x1, 2o € I takich, ze x1 # xo. Zbior
wartosci f na I lub obraz zbioru I przez f to zbior f(I) = {f(z) : x € I}f] Funkcja
odwrotna do f to funkcja g zdefiniowana na zbiorze f(I) przez warunek g(y) = x
wtedy i tylko wtedy, gdy = € I oraz f(z) = y. [[rysunek]]

Tradycyjnie funkcja odwrotna oznaczana jest symbolem f~!. Nie nalezy jednak myli¢
F @) 7 ().

Punkt (y, z) nalezy do wykresu funkcji odwrotnej f~! wtedy i tylko wtedy, gdy punkt
(x,y) nalezy do wykresu funkeji f. Oznacza to, ze wykres funkcji odwrotnej mozna
uzyska¢ przez odbicie symetryczne w prostej y = z. [[rysunek]|

DEFINICJA 6.6. Funkcje arcus sinus, arcus cosinus i arcus tangens sg funkcjami
odwrotnymi do funkcji sinus, cosinus i tangens odpowiednio na przedziatach [—7, 7],
[0, 7] oraz (—%,%). Funkcje te oznaczane sg arcsin, arccos i arctg. [[rysunek]|

Zachodzi zatem

arccos(z) =t wtedy i tylko wtedy, gdy cos(t) =z oraz t € [0, [;
arcsin(y) =t wtedy i tylko wtedy, gdy sin(t) =y oraz t € [~3, 5];
arctg(z) =t wtedy 1 tylko wtedy, gdy tg(t) = zoraz t € (=5, 3).

Funkcje te (wraz z funkcja arcus cotangens, odwrotng do funkeji cotangens na przedziale
(0, 7)) nazywane sa funkcjami cyklometrycznymi. Funkcje arcsin i arccos sg okreslone
na przedziale [—1, 1], za$§ funkcja arctg na calym zbiorze R. Fakt ten jest intuicyjnie

*W teorii mnogosci obraz zbioru przez funkcje czesto oznaczany jest f[I] lub f7(I), aby uniknaé¢
niejednoznacznosci w przypadku, gdy argumentami f sg zbiory. Tu jednak nie ma takiego ryzyka
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jasny, jesli spojrzy sie na wykresy funkcji trygonometrycznych i cyklometrycznych. For-
malny dowod wykorzystuje ciagtosé funkcji trygonometrycznych i zostanie przedstawiony
w ostatniej czesci tego rozdzialu. [[rysunek]]

):27r

e[S

Przyktad. Zachodzi arcsin(3) = %, arctg(—1) = —7, arccos(—

Niektore wlasnosci funkeji cyklometrycznych sa trescig ¢wiczen na liscie zadan nr 9.

6.4. Funkcje elementarne. Wiréd funkeji rzeczywistych wyrdznia sie wiele réznych
klas. Jedna z nich sg funkcje elementarne. Pojecie to jest nieco umowne, cho¢ bywa
niezwykle uzyteczne.

DEFINICJA 6.7. Zlozenie funkcji rzeczywistych f (o dziedzinie X C R) oraz g (o
dziedzinie Y C R) to funkcja h = g o f zadana wzorem h(z) = g(f(z)) i okreslona
na zbiorze {r € X : g(x) € Y}

Jest to nieco ogoélniejsza definicja niz ta tradycyjna, ktora zaktada, ze g jest okreslona
co najmniej na zbiorze wartosci f. Zlozenie nie jest operacja przemienna: jesli f(x) = 0,
g(x) =1,to fog = f,zas gof = g. Jest to jednak operacja taczna: (hog)of = ho(gof),
co wynika wprost z definicji:

((hog)o f)x) = (hog)(f(x)) = hlg(f(z))) = h((ge f)(x)) = (ho(ge f))(z)

DEFINICJA 6.8. Funkcja f jest funkcja elementarng, jesli wartos¢ f(x) moze zostaé
zadana wzorem (jednakowym dla wszystkich x z dziedziny f), w ktorym wystepuja
jedynie:

e zmienna x i stale liczbowe;

e pierwiastki arytmetyczne (i ogoélniej pierwiastki wielomianoéw o zadanych

wspolezynnikachf);

e funkcje exp i In;

e funkcje trygonometryczne sin, cos, tg, ctg"}

e funkcje cyklometryczne arcsin, arccos, arctg, arcctgﬂ;

e operacje arytmetyczne: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie.

Formalnie: klasa funkcji elementarnych to najmniejsza rodzina funkcji rzeczywistych,
ktora zwiera wymienione wyzej funkcje i jest zamknieta ze wzgledu na operacje aryt-
metyczne oraz operacje ztozenia funkcji.

Funkcjami elementarnymi sa wiee |z| = V22, max(z,0) = 3(z + |z|) itp. Co ciekawe,

elementarna jest rowniez funkcja x — 3 — Larctg(tg(mz + 3)), rowna |z dla wszyst-

kich niecatkowitych x (i nieokreslona dla catkowitych x). Inne przyktady to sinh(z) =

s(exp(x) — exp(—x)) (sinus hiperboliczny), cosh(x) = 3(exp(z) + exp(—x)) (cosinus hi-

perboliczny), tgh(z) = jgggg — gggg;zgg:g

odwrotne (na przedziale [0,00) dla cosh). Niektore wlasnosci tych ostatnich sa éwicze-
niami na liscie zadan nr 10.

(tangens hiperboliczny) i funkcje do nich

*Twierdzenie Abela—Ruffiniego orzeka, ze nie wszystkie pierwiastki wielomianéw mozna wyrazié ,,jaw-
nym wzorem”.
**W dziedzinie zespolonej funkcje te wyrazaja sie przez funkcje exp i dlatego mogg zosta¢ pominiete.
"W dziedzinie zespolonej funkcje te wyrazaja sie przez funkcje In i dlatego moga zosta¢ pominiete.
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6.5. Ciagglosé funkcji elementarnych. Gléwnym wynikiem niniejszego czesci jest po-
nizsze twierdzenie o ciggtosci funkcji elementarnych.

DEFINICJA 6.9. Mowimy, ze funkcja rzeczywista f jest ciggla, jesli dla dowolnego
zbieznego ciagu (x,,) elementow dziedziny f, ktérego granica x tez nalezy do dziedziny

f, ciag (f(z,)) jest zbiezny do f(x), tzn.
lim f(zn) = f(z).

n—oo

Wkrotce zbadamy pojecie ciaglosci duzo doktadniej. W szczegolnosei udowodnimy
rownowazno$¢ powyzszej definicji z ta przedstawiong we wstepie.

I TWIERDZENIE 6.10. Funkcje elementarne sa ciggte.

Dowo6d powyzszego twierdzenia sktada sie z serii wynikéw pomocniczych, czesto rownie
waznych, co samo twierdzenie.

I TWIERDZENIE 6.11. Zlozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagly.

Dowdd. Jesli f i g sa ciagle, zas ciag (x,) jest zbiezny do z, to ciag f(x,) jest zbiezny
do f(x), a wiec ciag g(f(z,)) jest zbiezny do g(f(x)). To oznacza zas ciaglosé g o f.
Milezgco zaktadamy tu, ze x,, oraz x naleza do dziedziny g o f (a wiec: z, oraz x naleza
do dziedziny f, za$ f(x,) i f(x) naleza do dziedziny g). O

TWIERDZENIE 6.12. Jesli f i g sa funkcjami ciagtymi, to f+g, f —g, f-g oraz g sa
funkcjami ciggtymi w t.

Dowod. Teza wynika wprost z definicji cigglosci i twierdzenia o arytmetyce granic: jesli
lim z, = z, to lim f(x,) = f(x), im g(z,) = g(z), a wiec lim (f+g)(z,) = f(x)+g(x)
n—00 n—o0 n—00

n—oo

itp. U

Funkcja stata jest ciagta. Podobnie funkcja f dana wzorem f(x) = z jest ciagla.
Cigglosg¢ funkeji wykladniczej i logarytmicznej zostala udowodniona w twierdzeniach
i Konsekwencja tych wynikéw jest cigglosé pierwiastkow arytmetycznych.

TWIERDZENIE 6.13. Jeslin € N oraz f(z) = /x, to f jest funkcja ciagla (o dziedzinie
R gdy n jest nieparzyste oraz o dziedzinie [0, 00) w przeciwnym przypadku).

Dowdd. Jedli lim x, = x oraz x, > 0 (od pewnego miejsca), to rownos¢ lim f(z,) =
n—o0 n—0o0

lim (z,)"/™ = 2'/" = f(r) wynika z twierdzen o potegowaniu granic. Jesli n jest nie-

n—oo

parzyste, lim z, = x oraz x,, < 0 (od pewnego miejsca), to rownos¢ lim f(z,) =
n—oo n—oo

lim (—(—2,)"") = —(—2)"™ = f(z) wynika w ten sam sposob. Pozostaje do rozwazenia

n—oo

przypadek, gdy lim z, = 0 i x,, zmienia znak niesoficzenie wiele razy. Wtedy jednak
n—0o0
—f(Jzn]) < f(zn) < f(|zn|) oraz lim f(]z,|) = 0 na mocy juz rozwazonego przypadku.
n—oo

Z twierdzenia o trzech ciagach wynika, ze lim f(xz,) = 0. O
n—oo
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Ciaglos¢ pierwiastkow wielomianow (jako funkcji wspotezynnikow) jest duzo trudniej-
szym zagadnieniem — wymaga w szczegolnosci znajomosci zasadniczego twierdzenia al-
gebry, gwarantujacego istnienie pierwiastka zespolonego dowolnego wielomianu. Temat
ten nie jest tez dla nas szczegoélnie istotny, dlatego zostanie pominiety.

Do wykazania pozostaje ciagtos¢ funkcji trygonometrycznych i cyklometrycznych. Przy
przyjetej przez nas geometrycznej definicji tych funkcji podanej wezesniej jest to by¢
moze zbyteczne (bowiem fakt ten wynika z postulatow geometrii). Przedstawiony ponizej
dowod dobrze jednak ilustruje techniki stosowane w rachunku roézniczkowym i catkowym.

LEMAT 6.14. Zachodzi [sin(z)| < |z| dla z € R.

Dowdd. Skoro 0 < sin(x) < z dla = € (0, §) oraz sin(—x) = —sin(z), zachodzi [sin(z)| =
sin(|z]) < |z dla 2 € (=5, F). Ponadto |sin(z)| < 1, zatem [sin(z)| < |z| gdy [z] >
1. Pozostaje zauwazy¢, ze 5 > 1 (przez poréwnanie pola kola i pola wpisanego wer

kwadratu). [[rysunek]] O
TWIERDZENIE 6.15. Funkcje trygonometryczne sg ciggte.

Dowdd. Jesli lim xz, = 0, to [sin(x,)| < |z,|, a wiec lim sin(z,) = 0 na mocy twierdzenia
. n—oo n—oo
o trzech ciggach.
Jesli lim x,, = z, to (na mocy jednego z ¢wiczen na liscie zadan nr 9)
n—o0

sin(z,,) — sin(z) = 2 cos(3(z, + x)) sin(3(z, — 2)).

Skoro |cos(3(z, + z))| < 1, zachodzi [sin(z,) — sin(z)| < 2[sin(2(z, — x))|. Na mocy
pierwszej czesci dowodu i twierdzenia o trzech ciagach, lim sin(z,) = sin(x).
n—oo
Ciagtos¢ funkcji cos wynika ze wzoru cos(z) = sin(§—x), ciaglosci funkcji danej wzorem
x 1 ciagtosci ztozenia funkcji. Cigglosé funkcji tg i ctg wynika z ciggtosci ilorazu. [

T _

2

Ciaglosé funkeji cyklometrycznych wynika z nastepujacego ogélnego wyniku.

TWIERDZENIE 6.16. Niech I bedzie przedzialem oraz niech f : I — R bedzie Scisle
monotoniczng funkcja cigglta. Wowezas:

(a) zbior wartosci funkeji f, czyli J = {f(x) : x € I}, tez jest przedziatem;

(b) funkcja odwrotna do f jest rowniez $cisle monotoniczna funkcja ciagla.

Dowdd. Przypusémy, ze f jest $cisle rosnagca. Dowdd dla funkceji Scisle malejacych jest
analogiczny.

Gdyby zbioér J nie byt przedziatem, istniatyby trzy liczby y1, yo, y3 takie, ze y; < yo < y3
oraz y1,ys € J, lecz yo ¢ J. Zachodzi wiec y; = f(z1) oraz y3 = f(x3) dla pewnych
r1,r3 € I. Rozwazmy zbior

A={zel: f(z) <y}

Wtedy A jest niepusty, bo x1 € A, oraz A jest ograniczony z gory przez x3: jesli x > x3,
to f(x) > f(x3) = ys > yo, zatem = ¢ A. Niech xy = sup A. Oczywiscie x; < x9 < 3,
zatem xy € I. Twierdzimy, ze f(x3) = yo.
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Od pewnego miejsca zachodzi xo + % < x3, a wiec To + % € I. Skoro xy + % ¢ A,
zachodzi f(zs + %) > yy. Z cigglosci f otrzymujemy

f(x2) = Jim flaa+ 1) = v
Skoro f(z1) = y1 <y, otrzymujemy x; < x2 i wobec tego xg—% € I od pewnego miejsca.
Ponadto f(xs — %) < yo (W przeciwnym razie liczba xo — % bytaby ograniczeniem z gory
zbioru A), a wiec

f(zo) = Jim Sz — 1) < e

Ostatecznie f(x2) = ya, whrew zatozeniu. Udowodnilismy wiec, ze J jest przedziatem.

Funkcja odwrotna jest oczywiscie $cisle rosnaca: warunki 27 < xq oraz f(x1) < f(z2) sa
rownowazne, a wiec i warunki f~1(y;) < f71(yo) oraz y; < y» sa rownowazne. Pozostaje
wykazaé ciggloé¢ f=1.

Przypus$émy, ze li_>m Yn =y oraz y, i y naleza do J, tzn. y, = f(z,) oraz y = f(x) dla
pewnych z,, oraz xnzeoozbioru 1. Przypus$émy, ze x jest punktem wewnetrznym zbioru [ i
rozwazmy € > 0 tak maly, by z — ¢ oraz x + € nalezaty do I. Wtedy istnieje IV takie, ze
dla n > N zachodzi

lyn —y| <min{f(z +¢) — f(2), f(z) — f(z — )},
wiec w szczegolnosci

—(flx) = flx =) <yn—y < flz +¢) — flz).
Skoro jednak y, = f(z,) i y = f(z), otrzymujemy

flz—e) < flan) < flz+e)
Funkcja f jest jednak rosnaca, a wiec ostatecznie x — e < z,, < x + ¢, czyli |z, — 2| < €.
Dowodzi to zbieznosci (z,) do z, czyli zbieznosci (f~1(y,)) do f~1(y). O
Powyzsze twierdzenie stosuje sie do funkeji cyklometrycznych. Oprocz cigglosci tych
funkeji uzyskujemy wiec dowod poprawnosei definicji funkeji cyklometrycznych (wspo-
mniany we wczesniejszej czesci rozdziatu).

WNIOSEK 6.17. Funkcje cyklometryczne sa ciagte. (|

Dowdd twierdzenia[6.10. Teza wynika wprost z kilku twierdzen udowodnionych powyze;j.
O

Co ciekawe, powyzsze twierdzenie oznacza nieelementarnosé¢ funkeji danych wzorami
|t], sign(t) itp.; funkcje te sa bowiem nieciagte. Jest to zaskakujace w kontekscie rownosci

sign(t) =t/VE2 dlat #0, [t] =t — 1 — Larctg(tg(r(t + 1)) gdy t ¢ Z.
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7. Granice funkcji i funkcje ciggtle

7.1. Granice funkcji. W poprzednim rozdziale wprowadzilismy pojecie funkcji ciagle;j:
moéwiac nieformalnie, funkcje ciagle przeprowadzaja ciagi zbiezne w ciagi zbiezne; za$
formalniej: funkcja f nazywana jest ciagla, jesli ze zbieznosci ciagu (z,,) do = wynika
zbieznosé ciagu (f(z,)) do f(z). Potrzebne jest nam dokladniejsze pojecie ciagtosci
funkcji w wybranym punkcie.

DEFINICJA 7.1 (definicja Heinego ciaglosci funkcji). Jesli a nalezy do dziedziny funk-
cji f, to f jest ciggta w punkcie a jesli dla dowolnego ciagu (z,,) zbieznego do a, o
wyrazach z dziedziny f, zachodzi lim f(z,) = f(a).

n—o0

Funkcja jest wiec ciagta, jesli jest ciggta w kazdym punkcie swojej dziedziny. Poje-
cie ciaglosci ma fundamentalne znaczenie w analizie matematycznej i wigze sie $cisle z
pojeciem granicy funkcji w punkcie.

DEFINICJA 7.2. Liczba a jest punktem skupienia zbioru A, jesli istnieje ciag (x,) o
wyrazach ze zbioru A \ {a} zbiezny do a.

Latwo sprawdzié, ze powyzsza definicja jest rownowazna tej podanej przy okazji defini-
¢ji pochodnej zbioru. Podkreslmy, ze punkt skupienia moze naleze¢ do zbioru A lub nie,
za$ dodanie lub usuniecie liczby a ze zbioru A nie ma wptywu na to, czy a jest punktem
skupienia tego zbioru.

DEFINICJA 7.3 (definicja Heinego granicy funkeji). Jesli a jest punktem skupienia
dziedziny funkcji f oraz b € R, to liczba b jest granicq funkcji f w punkcie a, jesli
dla dowolnego ciagu (z,) zbieznego do a, o wyrazach z dziedziny f i réznych od a,
zachodzi lim f(z,) = b. Fakt ten zapisujemy w postaci
n—o0
lim f(z) = 0.

r—a

W powyzszej definicji liczba a moze naleze¢ do dziedziny funkcji f lub nie. Dodatkowo
jesli a nalezy do dziedziny f, to f(a) nie musi by¢ réwne b.
Przyktad. Zachodzi
lim [sign(x)| = 1.
lim [sign(z))]
W istocie, jesli lim z, = 0 oraz z, # 0, to [sign(z,)| = 1, zatem lim [sign(z,)| = 1.
n—00 n—00
Zauwazmy, ze |sign(0)| = 0. Oznacza to, ze funkcja okreslona wzorem |[sign(z)| nie jest
ciggta w punkcie 0.

Przyktad. Granica

lim |z

x—)O*L J

nie istnieje. W istocie, lim 1 = lim (—%) = 0 oraz % # 0, —% # 0, lecz lim L%J =
n—oo n—oo n—oo

lim 0 = 0, zag lim [—2] = lim (—1) = —1, zatem omawiana granica musialaby by¢

n—oo n—oo n—oo

rowna jednoczes$nie 01 —1.

Niemal oczywiste jest twierdzenie opisujace zwigzek miedzy ciggloscia i granica funkcji.
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TWIERDZENIE 7.4. Jesli a nalezy do dziedziny funkcji f i jednoczes$nie jest punktem
skupienia dziedziny f, to funkcja f jest ciagla w a wtedy i tylko wtedy, gdy

(@) = lim f(a).

Dowdd. Jesli f jest ciagla a, to warunek z definicji granicy funkcji (dla b = f(a)) spetniony
jest nawet dla wiekszej klasy ciagow (z,,), niekoniecznie o wyrazach roznych od a.
Przypusémy teraz, ze f(a) jest granica funkcji f w punkcie a i niech ciag (z,,) bedzie
zbiezny do a. Jesli od pewnego miejsca x,, = a, to oczywiscie nh_{](r)lo flzn) = f(a). W
przeciwnym razie rozwazmy podciag (zy,) zlozony ze wszystkich wyrazéow ciagu (z,,)
roznych od a. Oczywiscie ciag (xy, ) jest zbiezny do a, a wiec (na mocy definicji granicy
funkcji) ciag (f(xg,)) jest zbiezny do f(a). Oznacza to, ze ciag (f(x,)) roéwniez jest
zbiezny do f(a). W istocie: dla dowolnego ¢ > 0 istnieje N € N takie, ze |f(zg,) —
f(a)] < edlan> N. Jesli wiec m > ky, to albo m = k, dla pewnego n > N i wtedy
(o) = F(@)] = |f(z,) — F@)] < &, albo 2, = a i wtedy |f(z) — f(a)] = 0 < =
Udowodnilismy zatem cigglosé funkeji f w punkcie a. O

W poprzednim rozdziale udowodniliémy rézne wlasnosci funkeji ciagltych. Doktadnie
te same dowody prowadza do analogicznych rezultatéw dla granic funkcji. Niektore z
ponizszych twierdzeni pozostawiamy zatem bez szczegdlowego dowodu.

TWIERDZENIE 7.5. Przypusémy, ze f i g sg funkcjami rzeczywistymi, ktorych granice
w punkcie a wynoszg odpowiednio b i ¢ oraz ze a jest punktem skupienia wspolnej
czedci dziedzin f i g. Wowcezas zachodza réwnosci

lim (f(z) + g(2)) = b+, lim (f(2) = g(x)) =b—c,
. e a2 _ B
lim (f(2)g(x)) = b, im = o
lim (f(2))*® = b,

przy czym w przypadku ilorazu nalezy zalozyé, ze ¢ # 0, za§ w przypadku potegowa-
nia potrzebny jest warunek b > 0. U

Przyktad. Zachodzi glalg% x =1 (wprost z definicji), zatem }Eg Ifi;fz = 121‘352 =1

258 (2—2) (22 +20-+4)

< T — Tien 242244 2242244
Przyktad. Zachodzi 9101_% S5 = }}_}H% e = gl;_}n; = = 4.
C e -2 7 VT2 BT 11
Przyktad. Zachodzi lim =7 = lim 25y = lim o2 = 4

Druga czes¢ ponizszego twierdzenia nosi nazwe twierdzenia o sktadaniu granic.

TWIERDZENIE 7.6. Przypus$émy, ze a jest punktem skupienia dziedziny ztozenia go f
funkcji rzeczywistych f i g.
(a) Jesli lim f(x) =0b1i g jest ciagla w b, to lim g(f(z)) = g(b).
T—a T—a
(b) Jesli lim f(x) = b, linig(y) = c oraz istnieje 6y > 0 takie, ze f(x) # b gdy
r—a y—

|z —a| < dpix#a,tolimg(f(z)) =c.
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Dowod. Pierwsza czes¢ ma dowdd taki sam, jak w przypadku twierdzenia o ciagtosci
ztozenia funkcji. Dowod drugiej czesci wymaga tylko nastepujacego uzupetnienia: jesli

lim z, = a, x, # a, to |r, —a|] < &y od pewnego miejsca i wobec tego f(z,) # b od
n—oo

pewnego miejsca. Mozna wiec stosowaé¢ warunek z definicji granicy funkcji g dla ciggu

(f (xn))- .

WNIOSEK 7.7. Zachodza wzory na podstawienie:
lim f(z) = lim f(t — a),
lim f(z) = lim (1),
lim f(z) = lim f(ct)
Tr—a

t—a/c
(w ostatnim wzorze nalezy zalozy¢, ze ¢ # 0). O
Prayklad. Zachodzi lim —2=5 = lim —G20=8  _ Jjyyy £462412 _ 3y, 2466412 _
po T2—x—2 0 (#42)2—(t+2)—2 0 t2H3t o t+3
A _92 . _ .
Przyktad. Zachodzi lim ‘ﬁ”—4 =lim 5% =lim 5 = 1.
x—4 T t—2 U t—2 Ut

Kolejne twierdzenie jest w pewnym sensie oczywiste.

TWIERDZENIE 7.8. Jesli istnieje dy > 0 taka, ze f(z) = g(z) gdy |z — a| < 0y oraz
x # a, to lim f(x) = lim g(z); w szczegblnosci oznacza to, ze jesli jedna z granic
Tr—a Tr—a

istnieje, to istnieje tez druga.

Dowdd. Wystarczy zauwazyc¢, ze jesli ciag (x,,) spelnia warunek z definicji granicy funkcji,
to f(x,) = g(z,) od pewnego miejsca. O

Ponizszy rezultat nosi nazwe twierdzenia o trzech funkcjach.

TWIERDZENIE 7.9. Jesli f(x) < g(x) < h(z) dla z z dziedziny ¢ oraz granice lim f(z)
r—a
oraz lim h(z) istnieja i sa réwne, to istnieje granica lim g(x) i jest rowna pozostatym
T—a T—a
dwom granicom.

Dowdd. Teza wynika wprost z definicji granicy funkcji i twierdzenia o trzech ciggach: jesli

(x,) jest zbiezny do a, ma wartosci z dziedziny g i =, # a, to lim f(x,) = lim f(z) =
n—oo Tr—a

lim h(z) = lim h(x,), oraz f(z,) < g(z,) < h(z,), zatem granica lim g(z,) istnieje i

z—a z—a n—00

jest rowna wszystkim pozostalym granicom. U

Na koniec wyznaczymy jedng z najwazniejszych granic w rachunku rézniczkowym.

TWIERDZENIE 7.10. Zachodzi lim stz = 1.

x—0 9B

Dowdd. Dla x € (0, %) zachodzi sin(z) < 2 < tg(z), zatem cos(z) < Sinr(x) < 1. Ta sama
nier6wnos$¢ zachodzi dla € (—3,0), bowiem wszystkie trzy wyrazenia sg funkcjami

parzystymi. Teza wynika z twierdzenia o trzech funkcjach oraz cigglosci cos. O
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7.2. Granice niewlasciwe funkcji. Definicja granicy funkeji rozszerza sie w naturalny
sposob do granic niewlasciwych, gdy argumenty lub wartosci daza do plus lub minus
nieskonczonosci. Odpowiednie oznaczenia, takie jak
lim f(zx)=—oc0
T——00

nie budza watpliwosci, z jednym wyjatkiem: granica niewlasciwa funkcji gdy argument
dazy do nieskonczono$ci moze by¢ pomylona z granica ciggu. Stosuje sie do$¢ nieprecy-
zyjna konwencje zwiazang z tradycyjnymi oznaczeniami liczb naturalnych i rzeczywistych:
napis

lim sin(7k)
k—ro0

oznacza granice ciggu (i wobec tego granica ta istnieje i jest rowna 0), za$ analogiczny
napis

lim sin(7x)
T—00

dotyczy granicy funkcji o argumentach rzeczywistych (i granica ta oczywiscie nie istnieje,
co latwo zauwazy¢, rozpatrujac ciag dany wzorem x,, = n+3; wowezas sin(rz,,) = (—1)").
Twierdzenia dotyczace artymetyki i potegowania wlasciwych i niewtasciwych granic cia-
g6w znéw maja swoje odpowiedniki dotyczace granic funkeji. Sciste sformulowanie ta-
kiego wyniku jest do$¢ zmudne, dlatego ograniczymy sie do nieformalnego stwierdzenia.

TWIERDZENIE 7.11. Prawdziwe sg twierdzenia o arytmetyce i potegowaniu wtasci-
wych i niewtasciwych granic funkcji, analogiczne do odpowiednich twierdzen doty-
czacych granic ciagow. U

TWIERDZENIE 7.12. Twierdzenie o ztozeniu granic funkcji zachodzi réwniez dla nie-
wtasciwych granic funkcji. O

Przyktad. Zachodzi lim z = oo, zatem lim * = 0.

Przyktad. Zachodzi lim - = 0o (bowiem lim z? =0 oraz * > 0 dla = # 0).
T— T

Przyktad. Zachodzi hIT(l) LZ = 00, podobnie jak w poprzednim przyktadzie. Podkreslmy,
T—

ze rozwazamy tu wylacznie dodatnie wartosci x.

Prayktad. Zachodzi lim 02 — Jim GFM/2° o

goo 1HT? T g 141/a?
Przyktad. Zachodzi lim exp(x) = oo, lim exp(—z) = 0, lin%) In(x) = —oo: wszystkie te
T—r00 T—00 T—
wtasnosci sa konsekwencjg definicji Heinego i odpowiednich twierdzen dla granic ciagow.
7.3. Granice jednostronne funkcji. Wprowadzajac inna modyfikacje w definicji cia-

glosci lub granicy funkcji, uzyskuje sie pojecie jednostronnej ciagltosci oraz granic jedno-
stronnych.

DEFINICIA 7.13. Jedli a nalezy do dziedziny funkcji f, to f jest prawostronnie ciggla

w punkcie a jesli dla dowolnego ciagu (z,) zbieznego do a, o wyrazach z dziedziny f

i takiego, ze z,, > a, zachodzi lim f(z,) = f(a). Analogicznie f jest lewostronnie
n— o0

ciggta w punkcie a, jesli spetniony jest analogiczny warunek z nieréwnoscia z, < a.
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DEFINICJA 7.14. Liczba a jest prawostronnym punktem skupienia zbioru A, jesli
istnieje ciag (x,,) zbiezny do a, o wyrazach ze zbioru A i wiekszych od a. Analogicznie
definiuje sie lewostronny punkt skupienia zbioru A.

DEFINICJA 7.15. Jedli a jest prawostronnym punktem skupienia dziedziny funkeji f
oraz b € R, to liczba b jest prawostronng granicg funkcji f w punkcie a, jesli dla
dowolnego ciagu (z,) zbieznego do a, o wyrazach z dziedziny f i wiekszych od a,
zachodzi T}Ln;o f(z,) = b. Fakt ten zapisujemy w postaci

lim f(z)=".

z—at
Jesli a jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A, to analogicznie definiuje sie
lewostronng granice funkcji f w punkcie a, oznaczang symbolem

lim f(z).

Tr—a—

Tak jak poprzednio, ciagglo$¢ jednostronna i granica jednostronna sa ze soba blisko
zwigzane; dowod jest identyczny, wiec zostaje pominiety.

TWIERDZENIE 7.16. Jesli a nalezy do dziedziny funkcji f i jednoczesnie jest prawo-
stronnym punktem skupienia dziedziny f, to funkcja f jest prawostronnie ciggla w a
wtedy i tylko wtedy, gdy
fa) = lim f(a).
Tr—a

Analogiczny rezultat ma miejsce dla granicy i cigglosci lewostronnych.

Ciaglos¢ jednostronna i granice jednostronne maja zaskakujaco duzo zastosowan. Jedno
z nich to obliczanie niektérych granic lub dowodzenie ich nieistnienia.

TWIERDZENIE 7.17. (a) Jesli a jest obustronnym punktem skupienia dziedziny
funkeji f, to lim f(z) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy obie granice jedno-
Tr—a
stronne lim+ (x) oraz lim f(x) istnieja i maja jednakowa wartos¢ (rowna
Tr—a Tr—a~
wartosci lim f(z));
T—a
(b) funkcja f jest ciggla w punkcie a swojej dziedziny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest w a lewostronnie i prawostronnie ciagta;
(c) jesli a nalezy do dziedziny f i jest obustronnym punktem skupienia dziedziny
funkcji f, to f jest cigglta w a wtedy i tylko wtedy, gdy obie granice jedno-

stronne lim+ (x) oraz lim f(x) istnieja i sa rowne f(a).
Tr—a r—a~

Dowdd. Jesli b jest granica funkcji f w punkcie a, to oczywiscie jest tez granica lewo-
stronng i prawostronng tej funkcji w punkcie a.

Przypus$émy zatem, ze b jest granica lewostronna i prawostronna f w a i rozwazmy cigg
(x,) zbiezny do a i o wyrazach réznych od a. Niech (zy,) oraz (x;,) beda podciagami
zlozonymi odpowiednio ze wszystkich wyrazéw wiekszych od a i wszystkich wyrazow
mniejszych od a. Na mocy zalozenia ciagi (f(xy,)) oraz (f(x;,)) sa zbiezne do b. Oznacza
to, ze dla dowolnego £ > 0 istnieje N € N takie, ze |f(zg,) —b| < e oraz |f(z;,) —b| <¢
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gdy n > N. Jesli wiec m > max{ky,Iy}, to albo m = k, dla pewnego n > N, albo
m = l,, dla pewnego n > N. W obu przypadkach |f(z,,) — b| < €, co oznacza zbieznos¢
(f(x,)) do b i w konsekwencji rownosé liin f(z) =b.

Druga i trzecia czes¢ twierdzenia sa xwrtllioskami z pierwszej oraz zwiazku cigglosci z
granicg. U

Twierdzenia dotyczgce arytmetyki i potegowania granic czy tez twierdzenie o trzech
funkcjach (oraz wiele innych twierdzen) maja swoje odpowiedniki dotyczace granic jed-
nostronnych i ciggtosci jednostronnej w punkcie; dowody nie wymagaja istotnych zmian.
Niewielka modyfikacja jest potrzebna w sformutowaniu twierdzenia o ztozeniu granic (do-
wod za$ pozostaje niemal taki sam).

TWIERDZENIE 7.18. (a) Jesli glcliIlll f(z) = b, ylggl+ g(y) = c oraz istnieje 5o > 0
takie, ze f(x) > bgdy |x —a| < dp iz # a, to lim g(f(z)) =c.
(b) Jesli glﬂl_rg f(s) =0, ylgz?— g(y) = c oraz istnieje %Za> 0 takie, ze f(x) < b gdy
|z —al < dpix+#a,to glclgég(f(x)) =c.

W obu czedciach granice lim mozna zastapi¢ granicami jednostronymi lim lub

r—a r—a~
lim+, gdy nier6wnos¢ f(z) > blub f(x) < b zachodzi odpowiednio gdy a—dy < = < a
r—a
lub gdy a < x < a + 9. U

Prayktad. Zachodzi lim 22 = 0, lim e /¥ =01 22 > 0 dla z # 0, zatem lim e~ /%" = 0.
z—0 y—0t x—0

Przyktad. Zachodzi lim f(z) = lim f(a —t).
T—a~ t—0t
Kolejne twierdzenie jest po prostu wersja udowodnionego wyzej wyniku dla granic
jednostronnych, ale jest bardzo wygodne w zastosowaniach.

TWIERDZENIE 7.19. Jesli istnieje 6y > 0 taka, ze f(z) = g(z) gdy a < & < a + dy,
to lim+ f(z) = lim+ g(x); w szczegolnoscei jesli jedna z granic istnieje, to istnieje tez
Tr—a r—a

druga. Prawdziwy jest analogiczny wynik dla granic lewostronnych. 0

Przyktad. Zachodzi lim sign(z) = lim 1 =1 oraz lim sign(z) = lim (—1) = —1.

z—0t z—0t z—0~ z—0~

Przyktad. Zachodzi lim [2] = lim 3 = 3 (bo [z] =3 dla z € (2,24 dy) gdy & = 1)

z—21 z—2+

oraz analogicznie lim [z]| = lim 2 = 2.
T2~ T2

Przyktad. Zachodzi lim exp(2) = co (bo lim X = coi lim exp(y) = oo) oraz analogicz-
z—0+ z z—0t+ T Y—+00
nie lim exp(:) = 0.
z—0~
Ponizszy przyktad to druga z najwazniejszych granic w rachunku rézniczkowym i cal-
kowym.

=1
TWIERDZENIE 7.20. Zachodzi lir% %
T— T

= L.
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Dowdd. Dla x < 1, x # 0, zachodzi 1 + 2 < exp(z) < 1/(1 — ), skad

exp(z) —1 o 1

1< < gdy 0 <z < 1,
T 1—2
—1 1

> o) =1 ady —1 < 2 < 0.
T l1—=x

Teza wynika z twierdzenia o trzech funkcjach zastosowanego do granic jednostronnych i
twierdzenia o zwiazku miedzy granicami jednostronnymi i granica obustronna. U

7.4. Definicje Cauchy’ego. Granica funkcji moze by¢ réwnowaznie zdefiniowana w spo-
s6b przypominajacy definicje granicy ciagu — jest to tzw. definicja Cauchy’ego granicy
funkcji, nazywana czasem epsilonowo-deltows.

TWIERDZENIE 7.21 (o rownowaznoSci definicji Heinego i Cauchy’ego granicy funk-
cji). Jesli a jest punktem skupienia dziedziny f i b € R, to nastepujace warunki sa
rownowazne:

(a) liczba b jest granicg funkcji f w punkcie a;

(b) dla kazdego e > 0 istnieje § > 0 o nastepujacej wlasnosci:

jesli x jest w dziedzinie f, x # a oraz |x —a| < 6, to |f(z) — b| < e.

Dowdd. Przypusémy, ze spelniony jest warunek z definicji Cauchy’ego granicy funkcji
oraz ze (x,) jest ciagiem spelniajagcym warunki definicji Heinego granicy funkcji. Niech
€ > 0 i niech 6 > 0 bedzie dobrana zgodnie z definicja Cauchy’ego granicy funkcji. Ze
zbieznosci (z,,) do a wynika, ze istnieje N takie, ze gdy n > N, to |z,, —a| < J. Poniewaz
T, # a, oznacza to, ze |f(x,) — b] < €. Wobec tego (f(z,)) jest zbiezny do b, a wiec
spetniony jest warunek z definicji Heinego granicy funkcji.

Przypusémy teraz, ze warunek z definicji Cauchy’ego granicy funkcji nie jest spetniony.
Oznacza to, ze dla pewnego € > 0 spelniony jest nastepujacy warunek: dla kazdej liczby
d > 0 istnieje liczba x w dziedzinie f taka, ze |z — a| < §, x # a, lecz |f(x) — b] > e.
Niech z,, oznacza taka liczbe x dobrana do 6 = %, gdzie n € N. Woéwcezas lim z, = a

n—oo
(bowiem |z, —t| < 1), lecz skoro | f(2,) —b| > € dla wszystkich n € N, granica lim f(x,)
n— o0
z pewnoscia nie jest rowna b (o ile w ogole istnieje). To dowodzi, ze roéwniez warunek z
definicji Heinego granicy funkcji nie jest spelniony. U

Definicja Cauchy’ego jest czesto trudniejsza do zastosowania niz definicja Heinego, jest
jednak bardziej naturalna. Obie definicje mozna rozwaza¢ ogdlniejszym kontekscie (wiecej
o tym na kursie z topologii).

Definicje Cauchy’ego mozna odpowiednio zmodyfikowaé¢ w przypadku gdy rozwazane
sg granice niewlasciwe lub jednostronne. Na przyktad:

e lim f(x) = oo jesli dla dowolnego M istnieje 6 > 0 taka, ze z warunku |z —a| < 0,
r—a
r # a, wynika warunek f(x) > M;

e lim f(x) = b jesli dla dowolnego € > 0 istnieje N takie, ze z warunku x < N
Tr——00
wynika warunek |f(x) — b| < ¢;

e lim f(z) = b jesli dla dowolnego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze z warunku a — 0 <
Tr—a~

r < a wynika warunek |f(z) —b| < e.
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Pozostale warianty sa analogiczne.
Wiemy juz, ze ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest podstawowy. Podobne
twierdznie zachodzi dla granicy funkcji.

TWIERDZENIE 7.22 (warunek Cauchy’ego istnienia granicy funkeji). Jesli a jest punk-
tem skupienia dziedziny f, to nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) funkcja f ma granice w punkcie a;
(b) dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 o nastepujacej wlasnosci:
jesli xq1, xo sa w dziedzinie f, x1 # a, T2 # a

oraz |x1 —a| < 6, |ra —a| <6, to |f(z1) — f(z2)] <e.

Drugi warunek nosi nazwe warunku Cauchy’ego istnienia granicy funkcji.

Dowdd. Jesli f ma granice rowna b w punkcie a, do dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka,
ze dla wszystkich x w dziedznie f takich, ze x # a oraz |v—a| < § zachodzi |f(z)—b| < 5.
Stad dla z; 1 z2 jak w twierdzeniu zachodzi | f(x1) — f(xa)| < |f(21) — 0| +|b— f(x2)| < €.
Przypu$émy teraz, ze spelniony jest drugi warunek. Ustalmy dowolny zbiezy do a ciag
(x,) o wyrazach w dziedzinie f i réznych od a. Niech € > 0 i niech § > 0 bedzie dobrana
zgodnie z drugim warunkiem. Istnieje wowczas N takie, ze jesli n > N, to |z, —a| < 0.
Wobec tego dla n,m > N zachodzi | f(z,)— f(zm)| < e. Wobec dowolnosci e > 0, oznacza
to, ze ciag (f(x,)) jest podstawowy. Ciag ten ma wiec granice; oznaczmy ja przez b.
Niech ¢ > 0, niech 6 > 0 bedzie dobrana zgodnie z drugim warunkiem dla liczby
¢ zamiast e, niech wreszcie N bedzie takie, ze |z, —a| < £ oraz |f(z,) — b < £ dla
n > N. Przypusémy, ze x jest w dziedzinie f, x # a oraz |z — a| < g. Ustalmy dowolne
n > N. Wéwczas |z, —a| < &, skad |z — z,| < 4, a wiec |f(z) — f(z,)| < £. Ponadto
|f(zn) — 0| < § dlan > N. Ostatecznie otrzymujemy |f(z) — b| < . Dowodzi to, ze b
jest granicg funkcji f w punkcie a. O

Podobnie jak poprzednie, powyzsze twierdzenie ma swdj odpowiednik dla granic jed-
nostronnych, a takze granic w co i —oo; szczegbly pomijamy.

7.5. Asymptoty funkcji. Moéwiac nieformalnie, asymptote funkcji f nazywamy dowolng
prosta na plaszczyznie, do ktorej dokleja sie wykres funkcji f. Wyrdznia sie trzy rodzaje
asymptot, opisujace rézne zachowania funkcji w punkcie lub w plus i minus nieskonczo-
nosci.

DEFINICJA 7.23. Jedli a jest punktem skupienia dziedziny funkeji f z odpowiedniej
strony, to

(a) f ma prawostronng asymptote pionowqg x = a, jesli lim+ f(x) = oo lub
T—a
lim f(z) = —o0;
z—at
(b) f ma lewostronng asymptote pionowg x = a, jesli lim f(x) = oo lub
Tr—a~
lim f(z) = —o0;
r—a

(¢) f ma obustronng asymptote pionowq x = a, jesli ma w a lewostronna i pra-
wostronng asymptote pionowa.
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DEFINICJA 7.24. Jesli dziedzina funkcji f jest nieograniczona z gory, to
(a) f ma w oco asymptote poziomag y = b, jesii lim f(z) = b;
T—r00
(b) f ma w oo asymptote ukosng y = ax + b, jesli lim (f(x) — ax —b) = 0.
T—r00

Analogicznie definiuje sie asymptoty w —oo.

TWIERDZENIE 7.25. Jesli dziedzina funkcji f jest nieograniczona z gory, to f ma w
oo asymptote ukosng o rownaniu ax + b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice
wyznaczajace wspolczynniki a i b:
a = lim @, b= lim (f(x) — ax).
T—00 T—00

Analogiczny wynik zachodzi dla asymptot w —oo.

Dowadd. Jesli istnieje druga z omawianych granic, to z definicji f ma asymptote ukosna
zadane] postaci. Jesli zas ax + b okresla asymptote uko$na f w oo, to

lim 1@ — lim(—f(m)_m_b+a+§):O+a+O:a

T—00 z T—r00 z

i oczywiscie lim (f(z) —ax) = 0. O
T—00

Wkrotce zobaczymy, ze funkcje elementarne (i ogoélniej funkcje ciggle) mogg mieé
asymptoty pionowe wylacznie w punktach spoza dziedziny, ktore sa punktami skupie-
nia dziedziny.

1
Przyktad. Funkcja f(z) = \/Ei_

, 0 dziedzinie [0, 1)U (1, c0), ma obustronna asymptote

Vo —1
pionowa = = 1, bowiem lim+ f(x) = 400 oraz lim f(x) = —oo. Zgodnie z uwaga
z—1 rz—1—

poczyniong powyzej, funkcja ta nie moze mie¢ innych asymptot pionowych. Funkcja ta
ma tez asymptote pozioma y = 1: lim f(x) = 1.
T—>r00

Przyktad. Funkcja f(z) = e'/®, o dziedzinie (—o0,0) U (0,00), ma asymptoty poziome

y=1(wooiw —o0) oraz asymptote pionowg prawostronng z = 0, bowiem lim+ flx) =
z—0

oo, lim f(z) =0, im f(z)= lm f(z)=1

iy

Przyktad. Funkcja f(r) = arctg(z) ma asymptoty poziome y = 5 (w oo) iy = —F (w
—00); jest to tres¢ ¢wiczenia na liscie zadan nr 11.

Przyktad. Funkcja f(z) = v2? +z + 1 ma asymptoty ukoéne y = = + 1 (w oo) oraz

y=—z — 3 (w —00), zachodzi bowiem

1
lim <—\/9c2—|—x—|—1) = lim \/14—%4—%2:1,
r—o00 \ I T—00

r+1 1+ 2
lim (Va2 +2x+1—2)= lim = lim z =1
:c—)oo( ) x_>0°w/$2+x+1+$ T—00 1+l+L+1 2
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i podobnie
1
lim (—\/x2+x+1) = lim (—/1+1+4+%)=-1,
T—>—00 \ T T——00
r+1 1+ 41
lim (Vz?24+z+1+2)= lim = lim z =1
z—>—<>o( ) $—>—OO\/$2+:E+1—$ T——00 1_|_1+L2_1 2

7.6. Funkcje ciagle. Wiemy juz, ze funkcja jest ciggta w punkcie a wtedy i tylko wtedy,
gdy f(a) = lim f(z) (pod warunkiem, ze a jest jednoczesnie elementem dziedziny funkeji
r—a

f 1 jej punktem skupienia). Znamy tez analogiczne twierdzenia o ciaglosci i granicach
jednostronnych. Poznalismy tez réwnowazna epsilonowo-deltowa definicje granic i granic
jednostronnych, nazywana definicja Cauchy’ego. Ponizej formutujemy analogiczne defi-
nicje Cauchy’ego ciagtosci. Dowdd jest tatwy, ale warto go przytoczy¢ ze szczegotami (w
przysztosci wiele podobnych dowodow bedzie pomijanych).

TWIERDZENIE 7.26 (o rownowaznosci definicji Heinego i Cauchy’ego ciaglosci funk-
cji). Jesli a jest elementem dziedziny funkcji f, to nastepujace warunki sa réwno-
wazne:

(a) funkcja f jest ciagla w punkcie a;

(b) dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 o nastepujacej wtasnosci:

jesli z jest w dziedzinie f oraz |x —a| <6, to |f(z) — f(a)| < e.

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla ciggtosci prawostronnej i lewostronnej funkcji
f w punkcie a, jesli zastapimy warunek |x —a| < 6 warunkiem a < z < a + ¢ (dla
ciaglodci prawostronnej) lub a — 6 < z < a (dla ciaglosci lewostronnej).

Dowdd. Jesli a nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f, to oba warunki sa spel-
nione. Przypusémy wiec, ze a jest punktem skupienia dziedziny f.

Jesli spelniony jest pierwszy warunek, czyli f jest ciagla w a, to f(a) = li_r>n f(z). Na
mocy definicji Cauchy’ego granicy funkeji, drugi warunek jest spelniony, o ilxe cciodatkowo
zalozymy, ze x # a. Jednak dla x = a oczywiscie |f(x) — f(a)] = 0 < e. Dowodzi to
drugiego warunku bez dodatkowych zalozen.

Przypusémy teraz, ze spelniony jest drugi warunek. W szczego6lnosci zachodzi on, gdy
x # a, a wiec na mocy definicji Cauchy’ego granicy, f(a) = ligl f(x). To za$ oznacza
ciggltosé f w a. o

Przypadek granic jednostronnych jest analogiczny i jego szczegdtowy dowod pomijamy.

O

Czesto wygodnie jest mowic o cigglosci funkeji na wlasciwym podzbiorze jej dziedziny.

DEFINICJA 7.27. Funkcja f jest ciggla na przedziale (a,b), jesli przedzial ten zawiera
sie w jej dziedzinie oraz f jest ciagta w kazdym punkcie tego przedziatu.

Funkcja f jest ciggla na przedziale [a,b], jesli przedziat ten zawiera sie w jej dzie-
dzinie oraz f jest ciaglta w kazdym punkcie przedziatu (a,b), ciagla prawostronnie w
a oraz ciagla lewostronnie w b.

Analogiczne definicje wprowadza sie dla przedziatow postaci [a, b) oraz (a, b].

Ogolniej, funkcja f jest ciggla na zbiorze A, jesli zbior ten zawiera sie w jej dzie-
dzinie oraz zawezenie funkcji f do zbioru A jest funkcja ciagta na A (a wiec funkcja
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f:A— R dana wzorem f(z) = f(x) dla z € A jest ciagla w kazdym punkcie zbioru
A).

Ostatnia cze$¢ definicji faktycznie jest rozszerzeniem jej wczes$niejszych czesci; nie-
trudny dowod tego faktu pomijamy.

Przyktad. Funkcja dana wzorem f(z) = |z jest ciaglana [0,1). W istocie, jeslia € (0, 1),
to istnieje dp > 0 taka, ze f(x) = 0 gdy |z — a| < Jp (mianowicie Jp = min{a,1 —a}), a
wiec

lim f(z) = lii)nO =0= f(a).

T—a

Ponadto f jest prawostronnie cigglta w 0, zachodzi bowiem lim+ flz) = lim+ 0=0=
z—0 z—0

f(0). Zauwazmy, ze f jest ciagla na [0,1) mimo, Ze nie jest ciagta w 0 (jest jedynie
prawostronnie ciagta w 0).

7.7. Funkcje nieciagle. Wyrdznia sie trzy typy i dwa rodzaje nieciagtosci.

DEFINICJA 7.28. Jedli a nalezy do dziedziny funkcji f i jest jej obustronnym punktem
skupienia, to
(a) f ma w a nieciggtos¢ typu skok (lub po prostu skok), jesli obie granice jedno-
stronne zlirﬁ f(z) i xlig{ f(z) istnieja, lecz maja rézna wartosé;

(b) f ma w a nieciggto$é pozorng (inaczej: nieciggtosé usuwalng lub nieciggtosé
typu luka), jesli istnieje lim f(x) (czyli obie granice jednostronne lim+ f(z)i
r—a Tr—a

lim f(x) istnieja i sa sobie rowne), lecz granica ta ma wartosé rozna od f(a);
r—a~

(¢) f ma w a niecigglo$c¢ istotng, jesli ktoras z granic jednostronnych lim+ f(z) i
r—a

lim f(x) nie istnieje.
r—a—

Nieciaglo$é pozorng lub typu skok nazywa sie nieciggtosciq pierwszego rodzaju. Nie-
cigglosdé istotna to inaczej nieciqgltosé drugiego rodzaju.

Przyktad. Funkcja f(x) = sign(x) ma w 0 nieciaglto$é¢ typu skok.

) —
Przyktad. Funkcja f(z) = (sign(z))? ma w 0 nieciaglo$¢ pozorna.

Przyktad. Funkcja f(z) = & ma w 0 nieciaglog¢ istotna, bowiem (wlasciwe) granice
jednostronne f w 0 nie istnieja.

Przyktad. Funkcja f okreslona wzorem f(z) = sin(2) dla = # 0, f(0) = ¢ (gdzie ¢ € R),

ma w 0 nieciaglosé¢ istotna, bowiem nie istnieje zadna z granic jednostronnych f w 0. W

istocie, jesli z,, = -, to f(x,) =0, wiec lim f(z,) = 0; jesli zad z,, = m, to f(z,) =
n—oo

1, czyli lim f(z,) = 1. Granica lim+ f(z) musialaby wiec by¢ rowna jednoczesnie 0 i 1.
n—00 z—0

W niektorych zastosowaniach istotna role odgrywaja funkcje, ktore nie maja nieciggto-
Sci istotnych — maja one pewne cechy wspoélne z funkcjami ciggtymi.
Na zakoniczenie warto poda¢ dwa klasyczne przyktady funkcji nieciggtych.

Przyktad. Funkcja Dirichleta zdefiniowana jest wzorem f(z) = 1 dla x wymiernych i
f(z) = 0 dla z niewymiernych. Poniewaz kazda liczba jest granica zar6wno ciagu liczb
wymiernych, jak i ciaggu liczb niewymiernych, funkcja Dirichleta nie jest ciagta w zadnym
punkcie.
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Przyktad. Funkcja Riemanna zdefiniowana jest wzorem f(x) = 0 dla x niewymiernych
oraz f (%) = % dla wszystkich liczb wymiernych £ zapisanych w postaci ulamka nieprzy-
wiedlnego (tj. p € Z, ¢ € N, p i ¢ nie majg wspolnych dzielnikow innych niz 1). Poniewaz
kazda liczba wymierna jest granica ciagu liczb niewymiernych, funkcja Riemanna nie
jest ciggta w zadnym punkcie wymiernym. Z drugiej strony jesli ciag liczb wymiernych
(x,,) jest zbiezny do liczby niewymiernej, mianowniki tworza ciag rozbiezny do oo, a wiec

lim f(x,) = 0. Zatem dla dowolnego ciagu (x,) zbieznego do liczby niewymiernej a
n—o0

zachodzi lim f(z,) = 0 = f(a): albo od pewnego miejsca liczby z, sa niewymierne
i f(xy,) :nB?oalbo istnieje podciag (xy,) wszystkich wymiernych wyrazow ciagu (x,) i
nh_)nolo f(zg,) =0, skad tatwo nh_)rrolo f(z,) =0 (bowiem dla dowolnego € > 0 istnieje N € N
takie, ze f(sk,) < e dlan > N, skad f(s,) < e dlan > ky). Ostatecznie wnioskujemy,
ze f jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym.

Zbior punktow nieciaglosci funkeji Riemanna to zbior liczb wymiernych. Co ciekawe,
nie istnieje funkcja, ktorej zbior punktéw niecigglosci to zbior liczb wymiernych. Jest
to wniosek z twierdzenia Baire’a o kategoriach (ktore zostanie udowodnione na kursie z
topologii) oraz ¢wiczenia dodatkowego na liscie zadan nr 13.

7.8. Ujecie topologiczne. Definicje granicy funkcji rzeczywiste] w punkcie i ciggtosci
w punkcie mozna sformutowac¢ w jezyku, ktory pozwala na tatwe uogdlnienia tych pojeé.

DEFINICJA 7.29. Dla dowolnego € > 0 przedzial (a — ¢, a + ) nazywany jest otocze-
niem punktu a. Zbior (a—e,a+¢)\ {a} nazywany jest sgsiedstwem punktu a (inaczej:
naktutym otoczeniem punktu a). Analogicznie przedzial [a, a + €) nazywany jest pra-
wostronnym otoczeniem a, zas przedzial (a,a + ) — prawostronnym sqsiedztwem a.
Dla dowolnego M € R przedzial (M, +o00) nazywany jest otoczeniem plus nieskori-
czonosci lub sgsiedstwem plus nieskoriczonosci, za$ przedzial (—oo, M) — otoczeniem
minus nieskonczonosci lub sgsiedstwem minus nieskoriczonosci.

W oczywisty sposob definicje Cauchy’ego mozna przepisaé tak, jak w ponizszym twier-
dzeniu.

TWIERDZENIE 7.30. Jesli kazde sasiedztwo punktu a ma punkt wspolny ze zbiorem
A, to a nazywamy prawostronnym punktem skupienia A. Ciag (a,) jest zbiezny do
z, jesli kazde otoczenie punktu x zawiera wszystkie wyrazy ciagu (a,) od pwenego
miejsca. Funkcja f jest ciagta w punkcie a, jesli dowolne otoczenie punktu f(a) za-
wiera wszystkie wartosci funkcji f w pewnym otoczeniu punktu a. Funkcja f ma
granice b w punkcie a (ktory jest punktem skupienia dziedziny funkcji f), jesli do-
wolne otoczenie punktu b zawiera wszystkie wartosci funkcji f w pewnym sasiedztwie
punktu a. Analogiczne sformutowania sa prawdziwe dla granic jednostronnych lub
niewlasciwych, a takze dla cigglosci jednostronne;j. 0

7.9. Wlasnosci funkcji ciaglych. W poprzednich rozdzialach udowodniono wiele wta-
snosci funkcji cigglych: suma, roznica, iloczyn, iloraz, potega oraz ztozenie funkcji cia-
gtych sa funkcjami ciggltymi. Ponadto funkcja odwrotna do $cigle monotonicznej funkcji
cigglej (okreslonej na pewnym przedziale) jest funkcja ciaglty. Wreszcie: wszystkie funkcje
elementarne sa ciagle (na swojej dziedzinie naturalnej).
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We wstepnej czesci sformutowane zostaly kolejne dwa twierdzenia o funkcjach ciggtych,
ktore teraz udowodnimy. Pierwsze dotyczylto osiggania wartosci posrednich.

TWIERDZENIE 7.31 (wtasno$¢ Darboux funkcji ciagtej). Jesli funkcja f jest ciagla na
przedziale [a,b] oraz y jest zawarte w przedziale otwarty, o kranicach f(a) i f(b), to
rownanie f(x) =y ma rozwiazanie w przedziale (a,b). [[rysunek]]|

Dowdd. Przypusémy wpierw, ze f(a) < f(b) i w takim razie f(a) <y < f(b). Okreslmy
A={zelab]: /() <u).

Zbior A jest niepusty, bowiem zawiera liczbe a. Jest tez ograniczony z gory przez b.
Okreslmy zatem ¢ = sup A. Oczywiscie ¢ € [a, b].

Istnieje ciag (z,) elementow zbioru A zbiezny do c. Z ciaglosci funkcji f wynika, ze
ciag (f(x,)) jest zbiezny do f(c). Skoro f(x,) < y, otrzymujemy

fle) = lim f(,) <y.

Skoro f(b) > vy, zachodzi ¢ # b, czyli ¢ < b. Wobec tego ¢ + % < b dla dostatecznie
duzych n € N. Oczywiscie ¢ + % ¢ A, zatem f(c+ %) > y (dla dostatecznie duzych n).
7 ciaglosci funkcji f wynika, ze ciag (f(c+ +)) jest zbiezny do f(c), skad

f(e) = lim fle+ 1) >y

Z uzyskanych nieréwnosci wynika, ze f(c) = y. Skoro f(a) < y, otrzymujemy ¢ # a, czyli
ostatecznie ¢ € (a,b).
Przypadek f(a) > f(b) jest analogiczny. Gdy f(a) = f(b), nie ma czego dowodzi¢. [

Inny dowdd tego twierdzenia jest trescia ¢wiczenia na liscie zadan nr 13.

Funkcja f ma wtasnosé Darbour (nazywana tez wlasnosciq wartosci posredniej), jesli
na kazdym przedziale [a, b] zawartym w jej dziedzinie funkcja f osiaga wszystkie wartosci
posrednie miedzy f(a) i f(b). Poniewaz ciaglos¢ f na caltej dziedzinie implikuje ciaglosé
na kazdym przedziale [a,b] zawartym w dziedzinie f, powyzsze twierdzenie oznacza, 7e
funkcje ciaggle maja wtasnosé Darboux. Warto podkresli¢, ze przeciwne wynikanie nie jest
w ogolnosci prawdziwe — znalezienie odpowiednich przykladow to takze tres¢ ¢wiczen
na liscie zadan nr 13.

Kolejnym podstawowym wynikiem jest wlasnosé¢ osiggania wartosci ekstremalnych.

TWIERDZENIE 7.32 (0 osiaganiu kresow). Jesli funkcja f jest ciagta w kazdym punkcie
przedziatu [a, b], to przyjmuje ona w tym przedziale warto$¢ najmniejsza oraz wartosé
najwicksza. [[rysunek]]

Dowdd. Celem jest udowodnienie, ze zbior wartosci Y = {f(z) : = € [a,b]} zawiera
element najwiekszy i najmniejszy. Jesli A jest nieograniczony z gory, to istnieje ciag (z,,)
o wyrazach w przedziale [a,b] taki, ze f(x,) > n. Jesli zas A jest ograniczony z gory,
to istnieje ciag (z,) o wyrazach w przedziale [a,b] taki, ze ciag (f(x,)) jest zbiezny do
sup A. W obu przypadkach na mocy twierdzenia Bolzano—Weierstrassa ciag (z,) zawiera
podciag (z,) zbiezny do pewnej liczby ¢ € [a,b]. Oznacza to, ze

flc) = Jim f(@r,);
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w szczegolnosci (wlasciwa) granica f(xy,) istnieje. Oznacza to, ze A jest ograniczony
(w przeciwnym razie bowiem lim f(xy, ) = 0o) i w takim razie f(c) = lim f(zy,) =
n—oo n—oo

lim f(z,) = sup A. Analogicznie dowodzi sie, ze f osiaga warto$¢ najmniejsza. O
n—oo

Latwo sprawdzié¢, ze funkcje ciagle na przedziatach otwartych nie maja tej wtasno-
Sci: moga by¢ nieograniczone, moga tez by¢ ograniczone, lecz nie przyjmowaé¢ wartosci
najwickszej. Znalezienie odpowiednich przyktadéow jest trescia ¢wiczen na liscie zadan

nr 13.
Powyzsze dwa twierdzenia mozna podsumowac nastepujaco.

WNIOSEK 7.33. Zbior wartosci funkcji ciaglej na [a, b] jest skoniczonym przedziatem
domknietym lub zbiorem jednoelementowym.

Dowdd. Niech y; = f(z1) bedzie wartoscia najwicksza f na [a,b], za$ yo = f(x2) —
wartoscia najwieksza. Jesli x1 = x5, to f jest stale rowna y; = yo na [a,b]. Gdy
x1 < T, to f jest ciagla na [z1, o], przyjmuje wiec wszystkie wartosci miedzy f(z1) = v
i f(z2) = yo. Analogicznie gdy x; > x4, to f jest ciagta na [z4, 21] i wobec tego przyjmuje
wszystkie wartosci pomiedzy f(x2) = y2 1 f(z1) = y1. Oznacza to, ze zbior wartosci
funkeji f na przedziale [a,b] to przedzial [y, ya]. O

Powyzsze twierdzenie mozna stosowa¢ do dowodu istnienia rozwiazan niektérych row-
nan (a takze przyblizania ich rozwiazan).

TWIERDZENIE 7.34. Kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek rzeczy-
wisty[]

Dowdd. Niech f(x) = apz® + ap_12* 1t + ... + a1z + ag, gdzie k jest nieparzyste. Przy-
pusémy wpierw, ze a, = 1. Wowczas, jak latwo sprawdzi¢, lim (|x|7%f(z)) = 1 oraz
T— 00

lim (Jz|7%f(z)) = —1. Wobec tego istnieje x5 > 0 takie, ze f(z2) > 3|za|" > 0 oraz
T—r—

o
z1 < 0 takie, ze f(z1) < —i|z1[* < 0. Poniewaz f jest funkcja ciagla (bo elementarna),
istnieje x € [z, x5 takie, ze f(z) = 0.

W przypadku gdy a;, # 0 (lecz niekoniecznie aj, = 1), wystarczy rozwazy¢ wielomian

1
Hf ]

Przyktad. Wielomian f(r) = 23 — 3z + 1 ma trzy pierwiastki rzeczywiste: f(—2) = —1,
f(0) =1, f(1) = =1, f(2) = 3, kazdy 7 przedziatow (—2,0), (0,1) i (1,2) zawiera
zatem pewien pierwiastek. Poniewaz f(0,347) = 0,000781923 > 0 oraz f(0,348) =
—0,00185581 < 0, jeden z pierwiastkow lezy w przedziale (0,347, 0,348).

Przyktad. Rownanie xe® = y ma rozwiazanie z > 0 dla kazdej liczby y > 0. W istocie,
jesli f(z) = ze®, to f jest ciagta na [0,00), f(0) = 0 oraz f(x) > x, a wiec w przedziale
0, a] funkcja f osiaga wszystkie wartosci pomiezdy 01 f(a); na [0,00) funkcja f osiaga
zatem wszystkie wartosci nieujemne.

Poniewaz f jest SciSle rosnaca, rozwiazanie rownania f(z) = y (dla ustalonego y > 0)
jest jednoznaczne. Rozwiazanie to okresla jedna z funkcji W Lamberta: y = Wy(x).

*Prawdziwe jest tez zasadnicze twierdzenie algebry: kazdy wielomian (takze taki o wspolczynnikach
zespolonych) ma pierwiastek zespolony, ale jego dowdd jest istotnie trudniejszy.
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Jest to przyklad funkcji specjalnej — waznej funkcji, ktora nie jest elementarna (dowod
tego faktu jest jednak skomplikowany; przyktad ten pokazuje tez, ze funkcja odwrotna
do funkcji elementarnej nie musi by¢ elementarna).

TWIERDZENIE 7.35. Jesli f jest ciagla funkcja na [a,b] o wartosciach w [a, b], to f
ma punkt staty: dla pewnego x € [a, b] zachodzi f(z) = .

Dowdd. Wystarczy udowodnié, ze funkcja okreslona wzorem g(z) = f(x) — z przyjmuje
na przedziale [a,b] wartos¢ 0. Funkcja ta jest ciagta na [a,b] oraz g(a) = f(a) —a > 0,
g(b) = f(b) —b < 0. Jesli g(a) = 0 lub ¢g(b) = 0, to nie ma czego dowodzi¢. Gdy za$
g(a) <01 g(b) >0, to dla pewnego x € [a, b] zachodzi g(z) = 0. O

Ciaglos¢ na przedziale domknietym ma jeszcze jedna ciekawa (i bardzo wazna) wla-
sno$¢: mozna zamieni¢ kolejnosé kwantyfikatoréw w definicji.

DEFINICJA 7.36. Funkcja f jest jednostajnie ciggla w zbiorze A, jesli dla dowolnego
e > (O istnieje § > 0 o whasnosci: jesli x1, z9 € A oraz |z —x5| < 0, to | f(z1)— f(22)| <
€.

Warto poréwnaé to z definicja ciagltosci w A: funkcja f jest ciaglta w zbiorze A, jesli
dla kazdego =1 € A oraz dowolnego € > 0 istnieje § > 0 (ktora moze zalezeé¢ nie tylko od
g, ale tez od x1) o whasnodci: jesli o € A oraz |z1 — x2| < 6, to |f(x1) — f(z2)| < e.

TWIERDZENIE 7.37. Jesli f jest ciagta na [a, b], to jest jednostajnie ciagta na [a, b].

Dowdd. Przypusémy, ze funkcja f nie jest jednostajnie ciagta na [a, b], a wiec dla pewnego
e > 0 istniejy ciagl punktow (z,) i (Z,) w [a,b] takie, ze |z, — &,| < %, lecz |f(z,) —
f(Z,)| = e (stosujemy tu zaprzeczenie definicji jednostajnej ciaglosci dla § = %) Na
mocy twierdzenia Bolzano—Weierstrassa istnieje zbiezny podciag (xy,) ciagu (x,). Niech
¢ bedzie granica tego ciagu. 7 nieréwnosci z, — % < Tp < Ty + % i twierdzenia o
trzech ciagach wynika, ze ciag (%, ) rowniez jest zbiezny do c¢. Gdyby f byla ciggta w
¢, to zachodzitoby 7}1_{20 |f(xr,) — f(&x,)| = |f(c) = f(c)| = 0, co stoi w sprzecznosci z
warunkiem |f(xy, ) — f(Zx, )| = € dla wszystkich n € N. Zatem f nie jest ciagla w ¢. O

Powyzsze twierdzenie nie zachodzi dla przedzialéow otwartych lub nieskonczonych —
odpowiednie przyklady sa ¢wiczeniami na liscie zadan nr 13.

DEFINICJA 7.38. Funkcja f okre$lona na pewnym zbiorze A spelnia warunek Lip-
schitza, jesli istnieje stata C' taka, ze

| f(z1) = f(22)| < Clzy — 23|

dla wszystkich zq, x5 € A. Ogolniej, funkcja f spelnia warunek Héldera z wyktadni-
kiem ¢ > 0, jesli istnieje stala C' taka, ze

| (@1) — f(z2)| € Clas — 32)°
dla wszystkich z1, 2, € A.

W definicji jednostajnej ciaglosci najlepszg wartosé¢ 6 > 0 dla ustalonego ¢ > 0 oznacza
sie wy(e), a funkcje wy nazywa sie modutem ciaggtosci funkeji f.
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DEFINICJA 7.39. Jesli f jest funkcja okreslong na pewnym zbiorze A oraz € > 0, to
okreslamy

we(e) = sup{|f(z1) — f(x2)| : 1,22 € A, |21 — 22| < 0}

Funkcje wy nazywamy modutem ciggtosci funkceji f.

Funkcja f spelia zatem warunek Lipschitza, jesli wy(e) < Ce dla pewnego C. Analo-
gicznie f spetnia warunek Héldera z wyktadnikiem 8, jesli wy(e) < Ce® dla pewnej stale]

C.



61
8. Pochodne

8.1. Definicje. Pojecie pochodnej jest kolejnym (po granicy) najwazniejszym pojeciem
rachunku rézniczkowego i catkowego, wprowadzonym krétko juz w rozdziale

DEFINICJA 8.1. Niech f bedzie funkcjg rzeczywista, 1, ro — réznymi punktami jej
dziedziny. Iloraz réznicowy funkcji f na przedziale od x; do x5 to:

flw) = flar)

To — 1

Jesli f(t) opisuje potozenie obiektu w chwili ¢, to iloraz réznicowy jest srednia pred-
koscia na przedziale od t; do t5. Ponadto iloraz réznicowy to wspolczynnik kierunkowy
siecznej wykresu funkcji, przechodzacej przez (xq, f(x1)) i (22, f(22)), czyli prostej: [[ry-
sunek]]|

f(x2) — f(21)

p— (x — x7).

y— f(x1) =
DEFINICJA 8.2. Jedli funkcja f jest zdefiniowana w otoczeniu ustalonego punktu a
(lub co najmniej a jest punktem skupienia i elementem dziedziny funkcji f) oraz
istnieje wlasciwa granica:
(8.1) lim 1@ = /(@)

z—a T —a

Y

to mowi sie, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie a, zas§ warto$é granicy nazy-
wana jest pochodng funkcji f w punkcie a i oznaczana f'(a).

W ten sposob okreslona jest funkcja pochodna f’ funkcji f, ktorej dziedzing jest
zbioér tych punktow, w ktorych f jest rozniczkowalna. Pochodna pochodnej funkcji
f, jesli istnieje, nazywana jest drugg pochodng funkcji f i oznaczana f”. Analogicznie
okresla sie pochodne wyzszych rzedow: dlan € N pochodna rzedu n+1 jest pochodna
pochodnej rzedu n, przy czym pochodna rzedu 0 to wyjéciowa funkcja. Pochodna
rzedu n oznacza sie zwykle £,

Gdy istnieje granica niewtasciwa (8.1]), mowi sie, ze funkcja f ma pochodng niewta-
Sciwg w punkcie a i czasem pisze sie odpowiednio f'(a) = oo lub f'(a) = —oco. Gdy
istnieje granica jednostronna , mowi sie, ze f ma pochodng jednostronnag, ktora
oznacza sie odpowiednio f! (a) lub f’ (a).

Funkcja jest rozniczkowalna w przedziale I, jesli jej pochodna jest okreslona w
punktach wewnetrznych tego przedziatu, a jesli przedziat I zawiera ktores ze swoich
koncow — ponadto w tych koncach istnieje odpowiednia pochodna jednostronna.

Ze wzoru na granice zlozenia funkcji (po podstawieniu z = a + s):

) — tim L8 @) flats) = f0)

T—a Tr—a 5s—0 S

Ostatnia postac¢ jest czesto wygodniejsza w rachunkach.

Jesli f(t) opisuje potozenie obiektu w chwili ¢, to pochodna interpretuje si¢ jako pred-
ko$¢ chwilowa. Wkrotce zobaczymy, ze informacja o predkosci chwilowej na przedziale i
znajomosé polozenia w ustalonym momencie w pelni okreslaja ruch.

Pochodna funkcji f w punkcie a to tez — z definicji — wspotezynnik kierunkowy
stycznej do wykresu funkeji f w punkcie (a, f(a)). Styczna jest wiec dana réwnaniem:
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[[rysunek]|

y — f(a) = f'(a)(z — a).
Z definicji styczna do wykresu funkcji istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ta jest
rozniczkowalna. Wyjatkiem jest tu przypadek stycznej pionowej, ktérym nie bedziemy
sie zajmowali.

Przyktad. Jesli f(z) = x? dla wszystkich z, to:

oy e -
F2) =lim——07 = lim(z +2) =4
i ogodlnie:
22— g2
f'(a) = lim = lim(z +a) = 2a
z—=a T — T—a

dla wszystkich a.

Przyktad. Jesli f(z) = |z| dla wszystkich z, to f(a) =1dlaa >0, f'(a) = —1dlaa <0
oraz f’(0) nie istnieje (cho¢ f(0) =11 f.(0) = —1).

Przyktad. Jesli f(x) = \/x dla wszystkich z > 0, to f’ (0) = +o0.
TwWIERDZENIE 8.3. Jesli funkcje f i g sa sobie réwne w pewnym otoczeniu ustalonego

punktu a, to maja w a jednakowe pochodne. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla
otoczen i pochodnych jednostronych.

Dowdd. Jest to bezposredni wniosek z odpowiednich twierdzen dla granic funkeji. O

TWIERDZENIE 8.4. Jesli ustalony punkt ¢ jest obustronnym punktem skupienia i
elementem dziedziny funkcji f, to funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie ¢ wtedy i
tylko wtedy, gdy funkcja f ma w punkcie ¢ obie pochodne jednostronne i maja one
jednakowa wartos¢.

Dowad. Jest to bezposredni wniosek z odpowiedniego twierdzenia dla granic funkcji. [

TWIERDZENIE 8.5. Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w ustalonym punkcie a, to
jest ciggta w punkcie a.

Dowdd. Zachodzi:
lim f(z) = lim (M (x —a)+ f(a)) = f(a)- 0+ f(a) = f(a). O

r—a Tr—a Tr— a
8.2. Obliczanie pochodnych. Obliczenie pochodnych funkcji elementarnych jest nie-

zwykle proste.

TWIERDZENIE 8.6 (0 arytmetyce pochodnych). Jesli funkcje f i g sa rézniczkowalne
w punkcie a, to:

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a), (f -9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(f —9)'(a) = f'(a) — ¢'(a), (f/9)'(a) =
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przy czym w ostatnim wzorze nalezy zatozy¢, ze g(t) # 0.

Dowod. Zachodzi:

(f +g)(a) =lim f(z) + g(x) — fla) — g(a)

T—a T — Q
i L @) g, 90 =00 i 4 ),
r—a Tr—a T—a T —a
Dowo6d wzoru na pochodng roéznicy jest analogiczny. Ponadto:
(f . g)/(a) _ }Uliré f<x>g(xl). : g(a)g(a)
= tim (121 ) i (00 2222 — praggto) + sl (o)
Podobnie:

9@ = I e ate)9(a)

gDy \ z—a =r r—a
_ [@)g(a) ~ fla)g'(@) -
(9(a))?

TWIERDZENIE 8.7 (wzér Leibniza). Jedli funkcje f i g sa n-krotnie rozniczkowalne w
punkcie a, to:

(7-9)"@ = () F7@500 + (1) 7@ @) + ()72 @g @) +..
+(," )70 @e @ + (1) 19 @)

Dowod. Dowod indukeyjny jest niemal identyczny z dowodem wzoru dwumianowego New-
tona. |

TWIERDZENIE 8.8. Jedli funkcja f jest rozniczkowalna w ustalonym punkcie a, zas
funkcja g — w punkcie f(a), to (przy zalozeniu, ze a jest punktem skupienia dziedziny
ztozenia g o f):

(g0 f)(a) =d'(f(a))f (a).

Dowdd. Niech b = f(a). Bardzo prosty, lecz niezupetnie poprawny dowod to:

o) —glf@) @)~ f
L [y TR -

y—b y—b T—a r—a
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Argument ten jest bledny, gdy a jest punktem skupienia zbioru rozwigzan x réwnania
f(z) = b— na przyklad wtedy, gdy funkcja f jest stala. Najprostszy sposob, by powyzsze
rozumowanie poprawié¢, polega na oznaczeniu symbolem h(y) ilorazu roznicowego funkeji
g na przedziale od b do y:

— gdy y # b,
g'(b) gdy y = b.

Wowcezas funkcja h jest ciggla w b (bowiem h(b) = ¢'(b) jest z definicji rowne granicy

ilorazu réznicowego h(y) gdy y — b) oraz g(f(x))—g(f(a)) = h(f(x))(f(x)— f(a)) (takze
wtedy, gdy g(s) = g(t)), zatem:

(g0 f)(a) = lim 9(f(z)) —g(f(a))

— tim h(g(2) - lim LD )/ O

TWIERDZENIE 8.9. Jesli f(z) = pz + g dla wszystkich x, to f'(a) = p dla wszystkich
a.

Dowod. Zachodzi:

f’(a)zlimpx+q_pa_qzlimp:p. O

r—a Tr— a T—a

TWIERDZENIE 8.10. Jesli f(x) = exp(z) dla wszystkich z, to f'(a) = exp(a) dla
wszystkich a.

Dowdd. Zachodzi:

f'(a) = lim exp(a + s) — expla) = exp(a) lim

s—0 S 5—0 S

exp(s) — 1

= exp(a) - 1. O

Stad (przez argument indukcyjny) wynika, ze jesli f(z) = exp(z) dla wszystkich z oraz
n €N, to f(x) = exp(z).

TWIERDZENIE 8.11. Jesli f(z) = sin(z) dla wszystkich z, to f’(a) = cos(a) dla
wszystkich a.

Dowod. Zachodzi:

sin(a + s) — sin(a) y 2 cos(a + 3)sin(3)

! . _
)= ; =% ;
sin(3
= lim ) lim cos(a + 5) = 1 - cos(a). O
5—0 s—0

N @

WNIOSEK 8.12. Jesli f(z) = cos(x) dla wszystkich z, to f'(a) = —sin(a) dla wszyst-
kich a.

Dowdd. Niech g(z) = sin(z), h(z) = z + §. Skoro f(x) = sin(
cos(a) i h'(a) = 1 dla wszystkich a, zachodzi f'(a) = cos(a + 5

~ K
+
MJE]
~—
I
e
—~
>
—~
&
~—
~
Q\
—~
S
~
I

-1 = —sin(a). O
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Dla wygody zapisu stosuje sie oznaczenie (f(z))" = f'(x), jeSli w wyrazeniu f(x) nie

wystepuja inne zmienne lub z kontekstu wynika, po jakiej zmiennej odbywa sie réznicz-
kowanie. Piszemy zatem:

i "= cos(x x)) = b
(sinfa) = cos(z). () = .
"= —sin(x cto(z)) = L
(COS(:IZ')) - ( )7 ( tg( )) (Sin(x))Q .

Dla dowolnego ustalonego ¢ > 0 zachodzi
(") = " In(e).
Ponadto dla ustalnego ¢ wprost ze wzoru na pochodng ztozenia funkcji wynika, ze:

(cf(z)) = cf'(x), (f(ex))' = cf'(cx), (f(z+0) = fl(z+0),

przy zatozeniu, ze pochodna po prawej stronie rownosci istnieje. Niektore z powyzszych
roOwnosci stanowia tres¢ ¢wiczen na liScie zadan nr 14.

TWIERDZENIE 8.13 (o pochodnej funkcji odwrotnej). Niech f~! bedzie funkcja od-
wrotna do funkcji f na pewnym przedziale, na ktérym funkcja f jest $cisle monoto-
niczng funkcja ciagta. Niech a bedzie ustalonym punktem tego przedziatu. Jesli funk-
cja f jest rozniczkowalna w punkcie a i f/(a) # 0, to funkcja f~! jest rozniczkowalna
w punkcie b = f(a) oraz (f~')'(b) = 1/f'(a). W przypadku punktow brzegowych
rozwazanego przedzialu nalezy mowi¢ o odpowiednich pochodnych jednostronnych.

Innymi stowy:

Dowdd. Wystarczy podstawi¢ y = f(z) (czyli z = f~1(y)) w definicji granicy:

=) — f71(0)

y—b Y — b

[l -a  _yowea 1 .
b f(fTNY) — fla)  wsa f(2) = fla)  f'(a)

WNIOSEK 8.14. Jesli f(z) = In(x) dla wszystkich x € (0,+00), to f'(a) = 1/a dla
wszystkich a € (0, +00).

Dowdd. Jesli a = exp(b), to zachodzi:

1

'(a) = _ 1!
f(a)_exp(b) Ca -

WNIOSEK 8.15. Jesli f(z) = arcsin(z) dla wszystkich z € [—1,1], to f'(a) =
1/4/1 — a? dla wszystkich a € (—1,1).

Dowdd. Jesli a = sin(b) i b € (=5, %), to zachodzi:
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Analogicznie dowodzi sie pozostatych wzoréw sposrod:

; o1 arctg(z)) = !
(arcsin(z))’ = Nk (arctg(r)) 1122’
! _; [0} €T / = — 1

dla dowolnego ustalonego a € (0,1) U (1, +00) — sa to ¢wiczenia na liscie zadan nr 14.

= ¢ dla ustalnego ¢ i wszystkich x (z dziedziny

TWIERDZENIE 8.16. Jesli f(x)
—1 dla wszystkich x z dziedziny naturalnej funkcji f, z

naturalnej), to f/'(x) = cz*
wyjatkiem x = 0 gdy ¢ < 1.

Dowdd. Dla wszystkich © > 0 zachodzi f(z) = exp(cln(x)), skad, na mocy wzoru na
pochodng zlozenia funkcji, dla a > 0:

1

f'(a) = exp(cln(a)) - ¢ - ~=ca

c—1

Jesli ¢ jest catkowite i rozne od zera (lub ogdlniej — jest liczba wymierna o nieparzystym

mianowniku), to dla wszystkich x < 0 zachodzi f(z) = (—1)°(—2)¢, skad f'(a) = (—1)°-

c(—a) - (=1) = a“'. Gdy ¢ > 1, to f'(0) = liH(l)SL’C_l = 0. Gdy wreszcie ¢ = 1, to
z—

wiemy juz, ze f'(0) = 1. OJ

Powyzsze twierdzenia pozwalaja wyznaczy¢ pochodna dowolnej funkcji elementarne;j
(dotyczy tego ¢wiczenie dodatkowe na liscie zadan nr 14).

Przyktad. Zachodzi:
(ln(l + ef”))/ ~ (In(I+¢%)V1I+22 —In(l+e”)(V1+a22)

V1 + 22 14 a2
B (1+em) 11+ 69”)’\/1—|—7x2 —In(1+ ex)%(l + xQ)*l/z(l + z%)
- 14+ 22
14+ e®) te? /1 + 22 — In(1 + e®) (1 + 22)" /222
_ ) 3
n 1+ 22

e”(1+2%) —xn(l + €%)
T+ 2R+ o)

Przyktad. Jesli f(x) = esin(pz + q) dla pewnych stalych ¢, p, ¢ oraz wszystkich z, to
zachodzi rownosé f”(a) = —p?f(a) dla wszystkich a. Oznacza to, ze w ruchu opisanym
przez funkcje f przyspieszenie jest proporcjonalne do wychylenia, ze wspotczynnikiem
proporcjonalno$ci —a?. Zgodnie z prawem Hooke’a, jest to opis drgan obiektu na idealnej
(tj. niewazkiej, poruszajacej sie bez oporow itp.) sprezynie. Mozna wykazaé, ze kazde
rozwigzanie réwnania f”(x) = —p®f(z) jest postaci tu opisanej — tematyka ta zajmuje
sie teoria réwnan rézniczkowych.

8.3. Twierdzenia o wartosci Sredniej. Podstawowe zastosowanie pochodnych to znaj-
dowanie ekstremow funkcji. W ramach przygotowan udowodnimy serie trzech klasycznych
twierdzen, nazywanych twierdzeniami o warto$ci Sredniej.
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DEFINICJA 8.17. Funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu ustalonego punktu a
osiaga w a maksimum lokalne, jesli f(z) < f(a) dla wszystkich x z pewnego otocze-
nia a, tj. istnieje 0 > 0 taka, ze jesli |z — a| < 9, to f(z) < f(a). Maksimum lokalne
jest sciste, jesli f(x) < f(a) dla wszystkich z # a z pewnego otoczenia a. Analogicz-
nie definiuje sie minimum lokalne. Ekstremum lokalne to mimimum lub maksimum
lokalne.

TWIERDZENIE 8.18 (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego). Jesli funkcja
f osiaga w ustalonym punkcie ¢ maksimum lub minimum lokalne oraz jest réznicz-
kowalna w tym punkcie, to f'(a) = 0.

Dowod. Zachodzi:

Fi(a) = lim (@) = fla) 0.
(82) r—a™t r—a
z—at r—a

bowiem w obu granicach wyrazenie pod granica ma staty znak dla x dostatecznie bliskich
a. Pozostaje zauwazy¢, ze f'(a) = fi.(a) = f'(a). O

Z warunku f’(a) = 0 dla ustalnego a nie wynika, ze f ma w a ekstremum lokalne —
jesli f(x) = 2% dla wszystkich z, to f(0) = 0, lecz f nie ma w 0 ani maksimum, ani
minimum lokalnego.

Jesli istniejg tylko pochodne jednostronne funkcji f w punkcie a, to nie muszg by¢
one réowne 0 — na przyktad jesli f(zr) = —|z| dla wszystkich =, to f ma maksimum
lokalne w punkcie 0, lecz f%(0) = —1, f(0) = 1. Zawsze gdy istnieja pochodne jedno-
stronne w punkcie a, w ktérym funkcja f ma maksimum lokalne, prawdziwe sa jednak
nieréwnosci (8.2).

7 powyzszego twierdzenia tatwo wynikaja trzy twierdzenia o wartosci Sredniej: Rolle’a,
Lagrange’a i Cauchy’ego. Twierdzenia te maja liczne zastosowania.

TWIERDZENIE 8.19 (Rolle’a). Jesli funkcja f jest ciaglta w przedziale [a, b] i r6znicz-
kowalna w przedziale (a,b) oraz f(a) = f(b), to istnieje punkt ¢ € (a,b), w ktorym
pochodna funkcji f ma wartos¢ 0.[[rysunek]]

Dowdd. Jesli funkcja f jest stala, twierdzenie jest prawdziwe: f'(c) = 0 dla dowolnego ¢ €
(a,b). W przeciwnym razie f przyjmuje w (a,b) choé¢ raz wartosé rozna od f(a) = f(b).
Jesli f przyjmuje wartos¢ wieksza od f(a) = f(b), to f przyjmuje wartoS¢ najwieksza
w pewnym punkcie ¢ € (a,b) (bowiem funkcja ciagta f przyjmuje warto$é najwieksza w
la,b] i z pewnoscia nie osiaga jej na krancach przedziatu) i zachodzi f'(c) = 0 (na mocy
warunku koniecznego istnienia ekstremum lokalnego). Jesli zas f osiaga warto$¢ mniejsza
od f(a) = f(b) — dowod jest analogiczny. d

Powyzszy dowod twierdzenia Rolle’a wykorzystuje twierdzenie o osigganiu kresow przez
funkcje ciagle, a wiec posrednio twierdzenie Bolzano—Weierstrassa. Latwo przeoczy¢ gte-
bie tego twierdzenia!
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TWIERDZENIE 8.20 (Lagrange’a o wartosci Sredniej). Jesli funkcja f jest ciagla w
przedziale [a, b] i rozniczkowalna w przedziale (a,b), to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki,
ze: ||rysunek]]

f(b) — f(a)

£l =S92

Dowdd. Niech p = (f(b) — f(a))/(b — a). Wystarczy zastosowa¢ twierdzenie Rolle’a do
funkcji h danej wzorem h(z) = f(z) — px: zachodzi h'(z) = f'(z) — p, h(b) — h(a) =
7(6) ~ f(a) — p(b— a) = 0. 0

WNIOSEK 8.21. Jesdli f'(x) = 0 dla wszystkich  w pewnym przedziale, to f jest stata
w tym przedziale. Jesli f'(z) = ¢/(z) dla wszystkich  w pewnym przedziale, to w tym
przedziale f rozni sie od g o stala. U

Powyzszy wniosek oznacza, ze funkcja pochodna wyznacza (z doktadnoscia do przesu-
niecia o stala) wyjsciowa funkcje — na zadanym przedziale.

Przyktad. Jesli f(x) = arctg((x — 1)/(x + 1)) dla wszystkich x € R\ {—1}, to

1 (z+1)— (z— 1) 2
/ — — = — t ,.
MO = e ip @iy GrP oD 1 el
Wobec tego funkcja f(x)—arctg(x) jest funkcja stata na kazdym z przedziatow (—oo, —1)
oraz (—1,400). Poniewaz f(0) = —% oraz lim f(z) = 7§, zachodzi f(x) = arctg(z) —
T——00

dla > —1 oraz f(z) = arctg(z) + 2F dla z < —1.

TWIERDZENIE 8.22 (warunki monotonicznosci funkcji). Jesli funkcja f jest ciagta
w przedziale [a,b] i rozniczkowalna w przedziale (a,b), to f jest rosnaca w [a,b]
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f'(z) > 0 dla wszystkich x € (a,b). Jesli f'(x) > 0 dla
wszystkich x € (a,b) (z wyjatkiem by¢ moze skoriczenie wielu wartosci), to f jest
Scisle rosnaca w [a,b]. Analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkcji malejacych, a
takze dla przedzialow otwartych, w tym réwniez nieskonczonych.

Dowdd. Jesli f jest rosnaca w [a, b], to iloraz roznicowy f na przedziale od 1 do x5 przyj-
muje wartodci nieujemne gdy 1, s € [a,b], x1 # x5, zatem pochodna f tez przyjmuje
wartosci nieujemne w (a,b). Jesli zas pochodna f jest nieujemna w przedziale (a,b) oraz
x1, T2 € la,b], x1 < T2, to na mocy twierdzenia Lagrange’a istnieje punkt ¢ € (xq,x2)
taki, ze

f(w2) — f(21) = (x9 — 1) f(c) =0,

skad f(z1) < f(xg). Zatem f jest rosnaca. Gdy pochodna f jest §cisle dodatnia w
przedziale (a,b), to analogicznie f(x1) < f(x2), czyli f jest $cisle rosngca. Gdy f’ jest
scisle dodatnia w przedziatach (ag,aq), (a1, az2), ..., (an_1,a,), gdzie a = ag < a; <
v < apq < a, = b, to f jest Scisle rosngca na kazdym z przedziatow [ag, aq1], [a1, as),
oy lan—1,a,], a wiec — jak tatwo wykaza¢ — jest tez $cisle rosngca na [a,b] (jest to
intuicyjnie jasne, ale $cisty dowod jest dosé dlugi i oczywiscie indukeyjny wzgledem n).
Dowody dla funkcji malejacych sa analogiczne. O
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Przyktad. Niech f(z) = 1/x dla wszystkich z € R\ {0}. Poniewaz f'(z) = —1/2*> < 0
dla z € (—00,0) U (0,+00), funkcja f jest malejaca na kazdym z przedziatow (—oo,0)
oraz (0,+00) (lecz oczywiscie nie na sumie tych przedzialow!).

TWIERDZENIE 8.23 (Cauchy’ego o wartosci $redniej). Jesli funkcje f i g sa claglte w
przedziale [a, b] i rézniczkowalne w przedziale (a,b), to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki,
ze:

(9(b) — g(a)) f'(c) = (f(b) — f(a))g'(c) -
W przypadku, gdy ¢ jest $cisle dodatnia (lub $cisle ujemna) na (a, b), zachodzi zatem:
f'(e) _ f(b) — f(a)

g(c)  g(b) —gla)

Wygodnie mysle¢, ze f(t) i g(t) to wspolrzedne punktu krzywej na plaszczyznie: styczna
to tej krzywej w punkcie (f(c),g(c)) jest rownolegta do siecznej przechodzacej przez

(f(a), g(a)) i (f(b),g(b))- [[rysunek]]

Dowdd. Do dowodu pierwszej czesci wystarczy zastosowaé twierdzenie Rolle’a do funkcji
h danej wzorem h(t) = (g(b) — g(a)) f(£) — (£(b) — f(a))g(t): zachodzi '(t) = (g(b) —
g(a))f'(t) — (f(b) — f(a))d'(t) oraz h(b) — h(a) = 0. Druga wynika wprost z pierwszej i
Scistej monotonicznosei funkcji g. O

Co ciekawe, w drugiej czesci twierdzenia rownowaznie wystarczy zaltozyé¢, ze ¢ nie
przyjmuje wartosci zero. Okazuje sie bowiem, ze funkcja pochodna ma wtasnosé Darboux.
Gdyby wiec przyjmowala wartosci réznych znakéw, musiataby przyjmowaé wartosé zero.
Dowdd wlasnosci Darboux funkcji pochodnej jest trescia ¢wiczern dodatkowych na liscie
zadan nr 15.

8.4. Ekstrema i monotoniczno$é. Zastosowania warunku dostatecznego istnienia eks-
tremum lokalnego oraz warunkéw monotonicznosci funkeji sa niezliczone.

Przyktad. Funkcja dana wzorem f(x) = 2 —2 ma dwa ekstrema lokalne, ktore tatwo zna-

lezé. W istocie: f'(z) = 322 — 1, zatem f'(x) > 0 gdy = € (—o0, —/1/3) U (\/1/3, +0),
za$ f'(z) < 0 gdy = € (—/1/3,+/1/3). Oznacza to, ze f jest cigle rosnaca na kazdym
z przedzialow (—oo, —+/1/3] oraz [\/1/3,+00) (lecz nie na sumie tych dwoch przedzia-
tow!), za$ cisle malejaca na przedziale [—+/1/3,+/1/3]. W takim razie f ma maksimum
lokalne w punkcie —%\/5 (i przyjmuje tam wartosé g\/g), za$ minimum lokalne w punkcie
%\/5 (i przyjmuje tam warto$¢ —%x/g); ekstrema te sg Sciste.

Przyktad. Funkcja dana wzorem f(x) = —xIn(z) (wazna w teorii informacji) jest $cisle
rosnaca na przedziale (0, ] oraz Scisle malejaca na przedziale [X, +00). W istocie: f'(z) =
—In(z) — 1 = —In(ex), zatem f'(z) > 0 gdy x € (0,2) oraz f'(z) < 0 gdy = € (£, +00).
Wartos¢ najwickszy f osiaga w punkcie 1, wynosi ona f(1) = 2.

WNIOSEK 8.24. Jesli funkcja f jest ciagta w przedziale [a,b] i rozniczkowalna w
przedziale (a,b) z wyjatkiem punktow xy, zo, ..., x,, to f osiaga wartos¢ najwieksza
w jednym z punktow a, b, 1, xa, . . ., z,, lub w ktoryms z punktow = € (a, b) o wrasnosci

f'(z)=0. O
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Przyktad. Niech f(z) = 3z* — 2023+ 2422 dla x € [0,5]. Wowczas f/(z) = 122° — 6022 +
48z = 12x(2? — bz +4) = 12z(x — 4)(x — 1). Zatem f osiaga warto$¢ najwieksza lub
najmniejsza w jednym z punktow 0, 1, 4, 5. Odpowiednie wartosci to 0, 7, —128, —25, a
wiec warto$é najmniejsza to f(4) = —128, wartos¢ najwieksza — f(1) = 7.

Przyktad. Wsrod walcow o ustalonej objetosci V' > 0 najmniejsze mozliwe pole po-
wierzchni to 3¢/2V2/m. W istocie, dla r € (0, +00) wysokoscia walca o promieniu pod-
stawy 7 i objetosci V jest V/(nr?), zatem f(r) = 2mr? + 27rV/(7r?) = 2mr? + 2V)/r
opisuje pole powierzchni takiego walca. Skoro f'(r) = 4mr — 2V/r? = (4wr3 — 2V)/r?,
zachodzi f'(r) < 0 dla r € (0,79) oraz f'(r) > 0 dla r € (rg, +00), gdzie ro = /V/(27).
Wobec tego f jest $cisle malejaca na (0, 7], $cisle rosnaca na [rg,+00) i osiaga wartosé
najmniejsza f(ro) = 27re + 2V /rg = 3v27V?2 wtedy, gdy wysokosé V/(mr2) = ¢/4V/m
jest rowna $rednicy podstawy 2rg.

Przyktad. Niech f(z) = arcsin(1 — 22%) + |3z + 1] dla x € [-1,1]. Wowczas dla © €
(—1,1) \ {—3, 0} zachodzi
—4z ‘ —2sign(z)

= + 3sign(3r + 1) = ———=

V1—(1—222)2 n ) V1— 22
Rownanie f'(z) = 0 wygodnie rozwiazac¢ osobno w trzech przedziatach: gdy = € (—1, —%):

2 3
V1— a2 ’

skad tatwo f/'(z) =0 dla xz = —%\/3 (drugie rozwiazanie x = %\/5 lezy poza rozwazanym
przedzialem). Podobnie gdy z € (—3,0):

f'(x)

+ 3sign(3z + 1).

f'(x) =

f/($):\/%+3>0

Wreszcie gdy z € (—3,0):
-2
V1—a?

skad jak poprzednio f'(z) = 0 dla z = %\/5 (drugie rozwigzanie x = —%\/5 lezy poza
rozwazanym przedzialem). Wobec tego najwiekszej i najmniejszej wartosci f nalezy
szuka¢ wsrod wartoscei:

f(x) = +3,

f-1) =23 f0)=1+3
f(—\/?g) = —arcsin(g) — 1+ V5, f(‘/?g) = —arcsin(g) + 1+ V5,
f(—3) = arcsin(F), f(l)=4-7.

Liczby te nietrudno poréwnaé, wykorzystujac nieréwnosé o < arcsin(z) < 2x: f(—1) < 1

27
f(\/Tg) >14+/5— g > 3, pozostate liczby sa pomiedzy % 13.

8.5. Reguta de I’Hospitala. Reguta de 'Hospitala jest prostym sposobem obliczania
niektorych skomplikowanych granic.

TWIERDZENIE 8.25 (regula de 'Hospitala). Jesli funkcje f i g sa ciagle i roznicz-
kowalne w pewnym przedziale otwartym, ktérego prawym koricem (skonczonym lub
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nie) jest b, liril flx) = lirgl g(z) = 0, funkcja ¢'(x) ma staly znak w rozwazanym
x—b— x—b—
przedziale oraz f'(x)/¢'(x) ma lewostronna granice w b (wlasciwa lub nie), to

TGN G

z—b- g(x) e 2 g (x)"
Ten sam wzor zachodzi, gdy lirbn flx) = liril g(x) = oo. Analogiczne twierdzenie
x—b— x—b—

zachodzi tez dla granic prawostronnych.

Dowadd. Do udowodnienia sa w istocie cztery twierdzenia. Najprostszy jest przypadek,
gdy b jest liczba (a nie b = 00), za$ f i g maja w b lewostronna granice 0: na mocy
twierdzenia Cauchy’ego zachodzi:

flx) _ fo) = flx) _ fi(e(x))
gx)  gb) —g(x)  g'(c(x))

dla pewnego punktu c(z) zawartego pomiedzy x i b (przyjmujemy tu dla uproszczenia,
ze f(b) = g(b) = 0). Teza wynika z twierdzenia o granicy ztozenia funkcji.

W pozostatych przypadkach dowod jest nieco bardziej skomplikowany. Jesli b = oo lub
gdy granica B = xlir?_(f’(x)/g’($)) jest niewlasciwa, mozna tatwo zmodyfikowaé ponizszy

argument (lub zastosowaé odpowiednie podstawienie — jest to ¢wiczenie na liscie zadan
nr 16), w ktorym zaklada sie, ze b oraz B sa liczbami.
Niech ¢ € (0, 5) i niech § > 0 bedzie taka, ze |f'(z)/¢ (x) — B| < e gdy z € (b—0,b).
Na mocy twierdzenia Cauchy’ego zachodzi:
‘f(itz) — f(z1) —B' <
g(z2) — g(

Il)

jesli tylko zq, 9 € (b —9,b) oraz x; # xo. W przypadku, gdy liril f(z) = lirlr)l g(z) =0
z—b— z—b—
zachodzi zatem

f(x2) — f(z1)
9(@2) — g(x1)

dla z; € (b—6,b). Wobec dowolnosci € > 0, oznacza to zbieznos¢ f(x)/g(z) do a. (Jest
to ten sam przypadek, ktory juz rozwazyliSmy na poczatku dowodu).
Jesli zag hlil f(z) = liril g(x) = oo, to istnieje xy € (b — 6,b) takie, ze f(zg) > 01
d S

T—r

g(xo) > 0, zas dla tej wartosci xg istnieje n > 0 taka, ze gdy x € (b—n,b), to f(zo) < ef(x)
oraz g(zo) < eg(x). Wowczas:

0]y

:):2~>b_

—B‘és

skad:

_.I_
w
™
@]
=
&
N
—~
—_
|
™
—
~
—
_|_
™
~—
WV

1—3e, zachodzi:
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Na mocy udowodnionej juz nieré6wnosci:

(1-3e)(B—¢) < % < (1+3¢)(B+e),
skad:
—£(BB—|—1—€)<%—B<€(3B+l+a),

gdy = € (b —n,b). Gdyby na poczatku przyja¢ ¢ = £/(3B + 2) dla pewnego £ € (0, 1),
powyzsza nierownos$¢ oznaczalaby |f(z)/g(x) — B] < € gdy = € (b — n,b), co koniczy
dowdd twierdzenia. O

WNIOSEK 8.26. Jesli f jest ciagta w a i rozniczkowalna w sasiedztwie punktu a oraz

istnieje granica A = lim f'(x), to f jest rozniczkowalna w a i f'(a) = A. Analo-
T—a

giczne twierdzenie zachodzi dla granic i pochodnych jednostronnych. W szczego6lno-

Sci pochodna funkcji rézniczkowalnej w danym przedziale nie ma w tym przedziale

nieciagtosci pierwszego rodzaju.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé regule de I'Hospitala do funkeji danych wzorami f(z) —
f(a) oraz x — a (albo po prostu skorzysta¢ z twierdzenia Lagrange’a o wartosci §redniej).
OJ

JESER

Reguta de I’Hospitala pozwala oblicza¢ wiele granic typu ,,%” lub ,, Bk

Przyktad. Zachodzi lim sin(z) = lim cos(x) = 1 (jednak granice te trzeba bylo obli-
z—0t T z—0t
czy¢, aby wyznaczy¢ pochodna sin, zatem nie jest to uzyteczny rachunek).
1— i 1
Przyktad. Zachodzi lim ﬂ = lim ﬂ =—.

z—0+ (sin(z))?  e—0+ 2sin(x)cos(x) 2
Przyktad. Dwukrotne zastosowanie reguty I’'Hospitala prowadzi do réwnosci

. tg(x) —sin(z) _ . (cos(z))™2 — cos(z)

z—0t 3 z—07t 312
I 2sin(x)(cos(x)) ™ +sin(z) 2+1 1
= lim = =-.
z—07+ 6z 6 2
N ) 2x . 2
Przyktad. Zachodzi :}LD;D o5 = gﬁlggo m = ZIEEO W =0.
Reguta ta pozwala tez wyznaczaé wiele granic typu ,[0] - [oo]”, ,,[1]1", ,[0]" oraz
»[00] — [00]” — sa to, wraz z wyrazeniami ,,%” oraz ,,%”, symbole nieoznaczone.
1 1
Przyktad. Zachodzi lim (x1In(x)) = lim n(x) = li /% = lim (—z) =
z—07F z—07F 1/!17 z—07t —1/I2 z—07F
Przyktad. Zachodzi lim 2* = lim exp(xIn(z)) = exp(0) = 1.
z—0t z—0t
r—1 (1 1
Przyktad. Zachodzi lim L = lim % = —00.
z—0t X z—0F 1

In(1+ 1
Przyktad. Zachodzi lim (zIn(1 + 1)) = lim M

T—r00 T—r00 - T—r00 —
T T
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Przyktad. Zachodzi lim (1 + %)Z = lim e*(+1/7) — ¢

T—r 00 T—>00
o . xzcos(x) — sin(x) , —zsin(x)
Przyktad. Zachodzi lim (ctg(z)—1/z) = lim : = lim — =
20+ 20+ xsin(z) 2—0+ sin(x) 4+ x cos(x)
, — sin(x)
lim =0

e—0+ sin(z) /x + cos(x)

8.6. Wlasno$é Darboux funkcji pochodnej. Funkcja pochodna nie ma nieciaglosci
pierwszego rodzaju, ale moze mieé¢ nieciggtos$ci drugiego rodzaju.

Przyktad. Jesli f(z) = z%sin(1/2?) dla z # 0 oraz f(0) = 0, to f jest rézniczkowalna, ale
/' nie jest ciagta w 0. W istocie: dla z # 0 zachodzi f'(z) = 2z sin(1/2?) —2cos(1/2?%)/z,
a (jak tatwo sprawdzi¢) funkcja ta jest nieograniczona w kazdym sasiedztwie 0. Z drugiej
strony f’(0) = 0 na mocy twierdzenia o trzech funkcjach: —z? < f(x) < 2%, wigc
—|z] < flz)/2z < zl.

Co ciekawe, funkcja pochodna ma wtasno$¢ Darboux.

TWIERDZENIE 8.27. Jesli f jest rozniczkowalna w pewnym przedziale, to f’ ma w
tym przedziale wtasno$é Darboux.

Dowdd. Niech a i b beda punktami rozwazanego przedzialu i niech a < b. Niech nadto
C' bedzie liczba miedzy f'(a) i f'(b). W przypadku, gdy f'(a) < f'(b), dowod jest
nastepujacy. Funkcja dana wzorem g(x) = f(x) — Cz osiaga w pewnym punkcie ¢
przedziatu [a, b] warto$¢ w tym przedziale najmniejsza. Ponadto ¢ # a: dlae = —3¢'(a) =
~1(f'(a)— C) > 0 zachodzi g(x) < g(a)+(¢'(a) +-€) (2 —a) = g(a) + g'(a) (= —0) < g(a)
dla = z pewnego prawostronnego sasiedztwa a. Analogicznie ¢ # b. Wobec tego ¢ € (a, b),
a zatem — na mocy twierdzenia Rolle’a — ¢'(¢) = 0. Oznacza to, ze f'(c) = C. Dowdd
w przypadku f’(a) > f’(b) jest analogiczny. O

8.7. Pochodne wyzszych rzedéw i wzor Taylora. Funkcja f jest ciagla w 0, jesli
Ro(x) = f(x) = f(0)

dazy do zera gdy x — 0. Funkcja f jest r6zniczkowalna w 0, jesli

By(z) = f(z) = (f(0) + f'(0)x)

spelnia

lim ri(z) =0.

z—0 T
W istocie,

— f(0

tim 10—y FO =IO i) — o) - ) =0
oraz
o M = lim # + 1'(0) = 1'(0).

Wzor Maclaurina opisuje podobne przyblizenia wartoéci funkeji f w punktach bliskich 0.
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Zauwazmy, ze jesli P(z) = x"/n! dla pewnegon € N, n > 1, to P'(z) = 2" /(n—1)!,
skad tatwo

2" F/(n—k)! dlak=0,1,...,n—1,
P®(z) =11 dla k = n,
0 dlak=n+1n+2,...

Wobec tego

0 gdy k #n,
P®(0) = {1 iy b

W szczegolnosei jesli funkcja f jest n-krotnie roézniczkowalna w punkcie 0, to wielomian

"0 ®3) (0 (0
Pn(z):f(0)+f’(0)x+—f2( )xz—i——f 3‘( >£B3+...—|——f n'< )x"
ma w punkcie 0 te same pochodne rzedu 0,1, ...,n, co funkcja f.

TWIERDZENIE 8.28 (wzor Maclaurina). Jesli funkcja f jest n-krotnie rozniczkowalna
w punkcie 0,

" (3) (n)
P) = FO) + £z + Loty L0 g0y IO

jest n-tym wielomianem aproksymacyjnym funkcji f oraz

R, (z) = f(z) — Pu(z)

oznacza n-tq reszte, to

lim R ()

z—0 "

=0.

Innymi stowy

! " (3) (n)
f(z) = f(0) + fl(!O) z+ f2<!0) 2? + wx?’ o+ fn—fo)x”+Rn(a:),

gdzie R, (x) maleje szybciej niz 2™ gdy x — 0.

Dowdd. Zauwazmy, ze R%k)(()) =0dlak=0,1,...,n. Stosujac (n — 1)-krotnie regute de
I’Hospitala, otrzymujemy

Rn(z) _ R, (x)
=0 27/l 20 g7~/ (n — 1)!
iy Pa(®@)

z—=0 "2 /(n — 2)!

R%n—l)
—jim @) _ gy o,
z—0 X
w ostatnim kroku wykorzystaliSmy definicje pochodnej. O

Rozwazajac funkcje g(z) = f(x¢ + x), natychmiast otrzymujemy wzor Taylora.
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TWIERDZENIE 8.29 (wzér Taylora). Jesli funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna w
punkcie zy oraz
[ (o)

f(x):f($0)+T($—$o)+

f//(xo)
2!

G " (o)

(x —20)® + .. o

(‘T - xo)n + Rn(ZE),
to
lim ftn(2)

T—T0 (,I — {L‘O)"

= 0. U

Cho¢ powyzsze twierdzenia nie zawieraja wzoru na reszte R,(z) innego niz definicja,
moOwi sie o nich, ze podaja reszte w postaci Peana. Po6zniej poznamy jeszcze trzy inne
wzory na R, (z).

Wzor Taylora pozwala przybliza¢ funkcje przy pomocy wielomianu P, zadanego stop-
nia. Przyblizenie to jest najlepsze z mozliwych, gdy = dazy do xy. Mozna jednak zada¢
pytanie, czy kolejne wielomiany P, przyblizaja f coraz lepiej, gdy n — co. W ogodlnosci
nie jest to prawda: ciag (P,(z)) moze byé¢ rozbiezny dla wszystkich x # z (wiecej: dla
dowolnego ciagu (a,) istnicje funkcja f taka, ze f™(x) = a, dla wszystkich n € N),
a jesli jest zbiezny, granica wcale nie musi by¢ f(x); odpowiednie przyktady wymagaja
jednak wiedzy z drugiego semestru. Mimo to w wielu przypadkach faktycznie P, (z) dazy
do f(z). Aby to wykaza¢, potrzebna jest inna reprezentacja reszty R,(x); w tej chwili
warto jednak przyjrze¢ sie dwom przyktadom.

Prazyktad. Jedli f(z) = e* dla € R, to f®)(z) = e dla kazdego k € N, zatem wielo-
mianem aproksymacyjnym w 0 funkcji f jest wielomian wykorzystany w definicji funkcji
wyktadniczej:

r? a3 "
Pn(:c):1+x+§+§+...+m.
W tym wypadku ciag (P,(x)) jest zbiezny do f(x) dla kazdego x € RR.
1 k!
Przyktad. Niech f(z) = T Jak tatwo sprawdzi¢, f¥)(z) = e zatem

f®(0) = k! dla k € N. Stad wynika, 7e wielomianem aproksymacyjnym funkcji f w
0 jest

P z)=1+x+2*+2°+ .. +2"

Oznacza to, ze ciag (P,(x)) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |z| < 1, za$ granica w
istocie jest f(z).

8.8. Druga pochodna. Wzo6r Taylora z reszta rzedu 2 pozwala podaé nastepujacy wa-
runek dostateczny istnienia ekstremum.

TWIERDZENIE 8.30. Jesli funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie xg
oraz f'(z9) = 01 f"(x9) < 0, to f ma w punkcie z( Sciste maksimum lokalne. Jesli
za$ f'(xo) =01 f"(zo) > 0, to f ma w zg $ciste minimum lokalne.

Dowdd. Przypusémy, ze f"(xy)/2 = —a dla pewnego a > 0. Wtedy
f(x) = f(zo) — alz — 29)* + Ry(2),
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gdzie
lim 2@
z—z0 (;1: — 330)2
Oznacza to, ze dla pewnego 0 > 0 zachodzi
R
BELCICHNN [
(x — x0)?

gdy |x — xo| < § 1 x # x0, przez co

f(x) = fxo) — a(z — x9)* + Ra(x) < f(wo),
czyli f ma w x( $ciste maksimum lokalne. Dowo6d drugiej czesci jest analogiczny. O

W praktyce powyzsze kryterium wymaga zwykle wiecej rachunkéw niz badanie znaku
pierwszej pochodnej. Sa jednak sytuacje, w ktorych jest ono wygodniejsze.

Podkreslmy, ze gdy f”(z9) = 0, funkcja f moze mie¢ w xy ekstremum lub nie, o czym
$wiadcza funkcje dane wzorami a3, 2t oraz —x (gdzie 7o = 0).

Znak drugiej pochodnej na przedziale okresla typ wypuktosci funkcji.

DEFINICIA 8.31. Funkcja f jest wypukta na przedziale I, jesli dla dowolnych punktow
x1, To tego przedziatu oraz dowolnego ¢ € (0,1) zachodzi [[rysunek]]

(1 = t)z1 + tx2) < (1 —1) f(21) + tf (22),
lub, réwnowaznie, z warunku z; < xs < x3 (gdzie x1, z2, x3 € I) wynika nieréwnosé

f(x2) — f(z1) < f(x3) — f(2) '

X
To — Iq T3 — Tg

Gdy zachodzi §cista nieréwnos$é, mowimy, ze f jest Scisle wypukta. Analogicznie
definiuje sie funkcje wklestq i Scisle wklestq na I, zadajac odpowiednio nieréwnoci
,= oraz ,>".

Jesli f jest wklesta na przedziale (a, ], wypukta na przedziale [c, b) i rozniczkowalna
W ¢, to ¢ nazywany jest punktem przegiecia funkeji f.

Rownowaznosé opisanych wyzej warunkow wypuklosci sprawdza sie bezposrednim ra-
chunkiem, zastepujac w pierwszym warunki xy i xo przez 2, i £o oraz przyjmujac xr, = &1,
T3 = Tg oraz x9 = (1 — )Ty + t&y (czyli t = (29 — x1)/(x3 — x1)). W istocie, pierwszy
warunek oznacza wtedy, ze

f(x2) <

XT3 — X2 To — T1

f(l'g),

f(x1) +

r3 — 1 r3 — 1

co jest rownowazne drugiemu warunkowi.

TWIERDZENIE 8.32. Jesli funkcja f jest dwukrotnie rozniczkowalna w przedziale (a, b)
oraz f"(x) > 0 dla x € (a,b), to f jest wypukla w przedziale (a,b). Gdy f"(z) > 0
dla = € (a,b), to f jest &cisle wypukta. Analogicznie nieréwnosé f(z) < 0 oznacza
wklestosé f, zas nieréwnosé f”(z) < 0 — Scisty wklestosé. Jesli f jest funkcja wypukla
na (a,b) oraz f jest dwukrotnie rézniczkowalna w przedziale (a,b), to f”(x) > 0 dla
wzystkich z € (a,b); dwukrotnie rozniczkowalne funkcje wkleste maja za$ niedodatnia
druga pochodna.
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Dowdd. Jesli f"(x) > 0 dla = € (a,b), to f’ jest funkcja rosnaca na (a,b). Na mocy
twierdzenia o wartosci sredniej, jesli x; < x5 < x3, to istnieja punkty ¢; € (z1,x2) oraz
co € (x2,x3) takie, ze

f<$2) f(xl) _ f/(cl)7 f(xS) f(xz)f/<02>.
T2 — X1 T3 — L2
Pozostaje zauwazy¢, ze f'(c1) < f'(c2). Analogicznie dowodzi sie pozostatych przypadkow
omoéwionych w pierwszej czesci twierdzenia.
Do dowodu drugiej czeSci wystarczy zauwazyc¢, ze jesli 1 < x9 oraz s > 0 jest dosta-
tecznie male, to

flarts) = flan) _ f@o) = f@i+s) _ flaa+s) =z

X
S To —T1— S S

)

skad wynika, ze [\ (z1) < fi(z2), czyli f'(z1) < f'(v2). Oznacza to, Ze [’ jest rosngca,
czyli f” jest nieujemna. Analogicznie rozwaza sie przypadek funkcji wklestych. O

Zauwazmy, ze jesli f jest okreslona i jednostronnie ciagta na korncach przedziatu (a, b),
to wypuktosé na (a,b) implikuje wypuktosé na [a, b].

Przyktad. Funkcje dane wzorami e”, 2¢ dla a > 1lub a <0, tg(x) na [0, §) oraz sin(z) na

[—7, 0] sa wypukte (na kazdym przedziale, na jakim sa okreslone). Funkcje dane wzorami

In(x), 2% dla a € [0,1], cos(x) na [—7, 5] oraz sin(x) na [0, 7] sa wkleste.

Przyktad. Niech f(z) = 22 dla z > 0. Wtedy f”(z) = 2293 zatem f jest wklesta na
przedziale (0, e%/?] oraz wypukla na przedziale [¢%/2, 00), za$ €*/? jest punktem przegiccia
funkcji f. Biorac pod uwage rowniez to, ze f jest malejaca na (0, e] i rosnaca na [e, 00) oraz
to, ze dazy do zera w oo i do nieskonczonosci w 0, mozemy dosé¢ doktadnie naszkicowac
wykres funkcji f. [[rysunek]]

Przyktad. Niech f(z) = xIn(z). Latwo sprawdzi¢, ze f’(z) = 1, zatem f jest scisle
wypukta na (0, 00).



78
9. Calka nieoznaczona

9.1. Definicje. Calkowanie to operacja przeciwna do rézniczkowania.

DEFINICIA 9.1. Jesli F' jest funkcja rozniczkowalng w pewnym przedziale otwartym
(lub sumie przedzialow otwartych) I oraz f(z) = F'(x) dla x € I, to méwimy, ze F
jest funkcjqg pierwotng lub catkq nieoznaczong funkcji f na I i piszemy

F(z) = / f(x)dz.

Jesli funkcja f ma funkcje pierwotna na I, to mowimy, ze jest catkowalna na I (w
sensie calki nieoznaczonej).

Sposob oznaczania funkcji pierwotnej przez [ f(x)dx zostanie wyjasniony pozniej, pod-
czas omawiania catki Riemanna. W catym rozdziale I oznacza pewien przedzial otwarty
lub sume przedzialow otwartych.

Funkcja pierwotna nie jest wyznaczona jednoznacznie.

TWIERDZENIE 9.2. Jesli F' jest funkcjg pierwotng funkcji f 1 C € R, to F'+C' tez jest
funkcja pierwotna funkeji f. Jedli Fy i F5 sa funkcjami pierwotnymi funkeji funkeji
f, to F1 — F; jest funkcjg stala na kazdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji

f.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze (F+C) = F' +0 = F' oraz (Fy, — Fy) = F| — F) =
f—Ff = 0iwykorzysta¢ udowodniony weczesniej fakt o tym, ze funkcja o zerowej pochodne;]
na przedziale jest na tym przedziale stata. O

7 powodu powyzszego twierdzenia zwykle stosuje sie zapis

Fla) = /f(x)derO,
gdzie C' oznacza dowolng stala rzeczywista.

Przyktad. Zachodzi:
/sin(x)da: = —cos(z) + C.

Dowéd kolejnych dwoéch twierdzen jest trudniejszy: pierwsze zostanie udowodnione na
koniec semestru, drugie stanowczo wykracza poza ramy niniejszego kursu.

TwIERDZENIE 9.3. Kazda funkcja ciggla na danym przedziale ma funkcje pierwotna.

TWIERDZENIE 9.4. Funkcja pierwotna funkcji elementarnej moze by¢ nieelementarna.
Na przyklad funkcje pierwotne funkcji danych wzorami exp(z?), sin(z?), sin(x)/x oraz
V1 + 23 s3 nieelementarne.

9.2. Podstawowe techniki obliczania calek nieoznaczonych. Wykorzystujac wzory
na pochodne podstawowych funkcji elementarnych tatwo wyprowadzi¢ podstawowe wzory
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ldv =z +C (bo (z) = 1),

dlaa# —1 (bo (2**) = (a + 1)z,

édm =In(|z]) + C (bo (In(z)) = 1/x oraz (In(—x)) = 1/z),

cos(z)dx = sin(z) + C,

1
22 +1
1

dx = arctan(z) + C,

— dx = arcsin(x) + C.
—x

TWIERDZENIE 9.5. Jesli funkcje f i g sa catkowalne (na tym samym zbiorze I),

/f () +C, /g(a:)dx—G(x)—l—C'

oraz a € R, to

/af(x)dx =aF(z)+ C, /(f(x) + g(x))dx = F(x) + G(x) + C

(w szczegdlnosci wiec wzory af(x) i f(x) + g(x) okreslaja funkcje catkowalne na I).

Dowdd. Dla dowodu wystarczy przypomnieé, ze (aF') = af oraz (F+G) = f+g9. O
Przyktad. Zachodzi

2+ 1 , 2 ) 1
/x2+1dx:/(x —1+x2+1)dx:/xdm+/(—1)d:c—|—/2-x2+1

1 3
:/xde—/ldx—i-Q/ dx:x——x+2arctg(:1:)+0.

dx

2+ 1 3

Kolejne dwa twierdzenia, cho¢ bardzo proste, dostarczaja dwoch najwazniejszych tech-
nik catkowania.

TWIERDZENIE 9.6 (wzoér na catkowanie przez czesci). Jesli funkcje f i g sa roznicz-

kowalne, to
[ 1@ @iz = / e

(w szczegolnosci wiec funkcja dana wzorem f(x)g'(x) jest catkowalna wtedy i tylko
wtedy, gdy catkowalna jest funkcja f'(z)g(x)).
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Dowdd. Wystarczy przypomnie¢, ze (f(x)g(z)) = f'(z)g(x) + f(z)g (). O

TWIERDZENIE 9.7 (wzor na catkowanie przez podstawienie). Jesli f jest catkowalna
na I,

[ty =Fw)+c.
za$ funkcja g jest rézniczkowalna na danym przedziale i przyjmuje wartosci w I, to
[ Ho@) @)z = Flg(a)) + €

(w szczegoblnosci wiec funkcja dana wzorem f(g(x))g'(x) jest catkowalna na omawia-
nym przedziale).

Dowdd. Wystarczy przypomnieé, ze (F(g(x)) = F'(g(x))g'(z) = f(g(x))d' (z). O

Zastosowanie powyzszego twierdzenia zapisuje sie skrotowo jako podstawienie y = g(z),
dy = ¢'(x)dx. Zapisowi temu nie nadajemy formalnego sensu.

Przyktad. Dla a # 0 zachodzi

oo [rsts et (o

1
/ Ty dy = arctg(y) + C,

na mocy wzoru na catkowanie przez podstawienie otrzymujemy

/ 1 dp — arctg(z/a) )

a? + x? a

Skoro

W skrocie piszemy: podstawiajac y = z/a, dy = (z/a)'dx = (1/a)dz, otrzymujemy

/de_/i ;dx_l/; L
a2+22 " ) a® 14+ (z/a)?2  a) 14+ (2/a)? a

1 1 1 1 T
:a/l_i_dey:aarctg(y)+0=aarctg(a>+0.

Zwro¢my uwage, ze stata catkowania C' wystepuje w powyzszych wzorach poza nawia-
sem — o ile nie zachodzi ryzyko bledu, zwykle stosuje sie taki zapis. (W razie watpliwosci
mozna zawsze stala C' pominaé).

Przyktad. Podstawiajac y = In(x), dy = (1/x)dx, otrzymujemy

/lnix) dr = /ydy = y; +C = (ln(Qx))Q + C.

Przyktad. Na mocy wzoru na catkowanie przez czesci,

/ In(z)dz = / In(z) - («)'de = In(z) - o — / (Inz) - zde

= zln(x) —/1dm =zln(z) —z+ C.
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Ogolniej, jesli a # —1, to
1 | 1
/x“ In(x)dz = P In(x) - (z*™)dr = - +n1($) ~aT1 /(ln x) -z da
2 In(z) 1 /:cad:c _ 2 In(x) zot! Lo

a+1 a+1

a+1 (a+1)2

Przyktad. Na mocy wzoru na catkowanie przez czesci,

/xQexdx = /:L‘Q(ex)'dx = 2%e" — /(mQ)’exdx = 2%e" — Q/x(ex)'dx

= 2%e" — 2xe” + 2 /(x’)exdm = 2%e” — 2ze” + 2" + C.

WnNIOSEK 9.8. Jesli funkcja f jest catkowalna na I,

[ f@do=F@)+

/f(:t:—l—a)d:z;:F(:c—i—a)—l—C (na zbiorze {r € R: x4+ a € I}),

oraz a € R, to

/f(ax)dm = F(Zx) +C gdy a # 0 (na zbiorze {x € R : ax € I}),
ff((j)) = In|F(z)| + C (na zbiorze {z € I : F(z) # 0}).

Dowdd. Mozna sprawdzi¢ wynik bezposrednim rachunkiem lub wykorzysta¢ podstawienie
y =+ a, dy = dz w pierwszym przypadku, y = az, dy = adx w drugim oraz y = f(x),
dy = f'(x)dx w trzecim. d

Przyktad. Podamy dwa sposoby obliczenia calki z (sin(x))?. Pierwszy: ze wzoréw trygo-
nometrycznych otrzymujemy

/ (sin(x))*dx = / 1_#8(2@ dz = / % dr — / COS;%) dz = g - Smfx) +C.

Drugi: na mocy wzoru na catkowanie przez czesci zachodzi
/(sin(a:))Qd:c = — /sin(m)(cos(x))’dx
)+ / sin(z))’ cos(z)dx
/ cos(x

_|_

= — SlIl COS
= — SlIl COS

= — sin(z) cos(z) + / (1~ (sin())*)dz

= —sin(x) cos(z /1dx—/ sin(z))“dx

= —sin(x) cos(z )+$—/(sm r))?dx,
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skad

czyli

2 /(sin(x))Qd:z: = —sin(z) cos(x) + z + C,

x  sin(z) cos(x)

/(sin(m))de =595 +C.

Przyktad. Podamy dwa sposoby obliczenia caltki z sin(3z) sin(7x). Pierwszy: ze wzorow
trygonometrycznych otrzymujemy

/ sin(3z) sin(7x)dz = / cos(dz) = cos(10z)

2

1 1 _ sin(4x)  sin(10z)
= 5/008(4x)d:c §/COS(10$)dQZ =—3 50 +C.

Drugi: na mocy wzoru na catkowanie przez czesci zachodzi

skad

czyli

/ sin(3z) sin(7z)dx

= —;/sin(Sx)(COS(h:))'dx
L. 1 : /

=—z sin(3z) cos(7x) + = /(sm(Bx)) cos(7x)dx
1. 3

=—5 sin(3z) cos(7x) + = /COS(3$) cos(7x)dx

1. 3 : /
=5 sin(3z) cos(7x) + o / cos(3z)(sin(7z))" dx

1 3 , 3 .
=% sin(3x) cos(7x) + 9 cos(3z) sin(7x) — 5 /(cos(?;x)) sin(7x)dx

1
=z sin(3x) cos(7x) + % cos(3x) sin(7x) + % /sin(?)x) sin(7x)dz,

40

1
m sin(3z) sin(7x)dx = —5 sin(3z) cos(7x) + % cos(3x) sin(7x),

/sin(3x) sin(7z)dx = —% sin(3x) cos(7x) + % cos(3x) sin(7x) + C.

9.3. Caltkowanie funkcji wymiernych. Funkcja wymierna to iloraz dwoch wielomia-
now. Calkowanie takich funkcji sktada sie¢ z czterech krokow:

(1) Dzielenie z reszta licznika przez mianownik. Calkowanie ilorazu (ktory jest wielo-

mianem) nie przedstawia trudnosci, pozostaje catka z funkcji wymiernej, w ktorej
stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.

(2) Rozklad mianownika na czynniki nierozkladalne. Na mocy zasadniczego twier-

dzenia algebry sa to badZ czynniki liniowe, badz kwadratowe o ujemnym wyro6z-
niku (a w przypadku funkeji o wspotezynnikach zespolonych — wytacznie czyn-
niki liniowe). Cho¢ taki rozklad zawsze istnieje, wyznaczenie go w sposob jawny
jest czesto niemozliwe. Sciglej: twierdzenie Abela orzeka, ze istnieja wielomiany
(dowolnego stopnia n > 5), ktorych pierwiastki nie moga zosta¢ wyrazone przy
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pomocy wzoréow z pierwiastkami. Na kursie algebry liniowej podano sposob roz-
ktadania wielomianow stopnia 2 (podobne wzory istnieja dla wielomianéw stopnia
314), a takze znajdowania pierwiastkow wymiernych w przypadku wielomianow o
wspotezynnikach catkowitych. Najogolniejszych narzedzi do znajdowania wzorow
na pierwiastki danego wielomianu dostarcza teoria Galoisa, dosé¢ skomplikowana,
ale pickna dziedzina algebry abstrakcyjne;j.

(3) Rozklad funkeji wymiernej na utamki proste, uzyskany przez rozwiaznie odpo-
wiedniego uktadu rownan lub przez obliczenie wartosci odpowiednich funkcji w
odpowiednich punktach. Metoda zostata szczegotowo omoéwiona na kursie algebry
liniowej.

(4) Calkowanie utamkow prostych. Ten temat jest szczegdlowo omoéwiony ponizej.

Catkowanie utamkow prostych pierwszego rodzaju jest catkiem proste:

/ b de =plnjz —a|+C

r —a

oraz dlan > 2:

/(de:_ R s

r—a)’ n—1(x—amn?t

Z utamkami prostymi drugiego rodzaju jest nieco wigcej ktopotu. Podstawiajac y = v+ 3,
dy = dx, otrzymujemy

/prrq i /py+(q—pa/2)d

P tartb y? + (4b — a?)/4

D 2y 1
:5/y2+<4b—a2>/4dy+<q‘p“/2)/y2+<4b—a2>/4dy

p 2 2 q — pa/2 < ) )
==In(y"+ (4b—a")/4) + ————arctg | ————) +C

2 "+ )/4) V4ab — a?/2 & V4ab — a?/2

P ) 2q — pa 2r +a )
=-In(z"+ar+b) + —=arctg | —= ) +C

2 ( ) V4b — a? g(\/4b—a2

(bowiem pierwsza calka jest postaci [ f'(y)/f(y)dy dla f(y) = y*+ (4b—a?) /4, zas druga
zostala wyznaczona w jednym z poprzednich przyktadéw). Analogicznie catke

/ pr +q da
(2% 4 azx + b)"

dla n > 2 sprowadza sie do catek

/ 2y du— — 1 1 . / 1 J
(42 + A2)n Y="_1 (42 + A2)n—1 oraz (4% + A2)n Y,
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przy czym druga z nich oblicza sie rekurencyjnie: calkujac przez czesci, otrzymujemy

/ 1 ; / 1 ()
— _dy= | ——— (y)\da
(y? + A2)n—1 Y (y? + A2)n—1 y)ay
2(n —1
- [ 2y

(:(/2_‘_142)71,71 (y2+142)71,
2

Yy Yy
(y2+A2>n—1 (n )/ (y2+A2)n y
Y 1
- (y2 + A2)n1 +2(n — 1)/ (y2 + A2)n1 dy

" 1
2 y
2(n—1)A / o7 2y dy,

co pozwala wyznaczy¢ catke z wyktadnikiem n przy pomocy catki z wyktadnikiem n — 1.

Przyktad. Obliczamy:

zt 1
dr = -1 d
/x3+:c2+9c+1 ! /(x +x3+x2+x+1> !

+/ L
= — —z x
2 42 +ar+1

dz.

1
2 /(x+1)(x2+1)

Rozktad na utamki proste prowadzi do

/ xt p x? +1/ 1 +1—95 p
rT=——x+ — x
w42+ r+1 2 2 z+1 2241
2
x
2

1
—r+ 5 <1n(|x + 1|) + arctg(z) —

= %ln(x2 + 1)) +C.

9.4. Sprowadzanie niektérych calek do catek z funkcji wymiernych. Calki z wy-

razeni postaci R(sin(x),cos(z)), gdzie R jest funkcja wymierna dwoch zmiennych, spro-
wadza sie do catek z funkcji wymiernej przy pomocy jednego z podstawien:

(1) y =sin(z), dy = cos(x)dz: w przypadku, gdy R(u, —v) = —R(u,v);
(2) y = cos(z), dy = — siln(ac)d:z:: w przypadku, gdy R(—u,v) = —R(u,v);
(3) y = tg(x), dy = W dz: w przypadku, gdy R(—u,—v) = R(u,v);
4) y =tg(z/2): w ogdlnym przypadku.
g
Pierwsze dwa podstawienia sa raczej proste, trzeba tylko pamieteé, ze
(cos(z))? =1 — (sin(z))* = 1 — 3
w pierwszym z nich oraz
(sin(z))? = 1 — (cos(x))? = 1 — 3
w drugim. Przy podstawieniu y = tg(z) stosuje sie wzory:

R L 2 s
1+ (tg(@)?  1+y2 (sin(z)) = (tg(z))*(cos(x))” = Tt

(cos())* =
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a takze wynikajacy ze zwiazku x = arctg(y) wzor

1

dr = ——
X 1+y2

dy

(o ktorym wiecej za chwile). Przy podstawieniu ogolnym y = tg(z/2) stosuje sie wzory:

_ o 2tg(x/2) 2%
1+ (tg(x/2))*  1+y*

cos(z) = = (tg(x/2)* 1-y°
1+ (tg(z/2))*  1+y*

a takze wynikajacy ze zwiazku x = 2 arctg(y) wzor

2
=1

W ostatnich dwoch podstawieniach nalezy byé ostroznym: punkty, w ktorych tangens
jest nieokreslony, moga nalezeé¢ do dziedziny catkowanej funkcji. W tym przypadku wzor
og6lny mozna uzyskac, zastepujac wyrazenia postaci arctg(tg(z)) przez = i wykonujac po-
dobne przeksztalcenia bardziej skomplikowanych sktadnikow; szczegdtowe sformutowanie
i dowdd tego faktu sg jednak dosé pracochlonne i dlatego je pomijamy.

W tych samych dwoch podstawieniach wzor dy = ¢'(x)dx zapisano w inny sposob:
dr = (g71) (y)dy. Innymi stowy zastosowano wzor na catkowanie przez podstawienie w
przeciwnym kierunku aby obliczy¢ catke [ f(x)dx oblicza si¢ wpierw

sin(z)

dx

dy.

/ F™ )0 (w)dy = Gly) + C
i zapisuje sie
/f(:zc)d:p =G(g9(x)) + C.

Aby to rozumowanie bylo poprawne, funkcja g musi by¢ odwracalna. W przypadku
podstawien y = tg(x) i y = tg(z/2) tak jest tylko wtedy, gdy ograniczymy zakres x
odpowiednio do (=%, %) oraz (—m,m). Znoéw wzoér ogdlny otrzymamy, zastepujac m.in.
wyraznia postaci arctg(tg(x)) przez x; ponownie pomijamy szczegétowe sformutowanie i
uzasadnienie tego faktu.

Przy catkowaniu przez podstawienie mozna zastosowaé jeszcze ogodlniejsze przeksztal-

cenie: mozna wzor na podstawienie y = g(x) przeksztalci¢ do postaci

91(x) = g2(y)
i zastosowac wzor
gh(x)dx = gh(y)dy.
Nalezy w tym wypadku pamietaé¢, aby funkcja ¢g; bylta odwracalna.

Przyktad. Caltke / tg(x)dx mozna obliczy¢, wykorzystujac dowolne z czterech omoéwio-

sin(z)

nych wyzej podstawien. W tym przypadku tg(z) = @) = R(sin(x),cos(z)), gdzie
cos(x
u

R(u,v) = =
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u
(1) Skoro R(u,—v) = — = —— = —R(u,v), mozna stosowa¢ podstawienie y =
—v v

sin(z). Otrzymujemy:

/:)I;Efc)) do = /% cos(x)dr = / 1 _yy2 dy.

Ostatnig caltke obliczamy przez rozktad na utamki proste:

1— :__/— y__/

= 3ty + 1) — 3y = 1) + € = ~SIa(ly? ~ 1) +
Stad
sin(z) -1 n(|(sin —
[ S e = —3 n(lsin(e)? - 1)
= ——In((cos(x))?) + C = —In(|cos(z)]) + C
(2) Skoro R(—u,v) = —Tu = —% = —R(u,v), mozna stosowaé podstawienie y =

cos(z). Otrzymujemy:

/ 128 dr = / CO;&) (—sin(z))dr = / %dy

= —In(|y|) + C = —In(|cos(z)|) + C.

Jest to najprostszy sposob obliczenia rozwazanej caltki.
—u
(3) Skoro R(—u,—v) = — = — = R(u,v), mozna stosowaé podstawienie y = tg(x).
—v W

Otrzymujemy:

[

I
Hﬁ
< ‘dw
—_
T+ =
<
[\
<
I
—_
_I_
<
[\
<

1 ) 1 1
= —In(|cos(z)|) + C.
(4) Podstawiajac y = tg(x/2), otrzymujemy:

. 2y
/Sm(x) dmZ/ e 2 dyz/ W gy,
cos(x) 1=v= ] 4 2 1 — g

1+y

Calke te najlatwiej policzy¢, podstawiajac y? = 2, 2ydy = dz:

[30 g— [ 2= [ ()

—In(z+1)) ]z — 1)) + C = —In (‘

(‘1_y2
= —In
1492

) + C = —In(Jcos(z)]) + C.
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Przyktad. Rozwazmy catke /3+ S(ln)(.?c) e
cos(x) — sin(x

u/(3 + v —u). Latwo sprawdzi¢, ze jedynym mozliwym podstawieniem jest to ogolne.
Otrzymujemy

: 2 9
/3 sin(x) ' i :/ 1_1J;y2 : _dy
+ cos(x) — sin(z) 3+ 17 — o 1+y
4y

B / (B +y?) + (1 —y?) —2y)(1+5?)

dx, odpowiadajaca funkcji R(u,v) =

dy

_/ 2y J
“Je—yra+n Y
ay +b cy+d )
— + d
/(1+y2 2 —y+y? Y

dla pewnych statych a, b, ¢,d. (Nietrudno wyliczyé: a =1, b= —1, c=—1, d = 2). Stad

/ sin(z) dr = gln(l +9?) + barctg(y) + g In(2 -y +y%)

3 + cos(z) — sin(x)
cy\ 1 Yy — %
+ (d—|—§) Tarctg< NG ) +C
2 2

i (Jeos (5)]) + 5+ 5 (2w (5) + (12 5))

= —aln - —+-In(2-— - -

B R 2 T2 5\2 5\2

2d + ¢ 2tg(32—”)—1)

+ arctg | ————=——

Vi e ( V7

Zauwazmy, ze powyzszy wzor jest prawidlowy na dowolnym przedziale (2km — 7, 2km +

), ale aby uzyska¢ wzor wlasciwy na calym R, potrzebne sa dalsze przeksztalcenia, w
ktorych istotna role odgrywa réownosé a + ¢ = 0.

-3

Niektore inne catki rowniez mozna sprowadzié¢ do catek z funkeji wymiernych lub catek
z wyrazen postaci R(sin(x),cos(z)), gdzie R jest funkcja wymierna. W ponizszej liscie R
jest zawsze funkcja wymierna (jednej lub dwoch zmiennych).

(1) Calki postaci /R(ex)dx sprowadza sie do calek z funkcji wymiernych przy po-
mocy podstawienia e” =y, x = In(y), de = — dy.

(2) Calki postaci /R(x, Vax + b)dx sprowadza si¢ do calek z funkcji wymiernych

przy pomocy podstawienia vazx +b =1y, v = (y* — ) /a, dv = (2y/a)dy.
(3) Calki postaci /R(m,\/l — x2)dzx oblicza sie przy pomocy podstawienia x =

sin(y), dz = cos(y)dy, V1 —2? = cos(y) (gdzie y € [~3,%]) do omawianych
calek z wyrazen wymiernych od sin(y) i cos(y).

(4) Analogicznie calki postaci /R(az, V1 + x?)dx oblicza sie przy pomocy podsta-
wienia = = tg(y), do = (cos(y))2dy, vV1+ 22 = (cos(y))? (gdzie y € (—5,%)).
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(5) Analogicznie calki postaci /R(z, Va? — 1)dz oblicza si¢ przy pomocy podsta-

wienia z = (cos(y))™!, dz = sin(y)(cos(y)) *dy, vVz? — 1 = tg(y) (gdzie x > 0,
y € (0,%)) lub va? —1 = —tg(y) (gdzie z <0, y € (§,m)).

(6) Calki postaci / R(z,Vaz? + bx + ¢)dxr mozna sprowadzi¢ przez podstawienie y =
px + q do jednej z powyzszych trzech calek.

(7) Alternatywne podstawienia to = tanh(y) dla calek postaci /R(m, V1 —2?)dx,
xr = sinh(y) dla calek postaci /R(x,\/l + 22)dx oraz © = cosh(y) dla calek

postaci / R(z, V1 + 2?)dxr — pozwalaja one otrzyma¢ calki z funkcji wymiernych

od ev.
(8) Potaczenie podstawien opisanych w poprzednim punkcie z podstawieniam e¥ = z
prowadzi do tzw. podstawien Eulera.
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10. Calka oznaczona

10.1. Definicja i interpretacje. Calka oznaczona zdefiniowana jest niezwykle prosto.

DEFINICJA 10.1. Jesli F' jest funkcja ciagla na [a,b] oraz funkcja pierwotna funkcji
f na przedziale (a,b), to wielkos¢ F'(b) — F(a) nazywamy catkq oznaczong funkeji f
na przedziale (a,b) i piszemy

b
F(b) — F(a) = / f(z)dx.

Przy obliczaniu calek oznaczonych zwykle wpierw wyznacza sie catke nieoznaczona.
Dla uproszczenia stosuje sie zapis

F(x)|"=) = F(b) — F(a).

Zauwazmy, ze warto$¢ roznicy F'(b)—F'(a) nie zalezy od wyboru statej catkowania: (F'(b)+
C)—(F(a)+C) = F(b) — F(a). Z tego powodu zwykle pomija si¢ stala catkowania, gdy
ostatecznie obliczana jest catka oznaczona.

Stosowany jest tez ogdlniejszy zapis

F@)|"") = lim F(z) — lim F(),

= z—b— z—at

wygodny, gdy a lub b sa spoza dziedziny funkcji F', ale F' ma odpowiednie jednostronne
granice. Pozwala to zapisa¢ ogolniej: jesli F' jest funkcja pierwotna funkcji f na przedziale
(a,b), to

/a ) = F(x)[I.

1 3
/ 22dr = T
0 3

Mimo prostoty definicji, catka oznaczona ma mnoéstwo zastosowari:

Przyktad. Zachodzi:

SR LR |

0 3 3 3

e Jesli v(t) opisuje predkosé chwilowa, to

/t ® o)t

to catkowite przesuniecie miedzy chwila £ a ts.
e Przy odpowiednich zatozeniach (wystarcza ciaglosé¢ funkeji y; i yo na przedziale
[a, b]) wzor

b
[ @) = @)
opisuje pole figury (nazywanej trapezem krzywoliniowym,)

{(z,y) ra <z <b () <y<y(e))

zakladamy tu, ze yi(x) < yo(x) dla wszystkich x € [a,b]. Do tego zagadnienia
wrocimy w kolejnym semestrze.
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e Analogicznie wzor

/ V14 (¥(x))%dx

opisuje dtugosé krzywej danej przez wykres rozniczkowalnej funkcji y. Do tego
zagadnienia rowniez wrocimy w kolejnym semestrze.
e Podobnie mozna obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni bocznej bryty obrotowe]

{(z,9,2) ra <o <b V2 +22<r(x

sa to odpowiednio

b
/ 7(r(x))*dx oraz / 2mr(z)4/1 )2dx.
e Objetos¢ i pole powierzchni bocznej bryty obrotowej

{(z,y,2) : V& + 9 < R, zi(Va? +97) < 2 < 2(Va® + )}

sa 7z kolei dane wzorami

/OR 217 (22(1) — 21(r))dr oraz /OR 2mry/1 + (2 (r))2dr.

.- . 1 . , . . .
Przypomnijmy, ze fo r2dr = % W szczegdlnosei wiec pole obszaru ograniczonego

parabolg o réwnaniu y = 2% oraz prostymi z = 1iy = 0 WyIlOSl ; fakt ten zostal po raz
pierwszy udowodniony przez Archimedesa.

10.2. Podstawowe wlasnodci. Z wlasnosci catek nieoznaczonych wynikaja natychmiast
odpowiednie wtasnosci catek oznaczonych.

TWIERDZENIE 10.2. Jesli funkcje f i g sa maja calke oznaczona na przedziale (a,b)
oraz ¢ € R, to

/ab cf(z)de = C/ab f(z)dz, /:(f(x) + g(z))dz = /abf(x)d:c 4+ /abg(x)dx. O

Bardzo prosty jest dowod kolejnej wlasnosci.

TWIERDZENIE 10.3. Jesli a < b < c oraz funkcja f ma catke oznaczong na przedziale
(a,c), to ma tez calki oznaczone na przedziatach (a,b) oraz (b, c) i ponadto

/f m_/f m+/f

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze F(c) — F(a) = (F(b) — F(a)) + (F(c) — F(b)). O

Powyzsze twierdzenie sugeruje nastepujace oznaczenie, ktore upraszcza wiele zapisow:
jesli a < b, to przyjmujemy

(Aéﬂxﬂx:—iéaﬂxMx oraz (Aéﬂwﬂxz

Co ciekawe, istnienie calek oznaczonych na (a,b) i (b,c) nie oznacza istnienia catki
oznaczonej na (a,c). Przykladem jest funkcja sign(z), ktora ma catki oznaczone na
przedzialach (—1,0) oraz (0, 1), ale nie na przedziale (—1,1).
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Wrzory na catkowanie przez podstawienie i przez czesci maja swoje warianty dla calek
oznaczonych.

TWIERDZENIE 10.4 (wzo6r na catkowanie przez czesci). Jeéli funkcje f i g sa réznicz-
kowalne na przedziale (a,b) i ciagle na przedziale [a, b],

/ﬁmwm:ﬂW@ /f

(w szczegolnosei wiec funkcja dana wzorem f(x)g'(x) ma calke oznaczong na prze-
dziale (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy ma ja funkcja f'(z)g(z)). O

TWIERDZENIE 10.5 (wzér na catkowanie przez podstawienie). Jesli f jest catkowalna
na (A, B), za$ funkcja g jest ci@gla na [a, b, rozniczkowalna na (a,b) i w przedziale
(a b) przyjmuje wartosci w (A, B), t

/f @_/ I

(w szczegolnosei wiec funkcja dana wzorem f(g(z))g'(z) ma catke oznaczona na (a, b),
jesli g(a), g(b) € (A, B); gdy g(a) lub g(b) naleza do {A, B}, wystarczy zatozy¢, ze f
ma calke oznaczong na (A, B)). O

Przyktad. Podstawiajac y = 1 + 4z, dy = 4dz, otrzymujemy

/mdx— /m1+4x /\/_dy

y=9

1 y3/2

B 9% — 132 27—1 13
T 432

1
T4 3/2 6 3

Przyktad. Zachodzi

/Oﬂxsin(x)dx = /Oﬂx(— cos(x)) dx

— —zcos()|" 7 — /0 " (2)(~ cos(z))dz

= —m cos(m) + 0cos(0) + / cos(x)dx
0
=7+ sin(x)‘ig = 7 + sin(7) — sin(0) = 7.

=T . ‘x:ﬂ'

Zwroémy uwage na roznice miedzy m + sin(x)’izo = 7 oraz (7 +sin(z))| _, = 0.

10.3. Wzér Taylora. Znamy juz wzor Taylora z reszta w postaci Peana. Dysponu-
jac pojeciem calki, tatwiej udowodni¢ wzor Taylora z resztami w postaci Lagrange’a i
Cauchy’ego. Zacznijmy od najogoélniejszego wyniku: wzoru Taylora z resztg w postaci
catkowej.

TWIERDZENIE 10.6 (wz6r Taylora z reszta w postaci catkowej). Przypusémy, ze funk-
cja f jest (n+1)-krotnie rézniczkowalna w przedziale (zo, z) lub (x, x(), a jej pochodne
rzedu co najwyzej n maja odpowiednie jednostronne granice w punktach xq oraz =z,
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oznaczane dla uproszczenia symbolem f*)(zy) i f*)(z). Niech

f(x) = f(xo) + ) M), (= zo)® +...+ S o)

1! 2! n!
Woéwcezas

Rule) = / Fo(s) (& — s)"ds.

(# — o) + (= x0)" + R (2).

Dowdd. Wzoru dowodzi sie indukcyjnie: dla n = 0 jest to po prostu definicja calki ozna-
czonej,

Ro(x) = £(x) — f(m0) = / " p(s)ds

Jesli wzor jest juz udowodniony dla pewnego n, to catkujac przez czesci, otrzymujemy

= [ @0

Zo
S=x

fUrr(s) (@ — s)" ! 1 e n
- (n+1)! B (n + 1) f( . ( (@ —o)"t)ds
S=xg
(n+1) _ n+1
f(n—i—l (330)(1, _ $0)n+1
Napisane wyzej calki istnieja na mocy zalozeni twierdzenia i wzoru na catkowanie przez
czesSci. U

Do uzyskania pozostalych postaci reszty potrzebny nam bedzie wariant twierdzenia
Cauchy’ego o wartosci $redniej.

TWIERDZENIE 10.7 (pierwsze twierdzenie o wartosci $redniej dla catki oznaczonej).
Jesli funkcja f ma catke oznaczona na przedziale (a,b), to dla pewnego ¢ € (a,b)
zachodzi

/ f(@)de = (b— a) £(c).

Dowdd. Jesli F jest funkcja pierwotna funkcji f, to wystarczy zastosowaé twierdzenie
Lagrange’a dla funkcji F'. U

WNIOSEK 10.8. Jesli funkcja f ma catke oznaczona na przedziale (a,b) i przyjmuje

wartosci nieujemne, to
b
/ f(z)dx >0
a
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Jesli f przyjmuje wartosci dodatnie, to catka z f jest §cisle wieksza od zera. Jesli
funkcje f i g maja calki oznaczone na przedziale (a,b) oraz f(z) < g(x) dla z € (a,b),

to
/abf(x)dx < /abg(x)da:.

Ponownie jesli f(z) < g(x) dla = € (a,b), to zachodzi powyzszy wzor ze Scista nie-
rownoscia.

Dowad. Pierwsza cze$é wynika wprost z twierdzenia o wartosci $redniej. Druga jest kon-
sekwencja pierwszej zastosowanej do funkcji g(x) — f(x). O

TWIERDZENIE 10.9 (wzor Taylora z reszta w postaci Cauchy’ego i Lagrange’a). Przy
zalozeniach twierdzenia o wzorze Taylora z reszta w postaci catkowej zachodzi

() (@ = o)"(x = m0)
n!

R,(x) =
dla pewnego c z przedziatu (zg, z) lub (z,z¢) (jest to tzw. postaé Cauchy’ego reszty).
Podobnie
FrD(e) (@ — @)™+

(n+1)!

dla pewnego c¢ z przedzialu (zg, z) lub (z,x¢) (jest to tzw. postaé Lagrange’a reszty).

Ry (x) =

Dowad. Pierwszy wzor uzyskujemy wprost z pierwszego twierdzenia o wartosci sredniej
dla calki oznaczonej. Aby uzyskaé¢ drugi, podstawiamy wpierw ¢ = (z — s)" ™!, —(n +
1)(x — s)"ds = dt, s = x — tY/( 1),

1 x

Fu(w) = — [ 7o (s)( — 5)ds
L
1 ! (n+1) n+1y/
Z—m / (s)((z —s)""")ds
1 % (n+1) 1/(n+1)
- = (g — /TN
(n —|— 1)' /(xxo)"'H f ( )
1 (z—z0)" !
_ m/ f(n—H)([E . tl/(n-i—l))dt
*Jo

i dopiero wtedy korzystamy z pierwszego twierdzenia o wartosci éredniej dla catki ozna-
czonej. U

Podkreslmy, ze punkt posredni ¢ w obu reprezentacjach jest zwykle inny.

Przyktad. Kolejne pochodne funkcji cos(x) sa cyklicznie rowne: cos(x), — sin(z), — cos(z),

sin(z); ich wartosci w zerze to cyklicznie: 1,0,—1,0. Wobec tego jesli n = 2k lub
n = 2k + 1, to wzor Taylora przyjmuje posta¢
2 4 6 )k g2k
Cos(x)zl—x— =Ly —i—( Sz + R, (z),
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przy czym jesli n = 2k, to

Ro(x) = / C(21)H sin(s) (z — 5)2ds

)k—i—l Sln(c)x2k+1
(2k + 1)!
dla pewnego c, za$ jesli n = 2k + 1, to
1 x
() = —— )kl _ g)2kHlg
R(@) = T /0 (1) cos(s)(z — 5)2+1ds
B (_1)k+1 COS(C)I2k+2
(2k + 2)!

(2k)!
-1

dla pewnego ¢ (wykorzystaliSmy tu postacie calkowa i posta¢ Lagrange’a). W obu przy-
padkach zachodzi |R,(z)| < |z|"™'/(n + 1)!, zatem (R,(z)) dazy do zera gdy n — oc.
Ostatecznie

2 4 6 Y2k oo Y2k
COS(CL’):hm(l—%—i—%—%—i—...—l—( > Z

k—o0
k=0

Zupetnie analogicznie dowodzi sie, ze

2 B g;_?’ N I_B B 13_7 N N (_1)kx2kz+1 _ e (—1)kx2k+1
—~ (2k+1)!

sin(e) = Im (7 =51+ 51— 7 (2k + 1)!

k—00

Jak wspomniano wczesniej, wzory te mogly w istocie stuzy¢ za definicje funkcji trygono-
metrycznych.

10.4. Przyklady zastosowan calek oznaczonych. Przede wszystkim mozemy obli-
czy¢ obwod i pole kota.

Przyktad. Pole jednostkowego kota wynosi
1 1
A :/ (V1—22—(—=V1—22))de = 2/ V1 —22dx.
—1 —1

Stosujac podstawienie x = sin(y), dz = cos(y)dy (a wlasciwie y = arcsin(x)), otrzymu-
jemy
/2

J/_Mzmcos y_z/_ (cos(y))2dy.

w/2

y=n/2 7T+0 7T+O

=l-4+=)-(—=+=)=m
__ 2 2 2 2
y=—m/2

Przyktad. Obwod jednostkowego kota to z kolei

—2/ \/1 V1— 22y 2da:—2/ \/1 1_ /m
= 27.

= 2 arcsin(x )|§;

Dalej juz tatwo:

/2 in(2
A= [ oty = y+ 2
—7/2

_, = 2arcsin(1) — 2arcsin(—1) =7 — (—
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Powyzsze przyklady staja sie ciekawsze, gdy do analizy stosujemy czysto formalne
podejscie.  Wtedy funkcje sin(z) i cos(x) sa zdefiniowane przy pomocy szeregow. Z
tych definicji wywodzi sie znanych wtasnosci funkcji trygonometrycznych, z ktorych m.in.
wynika, ze istnieje liczba p > 0 taka, ze sin(z) > 0 dla x € (0,p) oraz sin(p) = 0,
cos(p) = 1. Wowezas powyzsze przyklady (wraz z twierdzeniami o catce Riemanna, ktore
udowodnimy w przysztym semestrze) pozwalaja stwierdzi¢, ze pole obszaru {(z,y) € R? :
2?2 4+ y? < 1} wynosi 2p, zas dlugosé krzywej {(z,y) € R? : 2% + y? = 1} to 4p.

Przyktad. Zachodzi
1
/ In(z)dr = (xIn(z) — x)‘Zj =(1ln(l)—1)— lirgh(x In(z) —z)=—-1-0=—1.
0 - T

Oznacza to, ze — w pewnym sensie — pole nieograniczonego obszaru {(z,y) € R?: 0 <
x<1,z=01ub In(z) <y < 0} jest skoriczone i wynosi 1.

Przyktad. Obliczymy

0 = /0 " (sin(z))"da.

Oczywiscie ag = 7 oraz

a; = / sin(x)dx = cos(x)‘i:; =1-(-1)=2.
0

Ponadto

twsa = [ (6ina))"(1 = (cos(a) )
I

(sin(x))"dx — /Oﬂ(sin(a:))”(cos(m)fdx

= — —1|— : /0 ((sin(z))™ ) cos(z)dx
1 : n+1 T 1 " : n+1 /
i — (sin(x))"" cos(z) . + T /0 (sin(x))"" (cos(x)) dz
=a,—(0-0)— %H i (sin(z))" ?*dz = a, — 57:21 .
Oznacza to, ze
n+1
Ant2 = o -
Na mocy zasady indukcji matematycznej otrzymujemy zatem
1 35 2% — 1 (2k — 1)
ST T T @R
2 4 6 2k (2k)11
a2k+1_2'§'5'§"”'2k—+1: m’
tu dwusilnia liczby n, oznaczana n!!, jest zdefiniowana wzorami 0!! = 1!l = 1, nll =

n-(n—2)!1dlan>2.
Zauwazmy, ze (sin(z))"™! < (sin(z))" dla = € (0, 7), zatem a,.1 < a,. W takim razie

Qok+1/2 T agk—1/2

agk/ﬂ' 2 CLgk/ﬂ' .
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Oznacza to, ze

2,46, .2k 2,46, . 2k=2
3'5 7 2k+1<z< 3°5°7 k-1
L35, L2kl 2 L.3.5, L2k
2°4°6 " 2% 2°4°6 " 2%

Po uproszczeniu otrzymujemy
2:2:4-4.6-6-...-2k—2)-2k—=2)- 2k )-(2k )
1-3-3-5-5-7-...-(2k=3)-(2k—1)-(2k—1)- (2k+ 1)

<2-2-4-4-6-6~...-(2k—2)-(2k—2)-(2k )
1-3-3:5:5-7-...-(2k=3)-(2k—1)- (2k — 1)~

Przy pomocy dwusilni powyzsze oszacowanie mozemy zapisaé krocej w postaci

((2k)!M)2 T . (2k)!1(2k — 2)!!
2k + D2k -1 2 ((2k — 1)!)2

Oznaczmy lewa strone powyzszych nieréwnosci przez pr. Wtedy prawa strona tych nie-
rownosci ma wartosé %}glpk Wobec tego 25&2 < pr < 5. Na mocy twierdzenia o trzech
ciagach, ciag (px) jest zbiezny do 7, tzn. zachodzi wzor Wallzsa

Ty 2~2-4~4~6-6~...~(2k’—2)-(2k—2) 2k )-(2k )

— = lim

2 k-01-:3:3:5-5-7T-...-(2k—=3)-2k—-1)-(2k—1)-(2k+1)

2k)11)? o1 2k 41— (—1)k

BSR (C5IE,  FRS R 50

k—oo (2k + 1)N(2k — 1)!! - 2k +1+ (—1)k~

<7
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