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1. Przypomnij de�nicj¦ caªki oznaczonej (t¦ wykorzystuj¡c¡ funkcj¦ pierwotn¡) oraz de�nicj¦ caªki

Riemanna (t¦ oryginaln¡, z sumami cz¦±ciowymi). Oblicz caªk¦

∫ 1

0

1
1 + x2

dx za pomoc¡ pierw-

szej de�nicji, a nast¦pnie u»yj drugiej, by obliczy¢, »e1:
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(c) lim
n→∞
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=
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4
.

Wskazówka: s¡ to sumy cz¦±ciowe obliczonej caªki dla pewnych podziaªów i punktów po±rednich.

2. Oblicz granic¦:

lim
n→∞
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)
.

Wskazówka: s¡ to sumy cz¦±ciowe pewnej funkcji.

3. Stosuj¡c wzór na caªkowanie przez podstawienie dla caªek oznaczonych2, oblicz caªki

(a)

∫ π
2

0

cosx
1 + (sinx)3

dx, (b)

∫ e2

e

1
x lnx

dx, (c)

∫ π
3

π
4

1 + (tg x)2

(1 + tg x)2
dx.

4. Stosuj¡c wzór na caªkowanie przez cz¦±ci dla caªek oznaczonych3, oblicz caªki

(a)

∫ 1

0
arcsinx dx, (b)

∫ 1

0
x lnx dx, (c)

∫ 1

0
lnx dx, (d)

∫ ∞
0

e−x dx.

Wskazówka: w (c) i (d) napotkasz nieoczekiwane trudno±ci � jak z nich wybrn¡¢?

5. Oblicz pole i obwód obszaru zawartego pomi¦dzy wykresem funkcji f(x) = 2
3x

3/2 i prost¡ y = x.

6.∗ Oblicz pole obszaru zawartego mi¦dzy wykresami funkcji f(x) =
√

1−
√

1− x2 oraz g(x) =
1 +

√
|x| − x2. Koniecznie zilustruj ten obszar na wykresie. Pole wynosi troszk¦ ponad 2.

Wskazówka: Skorzystaj z symetrii i oblicz pole prawej poªowy obszaru. Zwró¢ uwag¦ na to, »e wykres g to dwa
póªokr¦gi. Przyda si¦ nast¦puj¡cy wzór (uzasadnij go lub sprawd¹, jak go uzasadnia Wolfram|Alpha):∫

f(x)dx =
2

3

(√
1− x2 − 2

)√
1 +

√
1 + x2 + C.
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1�Obliczy¢� znaczy tu tyle, co �udowodni¢�.
3Wzór z ostatniego wykªadu w ubiegªym roku.


