
Analiza matematyczna 1
lista zada« 12

(do samodzielnego wykonania)

1. Wyznacz kresy zbioru
{

2k

3l : k, l ∈ Z
}
.

2. Uzasadnij, »e je±li f(x) ≤ g(x) dla wszystkich x ∈ A, to

inf
x∈A

f(x) ≤ inf
x∈A

g(x) oraz sup
x∈A

f(x) ≤ sup
x∈A

g(x).

3. Uzasadnij, »e je±li f(x) > 0 dla wszystkich x ∈ A, to infx∈A
1

f(x) = (supx∈A f(x))−1. Jak

interpretowa¢ t¦ równo±¢, gdy f jest nieograniczona? Czy równo±¢ ma miejsce dla funkcji f o

warto±ciach ujemnych? A dla dowolnych funkcji f nie przyjmuj¡cych warto±ci 0?

4. Oblicz lim sup
n→∞

an oraz lim inf
n→∞

an, je±li

(a) an = (−1)n; (b) an = sin
nπ

2
; (c) an =

10n

7
−

⌊
10n

7

⌋
; (d*) an = n

√
2−

⌊
n
√

2
⌋

.

Wskazówka: W punkcie (c) ci¡g (an) to kolejne cyfry rozwini¦cia dziesi¦tnego 1
7 .

5. Uzasadnij, »e lim sup
n→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn. Jaka nierówno±¢ zachodzi dla granic

dolnych? Wska» na przykªadzie, »e nie zawsze zachodzi równo±¢.

6. Funkcj¦ f : [a, b]→ R nazywamy kawaªkami liniow¡, je±li istnieje podziaª (x0, x1, ..., xn) odcinka
[a, b] taki, »e f jest funkcj¡ liniow¡ na ka»dym przedziale [xj−1, xj ]. Innymi sªowy, wykres f jest

lini¡ ªaman¡. Uzasadnij, »e dla dowolnej funkcji ci¡gªej f istnieje ci¡g (fn) funkcji kawaªkami

liniowych, który jest jednostajnie zbie»ny do f .
Wskazówka: Rozwa»aj coraz drobniejsze podziaªy [a, b].

7. (a) Dany jest odcinek [a, b] oraz liczby rzeczywiste p, P, q, Q. Uzasadnij, »e istnieje wielomian

W stopnia co najwy»ej 3 taki, »e W (a) = p, W ′(a) = P , W (b) = q, W ′(b) = Q.

(b) Dany jest odcinek [a, b], jego podziaª (x0, x1, ..., xn) i liczby p0, p1, ..., pn oraz P0, P1, ..., Pn.

Uzasadnij, »e istnieje funkcja ró»niczkowalna f o ci¡gªej pochodnej, która speªnia warunkji

f(xj) = pj , f ′(xj) = Pj dla j = 0, 1, ..., n.
Wskazówka: �sklej� kilka funkcji z podpunktu (a).

(c) Odwied¹ stron¦ internetow¡:

http://www.sunsite.ubc.ca/LivingMathematics/V001N01/UBCExamples/Bezier/bezier.html

i pomy±l nad relacj¡ mi¦dzy podpunktem (a) i (sze±ciennymi) krzywymi Béziera. Podpunkt

(b) wi¡»e si¦ ze sklejanymi (sze±ciennymi) krzywymi Béziera. Gdzie i kiedy zostaªy

wymy±lone krzywe Béziera?

8. Zbadaj jednostajn¡ zbie»no±¢ ci¡gu funkcji fn(x) = xn na przedziale: (a) (−1, 1); (b) [−1, 1].
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