ANALIZA MATEMATYCZNA 1
LISTA ZADAN 12

(do samodzielnego wykonania)

1. Wyznacz kresy zbioru {%—IZ skl e Z}.

2. Uzasadnij, ze jesli f(z) < g(z) dla wszystkich = € A, to

inf < inf < .
inf f(z) < inf g(=) oraz i‘éﬁf(x) < sup g9(x)

3. Uzasadnij, ze jesli f(z) > 0 dla wszystkich 2 € A, to infmeA% = (supgeq f(x)7h Jak
interpretowac te rownosc, gdy f jest nieograniczona? Czy réwnosé ma miejsce dla funkcji f o
wartosciach ujemnych? A dla dowolnych funkcji f nie przyjmujacych wartosci 07

4. Oblicz limsup a, oraz liminf a,, jesli
n—00 n—00

() an = (1) (b) ay =sin:  (¢) anzg_ WJ (@) an = nvV2 = [nv2] .

Wskazowka: W punkcie (c) ciag (a,) to kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego %

5. Uzasadnij, ze limsup(a, + b,) < limsupa, + limsupb,. Jaka nieréwnos¢ zachodzi dla granic
n—oo n—oo n—oo
dolnych? Wskaz na przyktadzie, ze nie zawsze zachodzi rownosé.

6. Funkcje f : [a,b] — R nazywamy kawatkami liniowq, jesli istnieje podzial (xg, z1, ..., 2, ) odcinka
[a,b] taki, ze f jest funkcja liniowa na kazdym przedziale [x;_1,x;]. Innymi stowy, wykres f jest
linia tamana. Uzasadnij, ze dla dowolnej funkcji ciagtej f istnieje ciag (fy) funkcji kawatkami
liniowych, ktory jest jednostajnie zbiezny do f.

Wskazowka: Rozwazaj coraz drobniejsze podzialy [a, b].

7. (a) Dany jest odcinek [a,b] oraz liczby rzeczywiste p, P, q, Q. Uzasadnij, ze istnieje wielomian
W stopnia co najwyzej 3 taki, ze W(a) = p, W'(a) = P, W(b) = ¢, W'(b) = Q.

(b) Dany jest odcinek [a, b], jego podzial (zg,z1, ..., xy) 1 liczby po, p1, ..., pn oraz Py, P, ..., P,.
Uzasadnij, ze istnieje funkcja rézniczkowalna f o ciaglej pochodnej, ktéra spetnia warunkji
f(l'j) = pj, f/(.%'j) = Pj dla j = O, 1, ey N
Wskazowka: ,sklej” kilka funkcji z podpunktu (a).

(c) Odwiedz strone internetowa:
http://www.sunsite.ubc.ca/LivingMathematics/VO01NO1/UBCExamples/Bezier/bezier.html
i pomysl nad relacja miedzy podpunktem (a) i (szesciennymi) krzywymi Béziera. Podpunkt
(b) wiaze sie ze sklejanymi (szeSciennymi) krzywymi Béziera. Gdzie i kiedy zostaly
wymyslone krzywe Béziera?

8. Zbadaj jednostajna zbieznos¢ ciagu funkeji f,(z) = 2™ na przedziale: (a) (—1,1); (b) [—1,1].
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