ANALIZA MATEMATYCZNA 1
LISTA ZADAN 3

Dzisiejsza liste sponsoruja literki epsilon (e, €, E) i delta (J, A) oraz liczba e = 2, 718281828459045...
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Uzasadnij, ze funkcja f(z) = |x| jest jednostajnie ciggla.

Zbadaj, w jakich punktach ciagta jest funkcja sign (czyt. signum, tac. znak):ﬂ

1 gdy x > 0,
signz =410 gdy z =0,
-1 gdy z <0.

Udowodnij, ze funkcja f dana wzorem f(z) = 22 —2 dla z < 2, f(z) = v2z dla 2 > 2 oraz
f(2) = 3 jest nieciagta. Co zrobi¢, by f byta ciaglta?

. Podaj przyktad funkcji niecigglej, ktorej kwadrat jest funkcja ciagta.

Uzasadnij, ze jedli istnieja granice p = lim f(x) oraz ¢ = lim g(x), to lim (f(x) — g(x)) =p —¢q
r—a r—a r—a
oraz lim (f(2) - g(@)) = -
Udowodnij, ze jesli f(x) < g(x) dla wszystkich z, to lim f(z) < lim g(z).
r—a r—a

sin x

Korzystajac z tozsamosci lin% —— =11 praw arytmetyki granic, oblicz:
xr— X
(a) Tim s%n(2x) ’ ) x.tg(a:2) ’ (e) lim cos T ’
2—0 sin(3x) a—0 sin(z3) a—7T cos(3x)
. tgx . l—coszx . arcsinzx
b) lim —— d) lim ———— f) 1 .
( ) xg% T ’ ( ) zlir%] .1‘2 ’ ( ) mlir%] i

Udowodnij, ze funkcja Dirichleta D (dana wzorem D(z) = 1 dla  wymiernych, D(z) = 0 dla x
niewymiernych) nie jest ciagta w zadnym punkcie.

Udowodnij, ze funkcja Riemanna R (dana wzorem R(2) = % dla wymiernych liczb 2 w postaci
nieskracalnej, R(z) = 0 dla = niewymiernych) jest ciaglta w a wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
niewymierne.
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a® —1
Niech a > 0. Okreslmy L(a) = lin%) . Uzasadnienie, ze L jest poprawnie okreslone (tj. ze
r— o

powyzsza granica istnieje), jest w tej chwili za trudne. Udowodnij, ze przy zalozeniu, ze L jest
dobrze okreslone, L jest funkcja rosnaca, spelniajaca warunek L(ab) = L(a) + L(b). Okazuje sie,
ze L(a) jest logarytmem z a o podstawie rownej e = 2, 718281828459045...

Mateusz Kwasnicki

!Dla wygody mozesz oznaczy¢ sign przez f


http://pl.wikipedia.org/wiki/Podstawa_logarytmu_naturalnego

