
Analiza matematyczna 1
lista zada« 3

Dzisiejsz¡ list¦ sponsoruj¡ literki epsilon (ε, ε, E) i delta (δ, ∆) oraz liczba e = 2, 718281828459045...

1. Uzasadnij, »e funkcja f(x) = |x| jest jednostajnie ci¡gªa.

2. Zbadaj, w jakich punktach ci¡gªa jest funkcja sign (czyt. signum, ªac. znak):1

signx =


1 gdy x > 0,
0 gdy x = 0,
−1 gdy x < 0.

3. Udowodnij, »e funkcja f dana wzorem f(x) = x2 − 2 dla x < 2, f(x) =
√

2x dla x > 2 oraz

f(2) = 3 jest nieci¡gªa. Co zrobi¢, by f byªa ci¡gªa?

4. Podaj przykªad funkcji nieci¡gªej, której kwadrat jest funkcj¡ ci¡gª¡.

5. Uzasadnij, »e je±li istniej¡ granice p = lim
x→a

f(x) oraz q = lim
x→a

g(x), to lim
x→a

(f(x) − g(x)) = p − q

oraz lim
x→a

(f(x) · g(x)) = p · q.

6. Udowodnij, »e je±li f(x) ≤ g(x) dla wszystkich x, to lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x).

7. Korzystaj¡c z to»samo±ci lim
x→0

sinx

x
= 1 i praw arytmetyki granic, oblicz:

(a) lim
x→0

sin(2x)
sin(3x)

, (c) lim
x→0

x tg(x2)
sin(x3)

, (e) lim
x→π

2

cos x

cos(3x)
,

(b) lim
x→0

tg x

x
, (d) lim

x→0

1− cos x

x2
, (f) lim

x→0

arcsin x

x
.

8. Udowodnij, »e funkcja Dirichleta D (dana wzorem D(x) = 1 dla x wymiernych, D(x) = 0 dla x
niewymiernych) nie jest ci¡gªa w »adnym punkcie.

9.∗ Udowodnij, »e funkcja Riemanna R (dana wzorem R(p
q ) = 1

q dla wymiernych liczb p
q w postaci

nieskracalnej, R(x) = 0 dla x niewymiernych) jest ci¡gªa w a wtedy i tylko wtedy, gdy a jest

niewymierne.

10.∗ Niech a > 0. Okre±lmy L(a) = lim
x→0

ax − 1
x

. Uzasadnienie, »e L jest poprawnie okre±lone (tj. »e

powy»sza granica istnieje), jest w tej chwili za trudne. Udowodnij, »e przy zaªo»eniu, »e L jest

dobrze okre±lone, L jest funkcj¡ rosn¡c¡, speªniaj¡c¡ warunek L(ab) = L(a) + L(b). Okazuje si¦,

»e L(a) jest logarytmem z a o podstawie równej e = 2, 718281828459045...

Mateusz Kwa±nicki

1Dla wygody mo»esz oznaczy¢ sign przez f

http://pl.wikipedia.org/wiki/Podstawa_logarytmu_naturalnego

