
Analiza matematyczna 1
lista zada« 6

1. Korzystaj¡c z de�nicji Heinego granicy funkcji oraz ci¡gªo±ci funkcji, udowodnij, »e:

(a) f(x) = bxc nie jest ci¡gªa w −1;

(b) f(x) = arctg(tg x) nie ma granicy w π
2 ;

(c) f(x) = sin(log2 x) nie ma granicy w 0 i w ∞.

2. Ustalmy p ∈ (0, 1) i niech a0 = 0, an+1 = (1− p)an + 1. Jaka mo»e by¢ granica ci¡gu (an), je±li
jest on zbie»ny? Udowodnij, »e jest zbie»ny.

3. Dla jakich jeszcze p ∈ R ci¡g z powy»szego zadania jest zbie»ny?

4. Ustalmy p > 0 i okre±lmy a0 = 1, an+1 = an
2 + p

2an
. Jaka jest granica ci¡gu (an), je±li jest on

zbie»ny? Udowodnij, »e jest zbie»ny.

Wskazówka: Sam ci¡g (an) nie jest monotoniczny. Monotoniczny staje si¦ po opuszczeniu pierw-

szego wyrazu.

5. Czy ci¡g okre±lony wzorami a0 = 1, an+1 = an + 1
an

jest zbie»ny? A ci¡g dany wzorami b0 = 1,
bn+1 = bn + 2−bn?

6. Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ rosn¡c¡, f(x) > x dla x ≤ c oraz f(c) = c. Niech a0 < c oraz

an+1 = f(an). Udowodnij, »e ci¡g (an) jest zbie»ny do c.

7. Udowodnij, »e ci¡g (1 + 1
n)n jest rosn¡cy, a ci¡g (1 + 1

n)n+1 jest malej¡cy. Uzasadnij, »e oba s¡

ograniczone. Jaka jest granica tych ci¡gów?

Wskazówka: nierówno±¢ Bernoulliego.

8. Ci¡g Fibonacciego (Fn) speªnia równanie rekurencyjne F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Znajd¹ jawny wzór na wyrazy Fn (tzw. wzór Bineta).

9. Wyznacz lim
n→∞

Fn+1

Fn
.

10.∗ Udowodnij nast¦puj¡ce wªasno±ci ci¡gu Fibonacciego:

• F1 + F2 + ... + Fn = Fn+2 − 1;

• F 2
1 + F 2

2 + ... + F 2
n = Fn Fn+1;

• Fn+1 Fn−1 − F 2
n = (−1)n;

• Fk+l = Fk Fl+1 + Fk+1 Fl;

• NWD(Fk, Fl) = FNWD(k,l).
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