
Analiza matematyczna 1

lista zada« 9

1. Wyznacz granice:

(a) lim
x→∞

ln(2x + 1)
x

, (c) lim
x→0

sinx− tg x
x2

, (e) lim
x→0

ln(sinx)
ln(tg x)

,

(b) lim
x→∞

x2e−x , (d) lim
x→π

2

(
tg x− 1

π
2 − x

)
, (f) lim

x→0+
(1 + x)lnx .

2. Znajd¹ ekstrema lokalne i przedziaªy monotoniczno±ci funkcji:

(a) f(x) = x3 − 30x2 + 225x, (c) f(x) = x− 3 3
√
x, (e) f(x) =

x

lnx
,

(b) f(x) = |x3 − 30x2 + 225x|, (d) f(x) = xe−3x, (f) f(x) = x(lnx)2.

3. Znajd¹ warto±¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ funkcji f(x) = xe−x
2
oraz g(x) = (x2 − 1)e−x

2
.

4. Koszt wykonania metra kwadratowego podstawy (dolnej lub górnej) pojemnika o ksztaªcie walca

to 1 zª. Koszt metra kwadratowego powierzchni bocznej wynosi 2 zª. Zaprojektuj najta«szy

pojemnik o ksztaªcie walca, który ma obj¦to±¢ 8π.

5. Prostok¡tne pole o powierzchni 1 ma przylega¢ do rzeki. Jakie powinny by¢ jego wymiary, by

koszt ogrodzenia byª mo»liwie najmniejszy? Oczywi±cie pola nie trzeba ogradza¢ od strony rzeki.

6. Dla jakiej miary k¡ta przy wierzchoªku A trójk¡ta równoramiennego ABC (|AB| = |AC|) o polu

1 promie« okr¦gu wpisanego w to koªo jest najwi¦kszy? Wskazówka: pole trójk¡ta to poªowa

jego obwodu razy promie« okr¦gu we« wpisanego.

7. Uzasadnij nierówno±ci:

(a) ex ≥ 1 + x; (b) lnx >=
x− 1
x

; (c)
((

1 + 1
x

)x)′
> 0 (x > 0).

8. Korzystaj¡c ze wzoru Taylora dla funkcji f(x) wokóª punktu x0 z n-t¡ reszt¡, oblicz przybli»on¡

warto±¢ f(x), je±li

(a) f(x) = sinx, x0 = 0, x = 1
2 , n = 2, 3;

(b) f(x) = sinx, x0 = π
6 , x = 1

2 , n = 2, 3;
(c) f(x) =

√
x, x0 = 1, x = 99

100 , n = 2, 3;

Oszacuj bª¡d przybli»enia (poprzez oszacowanie reszty).

9. Udowodnij, »e dla x ∈ R zachodzi

cosx = lim
n→∞

(
1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ ...+

(−1)nx2n

(2n)!

)
,

sinx = lim
n→∞

(
x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ ...+

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!

)
.

10. Udowodnij, »e dla x ∈ (1
2 , 2) zachodzi

lnx = lim
n→∞

(
x− 1

1
− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
− (x− 1)4

4
+ ...+

(−1)n−1(x− 1)n

n

)
.

(W istocie wzór ten zachodzi dla x ∈ (0, 2], ale wymaga to znajomo±ci innej postaci reszty we

wzorze Taylora.)
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