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1. Niech f : R → R b¦dzie ±ci±le rosn¡c¡ funkcj¡ rzeczywist¡. Okre±lmy:

d(x, y) = |f(x)− f(y)| .

Niech e oznacza standardow¡ metryk¦ �moduª ró»nicy� na R. Udowodni¢, »e:

(a) d jest metryk¡ na R;

(b) f jest ci¡gªa z (R, e) w (R, e) wtedy i tylko wtedy, gdy d jest sªabsza od e.

Zadanie dodatkowe: Znale¹¢ warunek równowa»ny zupeªno±ci (R, d).

2. W przestrzeni C([0, 1]) funkcji ci¡gªych na [0, 1] rozwa»amy metryk¦ supremum.
Znale¹¢ domkni¦cie i wn¦trze zbioru:{

f ∈ C([0, 1]) : f jest funkcj¡ ±ci±le rosn¡c¡
}

.

3. Rozwa»my ci¡gi (xn), (yn) zde�niowane rekurencyjnie wzorami:

(x0, y0) = (0, 0) , (xn+1, yn+1) =

(
sin

yn

3
, 1 +

xn + yn

3

)
.

Udowodnij, »e ci¡gi (xn), (yn) s¡ zbie»ne.
Wskazówka: W sumie to zadanie jest ªatwe. Maksymalnie te» mo»na uzyska¢ 5 punktów.

4. Rozstrzygn¡¢ prawdziwo±¢ poni»szych zda«. Odpowiedzi nie uzasadnia¢.

(a) Ka»dy zbiór g¦sty ma puste wn¦trze.

(b) Je±li d jest metryk¡, to domkni¦ciem {y : d(x, y) < r} jest {y : d(x, y) ≤ r}.
(c) Ka»da funkcja f : X → R jest lipschitzowska, je±li na X rozwa»amy metryk¦

dyskretn¡, a na R metryk¦ euklidesow¡.

(d) Je±li d jest metryk¡, to d(x, y)+d(y, z)+d(z, x) ≤ 2d(p, x)+2d(p, y)+2d(p, z).

(e) Metryki d1(f, g) =
∫ 1

0
|f(x) − g(x)|dx i d2(f, g) =

√∫ 1

0
(f(x)− g(x))2dx na

przestrzeni funkcji ci¡gªych C([0, 1]) s¡ równowa»ne.

Uwagi: Za ka»de z zada« 1., 2., 3. mo»na uzyska¢ 5 punktów. W zadaniu 4. punkt
przyznawany jest za ka»d¡ poprawn¡ odpowied¹ i odejmowany za ka»d¡ bª¦dn¡. Brak
odpowiedzi nie jest punktowany. W razie potrzeby wynik kolokwium jest zaokr¡glany
w gór¦ do najbli»szej liczby nieujemnej. Czas pisania � 90 minut.
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