ANALIZA MATEMATYCZNA 1
LISTA ZADAN NR 1
INDUKCJA MATEMATYCZNA

e W ponizszych zadaniach n jest liczba catkowita dodatnia.
e _Udowodnij” znaczy ,,Udowodnij, korzystajac z zasady indukcji matematycznej”.

Rozgrzewka

1. Udowodnij, ze
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2. Udowodnij, ze liczba 10™ — 1 jest podzielna przez 9.

3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a1, as,as, ..., a, zachodzi
a?4a3+ai+.. +al<(a+ay+az+..+a,)’
Cwiczenia

1. Udowodnij, ze
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2. Udowodnij, ze liczba 2" — (—1)" jest podzielna przez 3, a liczba 10" — 4™ — przez 6.

3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a1, a9, as, ..., asn zachodzi nierdwnosé
Cauchy’ego:

on a1 +ag +asz—+ ...+ asn
Va1 a2 as ... agn < on .

Wskazowka: podziel liczby na dwie rownoliczne grupy.

4. Udowodnij nierdwnosé¢ Bernoulliego: dla kazdej liczby rzeczywistej a > —1 zachodzi

(I1+a)">1+na.

5. Przypusémy, ze w tamigtowce wieze z Hanoi (podanej na wyktadzie) zabronione jest przeno-
szenie krazkéw z jednego skrajnego preta na drugi skrajny pret. Pozostale reguly pozostaja
niezmienione. Ile ruchéw trzeba wykonaé, by przeniesé cala wieze?

6. (a) Udowodnij, ze 2™ > n.
(b) Udowodnij, ze (a + b)™ > a™ + b™ dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b.

7. Udowodnij, ze
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<”+Z+1), k>0, n>0.



8. Przed nami lezy w rzedzie n kartek, na kazdej napisana jest liczba rzeczywista. Rozwazmy
nastepujacy algorytm sortowania tych karteczek. Jesli n = 1, to nie robimy nic. Jedli n > 1, to:
e odktadamy jedna (dowolna) kartke na bok;
e sortujemy (opisanym wtasnie algorytmem) pozostatych n — 1 karteczek;
e poréwnujemy liczbe z odlozonej kartki kolejno z liczbami na posortowanych juz kartkach i

w odpowiednim miejscu wstawiamy odlozong kartke.

Niech a, oznacza maksymalng mozliwg liczbe wykonanych poréwnan. Zauwaz, ze w ostatnim
kroku (wstawianiu) wykonywanych jest co najwyzej n — 1 poréwnan. Zapisz rownanie rekuren-
cyjne dla a,, odgadnij zwarty wzor na a, i udowodnij go indukcyjnie.

Odpoczynek
1. (a) Udowodnij, ze

123 k4234 (kD) 4odn-n+1)-n+2) - (nt+k—1)
n-(n+1)-(n+2)-...-(n+k)
B k+1

(b) Rozwazmy sume
an=13+234+33+ ... +n

Woéwczas ani1 — a, = n° jest wielomianem trzeciego stopnia zmiennej n. Mozna zatem
przypuszczal, ze a, jest wielomianem stopnia czwartego, tj.

an:pn4+qn3+rn2+sn+t.

Wyznacz wspotczynniki p, g, 7, s,t. Czy potrafisz przeprowadzi¢ podobne rozumowanie dla
innych wyktadnikéw niz 37

2. Udowodnij, ze liczba 32" — 1 jest podzielna przez 2™.

3. Udowodnij nier6wnos$é¢ Cauchy’ego w petnej ogdlnosci: dla dowolnych liczb rzeczywistych dodat-
nich a1, a9, as, ..., a, zachodzi

a1 +az+az+..+an
- .

Yayagas...an <

Wskazowka: wykorzystaj ¢wiczenie 3.

8. Przeprowadz analize podobna do tej z ¢wiczenia 8. dla nieco zmodyfikowanego algorytmu sorto-
wania:
e dzielimy kartki na dwie mozliwie réwnoliczne grupys;
e sortujemy (opisanym wtasnie algorytmem) kazdg z grup osobna;
e scalamy posortowane grupy.
Wskaz metode scalania, ktéra wymaga co najwyzej n—1 poréwnan. Przyjmijmy dla uproszczenia,
ze n jest potega 2. Zapisz réwnanie rekurencyjne dla liczby poréwnan wykonanych przez ten

algorytm, odgadnij rozwiazanie i udowodnij je indukcyjnie.

Wskazowka: rozwiazanie to
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