
Analiza matematyczna 1
lista zada« nr 1

indukcja matematyczna

• W poni»szych zadaniach n jest liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡.
• �Udowodnij� znaczy �Udowodnij, korzystaj¡c z zasady indukcji matematycznej�.

Rozgrzewka

1. Udowodnij, »e
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2. Udowodnij, »e liczba 10n − 1 jest podzielna przez 9.

3. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a1, a2, a3, ..., an zachodzi
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n ≤ (a1 + a2 + a3 + ... + an)2.

�wiczenia

1. Udowodnij, »e
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2. Udowodnij, »e liczba 2n − (−1)n jest podzielna przez 3, a liczba 10n − 4n � przez 6.

3. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a1, a2, a3, ..., a2n zachodzi nierówno±¢

Cauchy'ego:

2n√
a1 a2 a3 ... a2n ≤ a1 + a2 + a3 + ... + a2n

2n
.

Wskazówka: podziel liczby na dwie równoliczne grupy.

4. Udowodnij nierówno±¢ Bernoulliego: dla ka»dej liczby rzeczywistej a ≥ −1 zachodzi

(1 + a)n ≥ 1 + n a.

5. Przypu±¢my, »e w ªamigªówce wie»e z Hanoi (podanej na wykªadzie) zabronione jest przeno-

szenie kr¡»ków z jednego skrajnego pr¦ta na drugi skrajny pr¦t. Pozostaªe reguªy pozostaj¡

niezmienione. Ile ruchów trzeba wykona¢, by przenie±¢ caª¡ wie»¦?

6. (a) Udowodnij, »e 2n > n.

(b) Udowodnij, »e (a + b)n ≥ an + bn dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b.
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, k ≥ 0, n ≥ 0.



8. Przed nami le»y w rz¦dzie n kartek, na ka»dej napisana jest liczba rzeczywista. Rozwa»my

nast¦puj¡cy algorytm sortowania tych karteczek. Je±li n = 1, to nie robimy nic. Je±li n > 1, to:

• odkªadamy jedn¡ (dowoln¡) kartk¦ na bok;

• sortujemy (opisanym wªa±nie algorytmem) pozostaªych n− 1 karteczek;

• porównujemy liczb¦ z odªo»onej kartki kolejno z liczbami na posortowanych ju» kartkach i

w odpowiednim miejscu wstawiamy odªo»on¡ kartk¦.

Niech an oznacza maksymaln¡ mo»liw¡ liczb¦ wykonanych porówna«. Zauwa», »e w ostatnim

kroku (wstawianiu) wykonywanych jest co najwy»ej n − 1 porówna«. Zapisz równanie rekuren-

cyjne dla an, odgadnij zwarty wzór na an i udowodnij go indukcyjnie.

Odpoczynek

1. (a) Udowodnij, »e

1 · 2 · 3 · ... · k + 2 · 3 · 4 · ... · (k + 1) + ... + n · (n + 1) · (n + 2) · ... · (n + k − 1)

=
n · (n + 1) · (n + 2) · ... · (n + k)

k + 1

(b) Rozwa»my sum¦

an = 13 + 23 + 33 + ... + n3.

Wówczas an+1 − an = n3 jest wielomianem trzeciego stopnia zmiennej n. Mo»na zatem

przypuszcza¢, »e an jest wielomianem stopnia czwartego, tj.

an = p n4 + q n3 + r n2 + s n + t.

Wyznacz wspóªczynniki p, q, r, s, t. Czy potra�sz przeprowadzi¢ podobne rozumowanie dla

innych wykªadników ni» 3?

2. Udowodnij, »e liczba 32n − 1 jest podzielna przez 2n.

3. Udowodnij nierówno±¢ Cauchy'ego w peªnej ogólno±ci: dla dowolnych liczb rzeczywistych dodat-

nich a1, a2, a3, ..., an zachodzi

n
√

a1 a2 a3 ... an ≤
a1 + a2 + a3 + ... + an

n
.

Wskazówka: wykorzystaj ¢wiczenie 3.

8. Przeprowad¹ analiz¦ podobn¡ do tej z ¢wiczenia 8. dla nieco zmody�kowanego algorytmu sorto-

wania:

• dzielimy kartki na dwie mo»liwie równoliczne grupy;

• sortujemy (opisanym wªa±nie algorytmem) ka»d¡ z grup osobna;

• scalamy posortowane grupy.

Wska» metod¦ scalania, która wymaga co najwy»ej n−1 porówna«. Przyjmijmy dla uproszczenia,

»e n jest pot¦g¡ 2. Zapisz równanie rekurencyjne dla liczby porówna« wykonanych przez ten

algorytm, odgadnij rozwi¡zanie i udowodnij je indukcyjnie.

Wskazówka: rozwi¡zanie to (2n− 3) 2n−1 + 1.
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