
Analiza matematyczna 1
lista zada« nr 2

liczby rzeczywiste

Rozgrzewka

1. Niech A =
{

n
n+1 : n ∈ N

}
. Sprawd¹, czy A jest ograniczony z doªu i z góry, czy ma element

najmniejszy i najwi¦kszy, i wyznacz inf A oraz supA.

2. Udowodni¢, »e
√

3 jest liczb¡ niewymiern¡.

3. Wyprowadzi¢ wzór na rozwi¡zanie równania kwadratowego.

�wiczenia

1. Niech A = {2n : n ∈ Z}. Sprawd¹, czy A jest ograniczony z doªu i z góry, czy ma element

najmniejszy i najwi¦kszy, i wyznacz inf A oraz supA.

2. Udowodni¢, »e
√

6 oraz 3
√

2 s¡ liczbami niewymiernymi.

3. Z nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza-Buniakowskiego wywnioskowa¢, »e dla dowolnych liczb rze-

czywistych a1, a2, a3, ..., an zachodzi

(a1 + a2 + a3 + ... + an)2 ≤ n (a2
1 + a2

2 + a2
3 + ... + a2

n).

Odpoczynek

1. Zbada¢ jak w ¢wiczeniu 1. zbiory

A =
{

a

a + b
+

b

b + c
+

c

c + a
: a, b, c ∈ N

}
,

B =
{

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
: a, b, c ∈ N

}
,

C =
{

a + b

b + c
+

b + c

c + a
+

c + a

a + b
: a, b, c ∈ N

}
.

2. (a) Udowodni¢, »e n
√

k (k, n ∈ N) jest albo liczb¡ naturaln¡, albo liczb¡ niewymiern¡.

(b) Udowodni¢, »e liczbami niewymiernymi s¡
√

2 +
√

3,
√

2 +
√

3 +
√

5,
√

2 +
√

3 +
√

5 +
√

7
oraz

√
2 +

√
3 +

√
5 +

√
7 +

√
11.

3. Konstrukcja Dedekinda liczb rzeczywistych.

Przedziaªem Dedekinda nazywamy dowolny podzbiór A ⊆ Q o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

• je±li a, b ∈ Q, a < b oraz b ∈ A, to równie» a ∈ A;

• A nie zawiera elementu najwi¦kszego.

Niech R oznacza zbiór wszystkich przedziaªów Dedekinda. Dla A,B ∈ R okre±lamy:

A < B ⇐⇒ A 6= B oraz A ⊆ B;
A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B} ;

A ·B =

{
{a · b : a ∈ A, b ∈ B, b > 0} gdy 0 ∈ B,{
q − c : q < 0, c /∈ {a · b : a ∈ A, b ∈ B}

}
gdy 0 /∈ B.

Sprawd¹, »e tak okre±lone dziaªania i relacja bycia mniejszym speªniaj¡ wszystkie postulaty liczb

rzeczywistych. Wskazówki:



• zeru odpowiada {q ∈ Q : q < 0}, jedynce � {q ∈ Q : q < 1};
• elementem przeciwnym do A jest (−A) = {q − a : q < 0, a ∈ A};
• elementem odwrotnym jest A−1 = {q ∈ Q : q ≤ 0}∪

{
a−1 : a ∈ A, a > 0

}
gdy 0 ∈ A oraz

A−1 =
{
a−1 : a ∈ A

}
gdy 0 /∈ A;

• zanim sprawdzisz ª¡czno±¢ mno»enia etc., udowodnij, »e A · B = −(A · (−B)); pozwoli to
istotnie zredukowa¢ liczb¦ przypadków;

• kresem górnym rodziny A przedziaªów Dedekinda jest suma tej rodziny, supA =
⋃

A∈AA;

• kres dolny rodziny A mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡ kresu górnego i negacji.
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