ANALIZA MATEMATYCZNA 1
LISTA ZADAN NR 2
LICZBY RZECZYWISTE

Rozgrzewka

1. Niech A = {HLH tne N}. Sprawdz, czy A jest ograniczony z dotu i z goéry, czy ma element

najmniejszy i najwiekszy, i wyznacz inf A oraz sup A.
2. Udowodni¢, ze /3 jest liczbg niewymierna.
3. Wyprowadzi¢ wzor na rozwiazanie rownania kwadratowego.
Cwiczenia
1. Niech A = {2" : n € Z}. Sprawdz, czy A jest ograniczony z dotu i z gory, czy ma element
najmniejszy i najwiekszy, i wyznacz inf A oraz sup A.
2. Udowodni¢, ze v/6 oraz /2 sg liczbami niewymiernymi.

3. Z nier6wnosci Cauchy’ego-Schwarza-Buniakowskiego wywnioskowaé, ze dla dowolnych liczb rze-
czywistych ai, a9, as, ..., a, zachodzi

(a1 +ag +az+ ... + ap)? < n(a? + a3+ a3 + ... + d2).
Odpoczynek

1. Zbada¢ jak w ¢wiczeniu 1. zbiory
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2. (a) Udowodni¢, ze ¥k (k,n € N) jest albo liczbg naturalna, albo liczba niewymierna.

(b) Udowodni¢, ze liczbami niewymiernymi sa V243, V2+V3+V5, V24+V3+VE+VT
oraz /2 + /3 + V5 + 7+ V11,

3. Konstrukcja Dedekinda liczb rzeczywistych.
Przedziatem Dedekinda nazywamy dowolny podzbior A C Q o nastepujacych wtasnosciach:

e jeslia,be Q, a <boraz b€ A, to rowniez a € A;
e A nie zawiera elementu najwiekszego.
Niech R oznacza zbidér wszystkich przedziatéw Dedekinda. Dla A, B € R okreslamy:
A< B <= A# Boraz A C B;
A+B={a+b:acA be B};
A B {a-b:a€A beB,b>0} gdy 0 € B,
{g—c:q<0,c¢{a-b:acAbeB}} gdy0¢B.

Sprawdz, ze tak okreslone dziatania i relacja bycia mniejszym spelniajg wszystkie postulaty liczb
rzeczywistych. Wskazowki:



zeru odpowiada {q € Q : ¢ < 0}, jedynce — {g € Q : ¢ < 1};
elementem przeciwnym do A jest (—A) ={q¢—a : ¢<0,a € A};

elementem odwrotnym jest A= = {g€ Q : ¢ <0}U {a‘l ca€ A a> O} gdy 0 € A oraz
At={a"! 1 ac A} gdy 0 ¢ 4;

zanim sprawdzisz taczno$¢ mnozenia etc., udowodnij, ze A- B = —(A - (—=B)); pozwoli to
istotnie zredukowaé liczbe przypadkdow;

kresem gornym rodziny A przedziatow Dedekinda jest suma tej rodziny, sup A = |J c 4 4;

kres dolny rodziny A mozna zdefiniowa¢ za pomoca kresu gérnego i negacji.
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