ANALIZA MATEMATYCZNA 1
LISTA ZADAN NR 4
PRZESTRZENIE METRYCZNE

e W ponizszych zadaniach d oznacza pewna metryka na zbiorze X.
Rozgrzewka

1. Typowe metryki. Udowodnij, ze metrykami sa:
(a) metryka dyskretna: funkcja d: X x X — [0,00), d(z,y) =0 gdy = =y, d(z,y) = 1 gdy
x #y (X — dowolny zbior);

(b) metryka samolotowa: niech X bedzie zbiorem polskich miast z lotniskami, lot(x) oznacza
dtugosc lotu z miasta x do Warszawy i niech d : X x X — [0, 00),

0 gdy x =y
d(,y) lot(x) gdy x # Warszawa”, y = ,Warszawa”
T,y) =
Y lot(y) gdy x = Warszawa”, y # ,Warszawa”

lot(x) 4+ lot(y) gdy = # ,Warszawa”, y # Warszawa”, © # y.
2. Udowodnij indukcyjnie, ze dla dowolnych punktéow x1,x2,...,2, € X (n > 2) zachodzi
d(x1,xy) < d(x1,22) + d(22,23) + o0 + d(T1, T0).
Cwiczenia
1. Typowe metryki. Udowodnij, ze metrykami sa:
(a) metryka ,maksimum”: funkcja d: R" x R" — |0, 00),
d((a1,a2,...,an), (b1, b2, ....;b,)) = max (lay — b1|, |az — b2, ..., |an — byn|);
(b) metryka ,suma” lub metryka takséwkowa: funkcja d: R" x R" — [0, c0),
d((a1,ag,...,an), (b1,b2,...;b,)) = |ay — by| + |ag — ba| + ... + |an, — by .

2. Udowodnij, ze |d(p,q) — d(r,s)| < d(p,r) + d(q, s).

3. Odleglos¢ punktu od zbioru. Niech d(z,A) = inf {d(z,z) : z € A} dla dowolnych = € X,
A C X. Udowodnij, ze

Podaj przyktad dowodzacy, ze nie musi zachodzi¢ wzoér
d(z,y) < d(z, 4) + d(y, A).
Odpoczynek
1. Typowe i nietypowe metryki. Udowodnij, ze metrykami sa:
(a) funkcja d: R™ x R"™ — [0, 00),
1
d((al,ag, ...,an), (bl, ba, ..., bn)) = (|a1 — b1|p + |CL2 — b2|p + ...+ \an — bn|p)?’ ,

gdzie p € [1,00). Czym jest d, gdy p=1, p =2, p — o0?



(b) metryka ,supremum”: funkcja d: X x X — [0,00), gdzie X jest zbiorem ograniczonych
funkcji rzeczywistych o dziedzinie A, dana wzorem

d(f,9) = nf {|f(z) - g(z)| = =€ A};

(c¢) funkcja d : X x X — [0,00), d(z,y) = |f(z) — f(y)|, gdzie f : X — R jest funkcja

réznowartosciowa;
(d) funkcja d: X x X — [0,00), gdzie X = {a +b0V2 : abe Q}, dana wzorem

d(a+bV2,c+dv2) =|a—c| + |b—d|;

(e) funkcja d: N x N — [0, 00) dana wzorem

NWW (k, 1)
d(k,l) =log ———F—=

(k1) = log NWD(k, )
(0 nie jest liczba naturalna!).

2. Zatézmy, ze dj i do sa metrykami na X.
(a) Udowodnij, ze funkcja dmax(x,y) = max(di(z,y), d2(x,y)) rowniez jest metryka na X.
(b) Udowodnij, ze funkcja duyin(x,y) = min(d; (z,y), d2(z,y)) nie musi by¢ metryka na X.
(¢) Udowodnij, ze
dinf(l'a y) = inf {dmin(zh z2) + dmin(ZQa 23) + ...+ dmin(znfla zn) LR =T, Zp = y}
spetnia warunek trojkata i warunek symetrii, ale nie musi spetnia¢ warunku tozsamosci.
Jakie sg interpretacje dmax, dmin, dinf, gdy di1 to czas jazdy autobusem, a ds — czas jazdy koleja?

3. Niech d bedzie metryka euklidesowa na R"™. Niech X oznacza rodzine domknietych!, niepustych
i ograniczonych? podzbioréw R". Okreslmy

dint(A, B) = inf {d(z,y) : v € A, y € B},
dsup(A, B) =sup{d(z,y) : x € A, y € B},

dpg(A,B) = max(sup{inf{d(m,y) (Y € B} cx € A}, sup{inf{d(m,y) (T € A} Dy € B})

Udowodnij, ze din 1 dgyp (niemal) nigdy nie sa metrykami, za$ dp jest metryka. Jest to tzw.
odleglosé Hausdorffa.

Mateusz Kwasnicki

17Zbiér A nazywamy domknietym, jesli granica dowolnego zhieznego ciggu elementéw A nalezy do A.
2Zbiér A nazywamy ograniczonym, jesli zbior liczb {d(x,y) : x,y € A} jest ograniczony z gory.



