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ci¡gªo±¢

Rozgrzewka

1. Zbadaj (z de�nicji) ci¡gªo±¢ funkcji f(x) = |x|.

2. Turysta wyruszyª w góry z przystanku PKS w sobot¦ o godzinie 10:00 i dotarª do schroniska o

16:00. Nast¦pnego dnia wyruszyª ponownie o 10:00, zszedª niespieszno tym samym szlakiem w

dóª i na przystanku byª o 16:00. Udowodnij, »e w pewnym miejscu trasy byª o tej samej godzinie

w sobot¦ i w niedziel¦.

3. Udowodnij, »e wielomian x7 + x2 − 2 ma pierwiastek.

�wiczenia

1. (a) Udowodnij, »e funkcja f dana wzorem f(x) = x2−4
x−2 dla x 6= 2 oraz f(2) = 3 jest nieci¡gªa.

Co trzeba zmieni¢, by f byªa ci¡gªa?

(b) Udowodnij, »e funkcja f dana wzorem f(x) = 1 dla x wymiernych, f(x) = 0 dla x niewy-

miernych nie jest ci¡gªa w »adnym punkcie.

(c) Podaj przykªad funkcji nieci¡gªej w »adnym punkcie, której kwadrat jest funkcj¡ ci¡gª¡.

2. Niech F b¦dzie �gur¡ na pªaszczy¹nie. Udowodnij, »e istnieje prosta dziel¡ca �gur¦ F na dwie

�gury o jednaowym polu.

3. Niech f : [a, b] → [a, b]. Udowodnij, »e f ma punkt staªy, tj. f(x) = x dla pewnego x ∈ [a, b].

4. Udowodnij, »e wielomian x6 + x2 − 1 ma co najmniej dwa pierwiastki.

5. Czy zªo»enie funkcji nieci¡gªych mo»e by¢ funkcj¡ ci¡gª¡? Czy zªo»enie funkcji ci¡gªej i funkcji

nieci¡gªej mo»e by¢ funkcj¡ ci¡gª¡?

6. Zbadaj zbie»no±¢ punktow¡ i zbie»no±¢ jednostajn¡ ci¡gów funkcji na podanych zbiorach:

fn(x) = xn, x ∈ [0, 1]; Fn(x) = xn, x ∈ [0, 1
2 ];

gn(x) =
1

nx
, x ∈ (0,∞); Gn(x) =

1
1 + nx

, x ∈ (0,∞);

hn(x) =
nx

1 + n2x2
, x ∈ R; Hn(x) = n2xe−n2x2

, x ∈ R.

Czy funkcje graniczne s¡ ci¡gªe?

Odpoczynek

1. Podaj ±cisªy dowód tego, »e funkcja f okre±lona wzorem f(x) = 0 dla x niewymiernych i f(p
q ) = 1

q
gdy p ∈ Z, q ∈ N, NWD(p, q) = 1, jest ci¡gªa w x wtedy i tylko wtedy, gdy x jest niewymierne.

2. (a) Niech F1, F2 b¦d¡ �gurami pªaskimi. Udowodnij, »e istnieje prosta dziel¡ca obie �gury F1

i F2 na póª.

(b) Niech F1, F2, F3 b¦d¡ �gurami przestrzennymi. Udowodnij. »e istnieje pªaszczyzna dziel¡ca

wszystkie trzy �gury F1, F2 i F3 na póª (twierdzenie o istnieniu sprawiedliwego podziaªu

kanapki z szynk¡ i serem).

3. Udowodnij, »e dla ka»dej funkcji f okre±lonej na okr¦gu o i o warto±ciach rzeczywistych istniej¡

dwa przeciwlegªe punkty A,B ∈ o takie, »e f(A) = f(B).

4. Twierdzenie Diniego. Udowodnij, »e je±li ci¡g (fn) rzeczywistych funkcji ci¡gªych na odcinku

[a, b] jest niemalej¡cy i d¡»y do funkcji ci¡gªej g, to (fn) d¡»y do g jednostajnie.



5. Twierdzenie Weierstrassa.

(a) Udowodnij, »e dla x ∈ [0, 1] ci¡g wielomianów P1(x) = 0, Pn+1(x) = Pn(x)+ 1
2(x−(Pn(x))2)

jest niemalej¡cy i ograniczony z góry przez
√

x, i wobec tego d¡»y do
√

x. Skorzystaj z tw.
Diniego by stwierdzi¢, »e zbie»no±¢ jest jednostajna.

(b) Niech ε > 0, a, b ∈ R. Skonstruuj wielomian Q(x) taki, »e |Q(x)− |x|| < ε dla x ∈ [a, b].

(c) Dla dowolnej funkcji g = Ax +
∑k

j=1 Bj |x − Cj | i dowolnego ε > 0 skonstruuj wielomian

R(x) taki, »e |R(x)− f(x)| < ε dla x ∈ [a, b].

(d) Udowodnij, »e dla dowolnej funkcji ci¡gªej f : [a, b] → R i dowolnego ε > 0 istnieje funkcja

g jak wy»ej taka, »e |f(x)− g(x)| < ε dla x ∈ [a, b].

(e) Udowodnij twierdzenie Weierstrassa.
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