ANALIZA MATEMATYCZNA 1
LISTA ZADAN NR &
CIAGLOSC

Rozgrzewka
1. Zbadaj (z definicji) ciaglos¢ funkcji f(x) = |z|.

2. Turysta wyruszyl w gory z przystanku PKS w sobote o godzinie 10:00 i dotart do schroniska o
16:00. Nastepnego dnia wyruszyl ponownie o 10:00, zszed! niespieszno tym samym szlakiem w
dot i na przystanku byt o 16:00. Udowodnij, ze w pewnym miejscu trasy byt o tej samej godzinie
w sobote i w niedziele.

3. Udowodnij, ze wielomian x7 + 22 — 2 ma pierwiastek.
Cwiczenia

z2—4

1. (a) Udowodnij, ze funkcja f dana wzorem f(x) = 2= dla & # 2 oraz f(2) = 3 jest nieciagta.
Co trzeba zmieni¢, by f byla ciggla?

(b) Udowodnij, ze funkcja f dana wzorem f(z) = 1 dla  wymiernych, f(x) = 0 dla z niewy-
miernych nie jest ciaglta w zadnym punkcie.

(¢) Podaj przyktad funkcji nieciagltej w zadnym punkcie, ktorej kwadrat jest funkcja ciagla.

2. Niech F' bedzie figura na plaszczyznie. Udowodnij, ze istnieje prosta dzielaca figure F' na dwie
figury o jednaowym polu.

3. Niech f: [a,b] — [a,b]. Udowodnij, ze f ma punkt staly, tj. f(x) = = dla pewnego = € [a, b].
4. Udowodnij, ze wielomian 2° + 22 — 1 ma co najmniej dwa pierwiastki.

5. Czy zlozenie funkcji niecigglych moze by¢ funkcja ciggta? Cazy zlozenie funkcji ciagltej i funkcji
nieciaggtej moze by¢ funkcja ciagta?

6. Zbadaj zbieznosé¢ punktows i zbieznosé¢ jednostajng ciagoéw funkcji na podanych zbiorach:

fu(x) = 2", x € [0,1]; F.(z) = 2", x € [0, %],
1 1
gn(z) = oyt x € (0,00); Gn(x) = T x € (0,00);
nx _
hn (@) = T4 22 z € R; H,(z) = n*ze it z € R.

Czy funkcje graniczne sa ciagte?
Odpoczynek

1. Podaj scisty dowod tego, ze funkcja f okreslona wzorem f(z) = 0 dla x niewymiernych i f(g) = %
gdy p € Z, g € N, NWD(p, q) = 1, jest ciaglta w x wtedy i tylko wtedy, gdy x jest niewymierne.
2. (a) Niech Fi, F, beda figurami ptaskimi. Udowodnij, ze istnieje prosta dzielaca obie figury Fj
i Fy na pot.
(b) Niech Fy, Fy, F3 beda figurami przestrzennymi. Udowodnij. zZe istnieje ptaszczyzna dzielaca
wszystkie trzy figury Fy, Fo i F3 na pot (twierdzenie o istnieniu sprawiedliwego podziatu
kanapki z szynkq 1 serem).

3. Udowodnij, ze dla kazdej funkcji f okreslonej na okregu o i o wartosciach rzeczywistych istnieja
dwa przeciwlegte punkty A, B € o takie, ze f(A) = f(B).

4. Twierdzenie Diniego. Udowodnij, ze jedli ciag (fn) rzeczywistych funkcji ciagtych na odcinku
[a,b] jest niemalejacy i dazy do funkcji ciaglej g, to (f,,) dazy do g jednostajnie.



5. Twierdzenie Weierstrassa.

Udowodnij, ze dla z € [0, 1] ciag wielomianéw Py (z) = 0, Poy1(z) = Po(2)+ 3 (z— (Pa(z))?)

jest niemalejacy 1 ograniczony z gory przez /x, i wobec tego dazy do /x. Skorzystaj z tw.
Diniego by stwierdzi¢, ze zbiezno$¢ jest jednostajna.

Niech € > 0, a,b € R. Skonstruuj wielomian Q(z) taki, ze |Q(z) — |z|| < e dla = € [a, b].

Dla dowolnej funkcji g = Az + Z;?:l Bj|lz — C}| i dowolnego ¢ > 0 skonstruuj wielomian
R(z) taki, ze |R(z) — f(z)| < e dla x € [a, b].

Udowodnij, ze dla dowolnej funkcji ciaglej f : [a,b] — R i dowolnego £ > 0 istnieje funkcja
g jak wyzej taka, ze |f(x) — g(x)| < e dla x € [a, b].

Udowodnij twierdzenie Weierstrassa.
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