
Analiza matematyczna 1
lista zada« nr 9
pochodne funkcji

Rozgrzewka

1. Oblicz z de�nicji pochodne funkcji:

f(x) = x2, g(x) =
1
x

, h(x) = sin x.

2. Oblicz (raczej nie z de�nicji) pochodne funkcji:

f(x) = ex arctg x, g(x) = eex
, h(x) = xx = ex ln x.

3. Sprawd¹, czy poni»sze funkcje s¡ ró»niczkowalne:

f(x) = |x|3, g(x) = |x2 − 1|, h(x) =

{
ex dla x ≤ 0,
sin x + cos x dla x > 0.

4. Korzystaj¡c z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej, oblicz pochodn¡ funkcji f−1 w punkcie

y0, je±li

(a) f(x) = x2, y0 = 2;

(b) f(x) = 1−x
1+x , y0 = 0.

Nast¦pnie znajd¹ jawny wzór na f−1, oblicz pochodn¡ uzyskanej funkcji i porównaj z otrzymanym

wcze±niej wynikiem.

5. Korzystaj¡c ze wzoru Taylora dla funkcji f(x) wokóª punktu x0 z n-t¡ reszt¡, oblicz przybli»on¡

warto±¢ f(x), je±li

(a) f(x) = sin x, x0 = 0, x = 1
2 , n = 1, 2;

(b) f(x) = sin x, x0 = π
6 , x = 1

2 , n = 1, 2.

Oszacuj bª¡d przybli»enia, wyra»aj¡c reszt¦ w postaci Lagrange'a i w postaci Cauchy'ego.

�wiczenia

1. Oblicz z de�nicji pochodne funkcji:

f(x) =
√

x, g(x) =
1
x2

, h(x) =
1

sin x
.

2. Oblicz pochodne funkcji:

f(x) = ex arctg x, g(x) = 3
√

ln(1 + x2), h(x) = x
√

x

i(x) =
2sin x

3cos x
j(x) = arccos(sin x), k(x) = xtg x.

3. Sprawd¹, czy poni»sze funkcje s¡ ró»niczkowalne:

f(x) = |x2 − 1|3, g(x) = |x2 − x|, h(x) =

{
−(x− 1)2 dla x ≤ 0,
(x + 1)2 dla x > 0.

4. Oblicz pochodn¡ funkcji f−1 w punkcie y0, je±li



(a) f(x) = x ex, y0 = e (f−1 to tzw. funkcja W Lamberta);

(b) f(x) = xx, y0 = 4.

5. Korzystaj¡c ze wzoru Taylora dla funkcji f(x) wokóª punktu x0 z n-t¡ reszt¡, oblicz przybli»on¡

warto±¢ f(x), je±li

(a) f(x) =
√

x, x0 = 1, x = 99
100 , n = 1, 2;

(b) f(x) = sin x, x0 = π
6 , x = 1

2 , n = 1, 2, 3.

6. (a) Udowodnij, »e funkcja

f(x) =

{
e−

1
x gdy x > 0,

0 gdy x ≤ 0,

jest niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna.

(b) Udowodnij, »e funkcja

g(x) =
f(x)

f(x) + f(1− x)

jest niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna i speªnia g(x) = 0 dla x ≤ 0, g(x) = 1 dla

x ≥ 1. Naszkicuj wykres g.

(c) Udowodnij, »e funkcja h(x) = g(2 − |x|) jest niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna i

speªnia h(x) = 0 gdy |x| ≥ 2, h(x) = 1 gdy |x| ≤ 1. Naszkicuj wykres h.

Odpoczynek

6. Przez h oznaczamy funkcj¦ z ¢wiczenia 6. Niech (an) b¦dzie dowolnym ci¡giem liczb rzeczywi-

stych.

(a) Niech Mn = sup
{
h(k)(x) : k < n, x ∈ R

}
. Okre±lmy

λn = 8nn!Mn max(1, |an|), pn(x) = an
xn

n!
h(λnx) .

Udowodnij, »e p
(k)
n (0) = 0 dla wszystkich k 6= n, p

(n)
n (0) = an i ponadto:

|p(k)
n (x)| ≤ 2−n, k = 0, 1, ..., n− 1.

Wskazówka: udowodnij, »e je±li |x| < 2λ−1
n , k < 1, to

|p(k)
n (x)| ≤ an

n!

k∑
j=0

(
k

j

)
·
(

n!
(n− j)!

xn−j

)
·
(
λk−j

n Mn

)

≤ an

n!

k∑
j=0

(
k

j

)
·
(
n!2nλj−n

n

)
·
(
λn−1−j

n Mn

)
= an · 2k · 2nMnλ−1

n .

(b) Niech

qk(x) =
∞∑

n=0

p(k)
n (x).

Udowodnij, »e powy»sze szeregi s¡ zbie»ne jednostajnie do qk i wobec tego je±li q(x) = q0(x),
to qk(x) = q(k)(x). W szczególno±ci q(k)(0) = ak.

(c) Wska» niesko«czenie wiele razy ró»niczkowaln¡ funkcj¦ q, której szereg Maclaurina jest

rozbie»ny dla ka»dego x 6= 0.
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