ANALIZA MATEMATYCZNA 1
LISTA ZADAN NR 9
POCHODNE FUNKCJI

Rozgrzewka

1. Oblicz z definicji pochodne funkcji:
f(z) = z?, g(z) = —, h(z) = sinz.
2. Oblicz (raczej nie z definicji) pochodne funkcji:
f(z) = e"arctgz, g(z) =€, h(z) = 2% = ¢* 0o,

3. Sprawdz, czy ponizsze funkcje sa rézniczkowalne:

3 2 e’ dla z <0,
x) = |z|°, r) = |z° —1|, h(x) =
f(@) =zl 9(z) =| | (z) {sinw—i—cosx dla z > 0.

4. Korzystajac z twierdzenia o pochodnej funkeji odwrotnej, oblicz pochodng funkcji f~! w punkcie
Yo, Jeéh

(a) f(x) =22 yo=2;
(b) f(z) =175, v0=0.

Il
= 8

Nastepnie znajdz jawny wzor na f !, oblicz pochodng uzyskanej funkcji i poréwnaj z otrzymanym
wczesniej wynikiem.

5. Korzystajac ze wzoru Taylora dla funkeji f(z) wokol punktu zy z n-ta reszta, oblicz przyblizona
wartosé f(z), jesli

(a) f(x) =sinz, xg =0,z =

(b) f(ﬂ?) =sinz, rg = %7 T =

=12
z.mn=1,2.

Oszacuj btad przyblizenia, wyrazajac reszte w postaci Lagrange’a i w postaci Cauchy’ego.
Cwiczenia

1. Oblicz z definicji pochodne funkcji:

1
f(@) = Va, g(x) = h(z) =
2. Oblicz pochodne funkcji:

Jla) = eroretss, g(e) = /(1 + 22), W) = ¥z

2sin:t
i(x) = qeoew j(x) = arccos(sin x), k(z) = z'8%.

3. Sprawd?, czy ponizsze funkcje sa rézniczkowalne:

—(x—1)? dlaz <0,

_.’E2—3 x) =l — =z ) =
fla) = la” = 1F%, 9(@) = |o* ~ o, M) &x+D2 dla 2 > 0.

4. Oblicz pochodna funkcji f~! w punkcie yo, jesli



(a) f(z) =mwe® yo=-e (f~! to tzw. funkcja W Lamberta);

5. Korzystajac ze wzoru Taylora dla funkcji f(z) wokol punktu xg z n-ta reszta, oblicz przyblizona
wartosé f(x), jesli
(a) f(x):ﬁa 1‘0:1,11,‘:1090, =12
= 1,2

(b) f(z) =sinz, 2= %,

6. (a) Udowodnij, ze funkcja

1
ez gdy x>0,
flx) =
0 gdy « <0,

jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna.
(b) Udowodnij, ze funkcja
f(z)
9\x) =
M TORS ey

jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna i spelnia g(z) = 0 dla z < 0, g(z) = 1 dla
x > 1. Naszkicuj wykres g.

(c) Udowodnij, ze funkcja h(z) = g(2 — |x|) jest nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalna i
spelia h(x) =0 gdy |z| > 2, h(z) =1 gdy |z| < 1. Naszkicuj wykres h.

Odpoczynek

6. Przez h oznaczamy funkcje z ¢wiczenia 6. Niech (a,) bedzie dowolnym ciggiem liczb rzeczywi-
stych.

(a) Niech M,, = sup {h(k) (z) : k<n,z€R}. Okreslmy

n

An = 8"nIM,, max(1, |an)), Pu(t) = an

o h(Anx) .

Udowodnij, ze p%k)(O) = 0 dla wszystkich k # n, p%”)(o) = a, 1 ponadto:

yp;@(x)\ <27 k=0,1,...n—1.

Wskazowka: udowodnij, ze jesli |z| < 2\, k < 1, to

=55 (0) () O

an <~ [k
< n () (12PN - (1)
n! = j

=a, - 2% 2" M, AL
(b) Niech

ar() =Y p(x).
n=0

Udowodnij, ze powyzsze szeregi sa zbiezne jednostajnie do gx i wobec tego jesli q(x) = qo(z),
to qr(x) = ¢ (). W szczegolnosci ¢ (0) = ay..

(c) Wskaz nieskoriczenie wiele razy rozniczkowalng funkcje ¢, ktorej szereg Maclaurina jest
rozbiezny dla kazdego x # 0.
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