TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA
SZKIC NOTATEK

MATEUSZ KWASNICKI

Zarys

Ten kurs stadaé sie bedzie z trzech czesci:

(1) Klasyczna teoria potencjatu: badanie funkeji harmonicznych oraz operatora La-
place’a A (krotko; literatura: Wermer).

(2) Probabilistyczna teoria potencjolu: zwigzek ruchu Browna z operatorem Laplace’a
(literatura: Chung—Zhao, Doob).

(3) Probabilistyczna ogdlna teoria potencjatu: procesy Markowa (literatura: Chung—
Walsch, Sharpe).

1. Elektrostatyka

1.1. Wprowadzenie. Oznaczmy: E — pole elektryczne, p — rozklad tadunku elek-
trycznego. Przyjmujemy, ze wielkosci te nie zaleza od czasu, a wiec brak jest pola ma-
gnetycznego B i pradu J. Przypadek ogolny (elektrodynamiki) jest krotko omowiony w
zadaniach dodatkowych.

Notacja. Oznaczamy: V - E — dywergencja, V X E — rotacja (w przypadku d = 3),
A =V -V — operator Laplace’a.
Prawo Coulomba (uzyskane eksperymentalnie) orzeka, ze
= 1 -1
E(X)=— —— u(dy).
(Z) 47?/33 |f_g|3u( y)

Silg rzeczy zaktadamy tu, ze [o,(1+ [§]%)|u|(dy) < cc.
Oberwacja: zachodzi

gdzie

Jesli wiec dopuszczalna jest zmiana kolejnosci gradientu i catki, to zachodzi

E@) = | VU@ jHudy)

R3

=— [ VU §)u(dy)

R3

==V [ U@ §)pdy).
R3
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Zatozenia potrzebne do tej rownosci — a takze wielu innych wtasnosci z tego rozdziatu
— zbadane zostang dokladniej na ¢wiczeniach.

DEFINICJA 1.1. Potencjatem Newtona miary g nazywamy

1 1
Ux:/Uf,gj dy:—/ﬁﬁdy,
o) = [ v putan = - [ e
oile [os(1+ |7]) " u(dy) < oo. Ogolniej w R* (d > 3) potencjatem Newtona miary
nazywamy analogiczng catke z jadrem

1 1

gdzie 04 = 27%2/T(2) jest miara powierzchniowa sfery jednostkowej 0B(0,1) w R
wtedy

Mozna tez rozwingé teorie dla wymiaru d = 2, ale jest ona inna: rozwaza si¢ zmieniajace
znak jadro U(xz,y) = —Llog|Z — y], a z pomoca przychodzi teoria funkcji analitycznych.
Nie bedziemy sie jednak zajmowaé tym przypadkiem.

Notacja. Gdy miara g ma gestos$é, to oznaczamy ja tym samym symbolem; piszemy wiec
Up rowniez gdy p jest funkcja. Stosujemy tez ten sam symbol na oznaczenie funkeji (lub
miary) i operatora splotu z ta funkcja (lub miara), tak jak w definicji potencjatu Newtona:
Up to splot funkeji U(Z) i miary u(dZ). Analogicznie utozsamiamy jadro (czyli funkcje
dwoch zmiennych) z operatorem, ktore owo jadro wyznacza — w przypadku potencjaltu
Newtona jadrem operatora U jest U(Z,v).

1.2. Potencjal jako operator odwrotny do operatora Laplace’a. Naszym celem
jest zbadanie zwigzkow miedzy u, E oraz U 1. Wiemy juz, jak wyznaczyé E oraz U L4,
znajac pu. Wiemy tez — przynajmniej nieformalnie — ze przy odpowiednich zalozeniach
zachodzi E = —VUp. Pole elektryczne E jest wiec, z dokladnoscia do zmiany znaku,
gradientem potencjatu Newtona U p.

Z kursu z analizy wiadomo, ze jesli v jest kawalkami r6zniczkowalna krzywa o poczatku
71 1 koncu &y, Up ma ciagle pochodne czastkowe w otoczeniu v (czyli jest klasy C' w
otoczeniu ) oraz E(Z) = —VUu(Z), to

/E(f) ~dZ = Up(Zy) — Up(s)

wyraza prace pola E wzdluz krzywej v. Tak wyznacza sie potencjal skalarny pola wekto-
rowego E— oczywiscie jest on okreslony tylko z doktadno$cig do statej. Zatem potencjal
Newtona miary tadunku p jest potencjatem skalarnym pola elektrycznego.

Jesli Up ma ciagte pochodne czastkowe drugiego rzedu w otoczeniu #y (czyli jest klasy
C? w otoczeniu &) oraz E(f) = —VUu(Z), to — skoro pochodne mieszane drugiego
rzedu sa sobie réwne — zachodzi

V x E(&) = 0.
Ponadto
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Wykazemy, ze przy odpowiednich zalozeniach (albo przy odpowiednim rozumieniu réwno-

§ci) zachodzi —AUp = p. Oznacza to, ze miara tadunku p jest, z doktadnoscia do zmiany

znaku, laplasjanem potencjatu Newtona Up, a wiec dywergencja pola elektrycznego E.
7 kursu z analizy znamy nastepujace dwa wyniki.

TWIERDZENIE 1.2 (o dywergencji). Zachodzi:

[ V- B@ai= ¢ B otds),

gdzie D jest obszerem o brzegu kawalkami gltadkim, 7, oznacza skierowany na ze-
wnatrz wektor normalny, o jest miara powierzchniowa na 9D, za$ E polem wektorowy

klasy C* w D.
TWIERDZENIE 1.3 (trzeci wzér Greena). Zachodzi:
u@) =~ [ UEDAUGT+ § UEITUE) - uDVUE ) - de
D oD
gdzie D oraz i, sa jak w twierdzeniu o dywergencji, u jest zag funkcja klasy C? w D.

Warto przypomnie¢ dowod trzeciego wzoru Greena: sprawdza sie, ze A U(z,y) =01
stosuje si¢ twierdzenie o dywergencji dla funkeji u(y)V,U(Z,y) — U(Z, ) Vu(y) w zbiorze
D\ B(Z,e). Po nietrudnych rachunkach i przejsciu do granicy ¢ — 07 otrzymuje sie
trzeci wzor Greena.

Zalozmy, ze u jest klasy C? w R? i spetnione s warunki [5,(1+]7])* | Au(9)|dy < oo,
lim g0 (1 + [#]) Vu(y) = 0 oraz limg_,ou(y) = 0. Stosujac wzoér Greena dla u oraz
D = B(0,r), a nastepnie przechodzac do granicy r — oo, otrzymujemy trzeci wzor
Greena dla R? (ktory zachodzi w istocie przy stabszych warunkach):

(@) = — /R U P AuG)iF = ~Udu().

W szczegolnoscei jesli u = Up spetnia powyzsze warunki, to Uy =u = —UAu = -UAUp
(prawa strone rozumiemy oczywiscie jako U(A(Up))). Poniewaz operator U jest rézno-
wartosciowy — o czym za chwile — zachodzi rownos¢, ktorej potrzebujemy: u(dy) =
—A(Up)(§)dy.

Wykazanie, ze U jest réznowarto$ciowy, jest stosunkowo proste, ale wymaga odrobiny
ostroznodci. Jesli u ma gestosé u(y) klasy C?, to AUu = AU xu) = U x Ap = UAp
na mocy wtasnosci splotu. Na mocy trzeciego wzoru Greena oznacza to, ze AU = —pu.
Jesli wiec Up = 0, to p = 0. Gdy p jest dowolng miarg oraz Uy = 0, wystarczy
teraz rozwazy¢ splot u z jednoScig aproksymatywna i zastosowaé¢ wynik dotyczacy miar
o gestoéciach klasy C2. Pomijamy tu szczegdly, bowiem i tak dowdd nie jest do konca
formalny: nie sprawdzamy, czy Up spelnia warunki potrzebne do zastosowania trzeciego
wzoru Greena.

1.3. Funkcje harmoniczne. Mozna wykazaé, ze réwnos¢ p = —AUp ma charakter
lokalny: zachodzi, o ile Up jest klasy C? w otoczeniu danego punktu. W szczegélnosei jesli
(i jest miarg zerowa w obszarze D (czyli |u|(D) = 0), to Up jest funkcja harmoniczng w D:
AUp =0 w D. Naszym celem bedzie teraz zbadanie wtasnosci funkcji harmonicznych.
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Po krotkich rachunkach [[szczegoly|], wykorzystujac trzeci wzor Greena dla kuli B(0, 7),
otrzymujemy nastepujaca wlasnosé: jesli u jest klasy C? w kuli B(0,r) oraz u jest har-
moniczna w B(0,7), to

1

u(T) = —_/ u(y)dy.
wqrd=1 dB(0,r)

Powyzsza rownosé¢ nazywana jest wtasno$ciqg wartosci sredniej. Warto podkreslié, ze
prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne: funkcje majace wlasnos¢é wartosci sredniej sa
harmoniczne. Inna wersja tej wtasnosci udowodniona zostanie na ¢wiczeniach.

Bezposrednim wnioskiem z wtasnosci wartosci éredniej jest zasada maksimum: funkcja
harmoniczna nie moze mie¢ $cistych ekstremow lokalnych wewnatrz obszaru harmonicz-
nosci.

Jeszcze innym wnioskiem (wymagajacym dowodu) jest wtasnosé Liouville’a: nieujemne
funkcje harmoniczne w R? sg stale.

1.4. Funkcja Greena i jadro Poissona.

Notacja. Dla wygody opuszczamy strzatki w oznaczeniach wektoréw: zamiast T piszemy
x.

Rozwazmy = € B(0,7) \ {0} oraz z € dB(0,r). Niech z* = (r?/|z|?)x bedzie obra-
zem x w inwersji wzgledem sfery 0B(0,r). Bezposrednim rachunkiem (analitycznym lub
geometrycznym: trojkaty Ozz oraz 0za™ sa podobne) tatwo sprawdzi¢ sprawdzié, ze

rlz — z|

2" — 2| =
]

Oznacza to, ze dwie funkcje zmiennej y: U(z,y) (harmoniczna w B(0,7) \ {z}) oraz

(r/]z])*2U(z*,y) (harmoniczna w B(0,r)) przyjmuja jednakowe wartosci na brzegu ob-
szaru B(0,7). Niech

Gpon(@,y) = Ulr,y) = (r/|z)*?U(z",y)
dla z,y € B(0,7), x # 0. Niech ponadto Gp(o,(0,y) = U(z,y) — car* ¢ dla y € B(0,r).
Oznaczmy dodatkowo
1 1—1zf?
war |x — z|?

Ppo.r) (2, 2) = VyGaon(w,2) - - =

dla z € B(0,7)\ {0}, y € 9B(0,r). Z trzeciego wzoru Greena wynika, ze dla dowolnej
funkcji u klasy C? w D zachodzi

u(z) = — /B(O,r) U(z,y)Au(y)dy + ng(O’T)(U(x, 2)Vu(z) — u(2)V,U(z, 2)) - no(dz),

za$ z twierdzenia o dywergencji (dla pola wektorowego U(z*,y)Vu(y) — u(y)V,U(z*, y),
tak jak w dowodzie trzeciego wzoru Greena, lecz z 2* ¢ D) oraz

0=- /B(Om) U(z", y)Auly)dy + ng(w)(U(x*,z)vu(z) —u(2)V,U(z", 2)) - n.o(dz).

Mnozac obie strony drugiej z powyzszych réwnosci przez (r/|x|)?~2, a nastepnie odejmujac
je od stron pierwszej, otrzymujemy

u(z) = —/ G (o (x, y)Au(y)dy —l—% uw(2)VyGpon(x,2) - n.o(dz).
B(0,r)

oB(0,r)



TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA SZKIC NOTATEK 5

Dowodzi to nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 1.4 (rozwigzanie réwnania Poissona w kuli). Jesli u jest klasy C? w
kuli B(0,7), to

u(zr) = — /B(o,r) G (o (z, y)Au(y)dy +?§ u(z)Pp(z,2)o(dz).

0B(0,r)

Zamieniajac Au(y) na g(y) oraz u(z) na f(z), otrzymujemy wzor na rozwigzanie row-
nania Poissona: Au=gw D, u= f w 0D — o ile prawa strona okresla funkcje u klasy
C? w D. Mozna to zalozenia ostabi¢; ostatecznie wystarcza ciaglos¢ f w 9D i odpo-
wiednia ciggto$é g w D (np. warunek Holdera; przy odpowiednim rozumieniu laplasjanu
wystarcza nawet zwykta cigglo$¢ g, lecz wowczas uzyskana funkcja v wcale nie musi by¢
klasy C* w D).

Analogiczne twierdzenie zachodzi w dowolnym ograniczonym obszarze D o nastepuja-
cych wlasnosciach: brzeg D jest odpowiednio regularny (tak, aby byl sens méwienia o
wektorze normalnym oraz mierze powierzchniowej i aby zachodzito twierdzenie o dywer-
gencji) oraz dla dowonej funkcji ciaglej f na brzegu 0D istnieje funkcja u harmoinczna
w D i ciagta w D, ktora jest rowna f na brzegu 0D (czyli u rozwiazuje zagadnienie
Dirichleta z warunkiem brzegowym f). Dowo6d przepisuje sie wowczas bez zmian, po
zastapieniu U(z*,y) funkcja harmoniczna w D i rowna na brzegu funkcji U(z, 2).

Powyzsze warunki sa spelnione przy do$é¢ tagodnych zalozeniach o zbiorze D: wy-
starcza, ze istnieje stozek V' taki, ze w kazdym punkcie 0D mozna zaczepi¢ dwa stozki
izometryczne z V, jeden zawarty w D, drugi za$ z D rozlaczny (czyli gdy D jest zbio-
rem Lipschitza). Wtedy w prawie kazdym (wzgledem miary powierzchniowej o) punkcie
0D istnieje wektor normalny i zachodzi twierdzenie o dywergencji — jest to twierdze-
nie o rozniczkowalnosci prawie wszedzie funkcji lipschitzowskich, ktére wykracza poza
ramy niniejszego wyktadu. Ponadto, jak wykazemy, w takich obszarach D zagadnienie
Dirichleta ma jednoznaczne rozwiazanie. Klasyczny dowdéd wykorzystuje metody ana-
lizy rzeczywistej. My wykorzystamy duzo bardziej intuicyjny probabilistyczny dowod, w
ktorym kluczowsa role odgrywa ruch Browna, czyli wielowymiarowy proces Wienera.

2. Ruch Browna

Podstawowym obiektem w probabilistycznej teorii potencjatu jest (wielowymiarowy)
ruch Browna. W niniejszym rozdziale przedstawiona jest teoria ruchu Browna w postaci,
ktora umozliwia tatwe uogoélnienia.

2.1. Definicja. Operator Laplace’a jest $ciSle zwigzany z procesem ruchu Browna, czyli
wielowymiarowym standardowym procesem Wienera.

DEFINICJA 2.1. Proces stochastyczny (czyli rodzina zmiennych losowych) X, t > 0,
o wartoéciach w R? nazywany jest ruchem Browna, jesli
(a) P(Xo=0) =1,
(b) P(X; # Xy) > 0 dla pewnego t > 0;
(¢) rozklad zmiennej X¢, — X (s,t > 0) nie zalezy od s (stacjonarne przyrosty);
(d) jesli 0 = to < t; < ... < 1y, to zmienne Xy, — X, | (j = 1,2,...,n) sa
niezalezne (niezalezne przyrosty);
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(e) rozklad zmiennej Xy — X5 (s, > 0) jest niezmienniczy na obroty, czyli
przeksztalcenia ortogonalne R? (izotropia);
(f) z prawdopodobieristwem 1 funkcja ¢ — X, jest ciagla (ciaglosé trajektorii).

7 powyzszych postulatow wynika, ze X; ma wielowymiarowy rozktad normalny. Jest
to bardzo tatwy wniosek z centralnego twierdzenia granicznego, gdy juz wiadomo, ze
zmienne X; maja skonczone wariancje. Dowdd tego ostatniego faktu jest jednak skom-
plikowany; podamy wiec odpowiednie twierdzenie bez dowodu.

TWIERDZENIE 2.2. Jesli X; jest ruchem Browna, to dla kazdego ¢ > 0 zmienna X}
ma wielowymiarowy rozklad normalny o $redniej 0 i macierzy kowariancji o2t Id dla
pewnego o > 0.

Bedziemy przyjmowali, ze 02 = 2 (w teorii proceséw stochastycznych zwykle ustala sie
0? = 1; w teorii potencjalu wygodniej jest jednak przyja¢ o? = 2).

Konstrukcje procesu Wienera mozna przeprowadzi¢ na wiele sposobé6w — jeden z nich
zostanie omowiony na ¢wiczeniach, inny (przez uktad ortogonalny funkeji Haara) pojawit
sie na kursie z proceséw stochastycznych.

Jesli pierwszy postulat ruchu Browna zastapimy warunkiem P (X, = z) = 1, to otrzy-
mamy ruch Browna startujacy z + € R? proces taki tatwo uzyskaé ze zwyklego ruchu
Browna X, rozwazajac proces z + X;. Wygodnie bedzie rozwazaé¢ cala rodzine ruchéow
Browna, startujacych z réoznych punktow. Hunt stosowal oznaczenie X[ na proces star-
tujacy z z. Okazalo sie jednak, ze wygodniejsze jest umieszczenie miejsca startu przy
prawdopodobienstwie: miare zwiazana z ruchem Browna startujacym z € R? bedziemy
oznaczali P*; zas proces zawsze tym samym symbolem X;. Wszystkie prawdopodobien-
stwa [P? sa tu miarami na ustalonej przestrzeni probabilistycznej (z powodu warunku
P*(Xo = x) sg one oczywiscie wzajemnie singularne) — konstrukcje takich miar opisuje
jedno z ¢wiczen.

Wprowadzony wyzej zapis moze wydawac sie nieintuicyjny, ale doskonale pasuje do
opisu procesu kanonicznego. Przestrzenia probabilistyczna w takim procesie jest prze-
strzen trajektorii: w przypadku ruchu Browna jest to klasa funkeji ciagtych z [0,00) w
R?. Zdarzenie elementarne w jest zatem funkcjg opisujaca ruch procesu i okre§lamy po
prostu Xy(w) = w(t).

Kazdy proces X; zadaje miare na przestrzeni trajektorii. Jesli X; jest ruchem Browna,
to odpowiadajaca mu miara P na przestrzeni funkeji ciaglych z [0, 00) w R? nazywana jest
miarg Wienera (a przestrzen z ta miara — przestrzenig Wienera). Formalnie miara ta
jest okreslona na przestrzeni C([0, 00); RY) z o-cialem zbioréw borelowskich (w topologii
zbieznosci jednostajnej).

Na przestrzeni Wienera mozna tez rozpatrywaé o-cialo generowane przez zbiory cy-
lindryczne — najmniejsze o-cialo, wzgledem ktorego mierzalne sa funkcje X, (okreslone
wzorem X;(w) = w(t)). Jest to istotnie mniejsze o-ciato niz o-cialo zbioréw borelowskich.

Przestrzent wszystkich mozliwych trajektorii (czyli funkeji z [0, 00) w R? — czy ogolniej
w dowolng przestrzen 27) z o-cialem generowanym przez zbiory cylindryczne nazywana
jest przestrzenig kanoniczng. Warto podkreslié, ze klasa funkeji ciggtych jest niemierzal-
nym podzbiorem przestrzeni kanonicznej (jest jednak zbiorem pelnej miary zewnetrznej
wzgledem rozkladu ruchu Browna).
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2.2. Wlasnosé Markowa.

Notacja. Warunkowa warto$¢ oczekiwana catkowalnej zmiennej losowej X wzgledem o-
ciala # to zmienna losowa E(X|.#) mierzalna wzgledem .# i majaca te same calki po
zbiorach mierzalnych wzgledem .#. Piszac E(X|Y) mamy na mysli E(X|o(Y)), gdzie
o(Y) oznacza najmniejsze o-cialo, wzgledem ktorego Y jest mierzalna (czyli po prostu
rodzine przeciwobrazow Y ~!(B) zbioréw mierzalnych B).

Myélimy o ruchu Browna, ale definicje sa ogolne. Proces stochastyczny zawsze przyj-
muje wartoSci w pewnej ustalonej przestrzeni miarowej 2 z ustalonym o-cialem Z.
Zawsze bedziemy zaktadali, ze w 2~ jest ustalona topologia — metryzowalna, lokalnie
zwarta (wiecej o tym pozniej) — oraz ze A jest o-ciatem zbiorow borelowskich. Wszystko
dzieje sie na przestrzeni probabilistycznej €2 z pewnym o-ciatem Z .

DEFINICJA 2.3. Proces X; ma wtasnosé Markowa (lub jest procesem Markowa) jesli
P*( X4t € Bl Xy, Xogy -, X, Xs) = PP( X4t € B XS),
oille0<r <r<...<r, <s< s+t zas B jest zbiorem borelowskim.

DEFINICJA 2.4. Proces Markowa X; jest jednorodny w czasie, jesli P*( Xy, € B|Xj)
nie zalezy od s, oile 0 < s < s+ ¢, za§ B jest zbiorem borelowskim. Innymi stowy

P*(Xs4t € B|X) = pi(Xs, B),
gdzie przez p,(x, B) oznaczylismy prawdopodobieristwo przejicia

pi(z, B) = P*(X; € B).

Réwnowazna, czesto wygodniejsza definicja, to:

E*(f(Xow)| Xy, Xigy -, X, X)) = E7(f(Xsat)| Xs),

Tm

oile 0 <ry <ry < ... <1y < s < s+t zas f jest funkcja borelowska. W przypadku
jednorodnego w czasie procesu Markowa prawa strona jest rowna [, f(y)p:(Xs, dy).
Indukcyjnie tatwo udowodnié, ze procesy Markowa maja w istocie wlasnosé:

P*(Xsyy, € B1, Xsit, € Boyoo o, Xoit, € Bl X0y, Xy oo, X, X)
= Px(Xs+t1 S BI7XS+t2 S BQ7 s ’X8+tn € Bn|XS>7

oile0 < <rm<...<r, <s<s+t1 <s+ty<...<s+1t,, za8 By,By,...,B,
sg zbiorami borelowskimi. Dla jednorodnych w czasie procesow Markowa prawa strone
mozna zapisa¢ w postaci ¢(Xy), gdzie

(,0(.17) = Px<Xt1 c Bl,Xt2 € BQ, e ,th < Bn)

Szczegoly dowodu sg trescig ¢wiczenia.

Wiasnosé Markowa orzeka, ze w kazdej chwili s, przy ustalonej terazniejszosci (wartosci
Xs), przysztosé (czyli warto$ci zmiennych X, dla ¢ > 0) oraz przesztosé (czyli wartosci
zmiennych X, dla r < s) sg od siebie warunkowo niezalezne. Mozna to nieformalne
sformutowanie uscisli¢ i nada¢ wlasnosci Markowa bardziej symetryczng postac¢, ale nie
bedzie to nam potrzebne.
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LEMAT 2.5. Niech X; bedzie jednorodnym w czasie procesem Markowa. Wowczas
prawdopodobiefistwa przejscia spetniaja rownosé Chapmana—Kolmogorowa:

ol B = /x ol Bl )

jesli tylko x € 27, 0 < s < s+t oraz B jest zbiorem borelowskim.

Dowdd. Rownosé Chapmana-Kotmogorowa wynika wprost z wtasnosci Markowa: jesli
0<s<s+t,zas B jest zbiorem borelowskim, to

P*(Xepe € B) = E*(P*(X,p4 € B|X,)) = P (pi(X, B)) = /x Py, B)ps(z, dy). O

Wtlasnos¢ Markowa jest wtasnoscia rozktadow skoriczenie wymiarowych procesu Xy,
czyli rozkladow tacznych wektorow postaci (Xy,, X4, ..., Xy, ). Ponizszy wynik uogélnia
znang wlasnosé tancuchow Markowa.

LEMAT 2.6. Niech X; bedzie procesem stochastycznym. Okreslmy p,(z,dy) =
P*(X; €edy)dlat > 0ix e Z. Wowczas X; jest jednorodnym w czasie proce-
sem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy rozktad skoriczenie wymiarowy procesu X,
zadany jest przez p,(z,dy) w nastepujacym sensie:

P*(Xy, € B1,Xy, € Bs,..., Xy, € By)

= / P, (2, dzy) / Pto—t, (T1,dxa) . .. / Ptr1—tno(Tn—2,dTn_1)Dt, —t,, 1 (Tn—1, Bn),
B1 BQ Bn—l

oile 0 <t; <ty < ... < t, oraz By, By, ..., B, sa zbiorami borelowskimi.

Tozsamos¢ z lematu mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci

]Ex(f(Xtu Xt27 s 7th))
= / Pty (.T, dxl) / Pto—t1 (:El; de) .- / ptn—tn_l(mn—ly dxn)f<$la T, ... 73:71)7

oile 0 < t; <ty < ... < t, oraz f jest funkcja borelowska. W istocie, warunek z
lematu implikuje powyzsza rownosé dla indykatorow zbioréow cylindrycznych (tj. postaci
{Xy, € A1, Xy, € Ay, Xy, € A,}) 1 wystarczy zastosowaé standardowy argument
teorii miary. Jeszcze inna posta¢ wykorzystana jest w dowodzie.

Dowdd. Przypusémy wpierw, ze tozsamos$é z lematu zachodzi. Niech 0 <y <ry <... <
rm <8< s+tiniech Ay, Ay, ..., A, A, B beda zbiorami borelowskimi. Oznaczmy po-
nadto £ = {X,, € A1, X,, € Ay,..., X,, € A, Xs € A}. Wystarczy zatem udowodnic,
ze

PI(E,XS+t € B) = Ex(]lEpt(X&B))

Rownos¢ ta wynika jednak wprost z zalozenia: lewa strona to (na mocy tozsamosci w
lemacie)

/ DPry (.Z', dzl) / Pro—ry (mlv de) e / Prop—rm—2 (xmf% dxm) / Ps—rm (mma dy)pt (y7 B)7
Al A2 m A

za$ prawa strona ma te sama postaé¢ (na mocy tozsamosci w uwadze pod lematem).
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Jesli X, jest jednorodnym w czasie procesem Markowa, to tozsamo$ci z lematu, w
rOwnowaznej postaci

E*(f1(Xe) fo(Xey) -, ful(Xe,)))
— [ ma@de)fien) [ pa(ondua)fows) . [ pn s da) (o)
(gdzie 0 < t; < tg < ... < &, oraz f1, fo, ..., fn to funkcje borelowskie), dowodzi sie

indukcyjnie. Gdy n = 1, nie ma czego dowodzi¢. Jesli zas réwnosé jest prawdziwa dla
pewnego n, to dla dowolnych czaséw 0 < t; <ty < ... < t,41 oraz funkeji borelowskich

fl, fg, e 7fn+1 zachodzi
E*(f1(Xe ) f2(Xey) - (X)) frs1 (Xii)
= Ex(f1<Xt1)f2(Xt2) s fn(th)]Em<fn+1(th+1)’th7Xt27 s 7th))
= E*(f1(Xe,) f2(Xey) - - (X)) E* (frgr (Xe,10) [ X))

=[E* (fl(th)ﬁ(th) o fa(X) /%pthrl—tn(thadxn+1)fn+1(xn+l>> :

Pozostaje wykorzystaé zalozenie indukeyjne dla funkeji fi, fa, - .., fa_1, fn. gdzie

fn(l’) - fn(x) /U;{_ptn_;_ltn(x;dy)fnJrl(y)' O

Latwo sprawdzi¢, ze kazdy proces o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach spel-
nia zatozenia powyzszego lematu, a wiec ma wtasnos¢ Markowa. W szczegdlnosci ruch
Browna jest wiec procesem Markowa.

LEMAT 2.7. Jesli X, jest procesem o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach, to jest
jednorodnym w czasie procesem Markowa.

Dowdd. Niech z € R? i okreslmy przeksztalcenie liniowe T'(z1, 2o, ..., 2,) = (1 — 2,29 —
Ti, ., Ty — Tpoq). Wowezas T @ (RY)" — (RY)". Ponadto T(Xy,, Xi,, ..., Xy,) ma
wzgledem P* rozklad py, X prey—4, X ..o X pig,—¢,_,, gdzie p; jest rozktadem przyrostu
Xt — Xs. Wobec tego

E*f( Xy, Xy, -, X4,)

= /Rd Mtl(dw)/Rd ;utz—t1<dy2)"'/Rd ftn =t (Ayn) F(T 7 (Y1, Y, - )

Zauwazmy, ze pi(x, B) = u(B — x). Wobec tego wstawiajac kolejno y; = 1 — x, yo =
To — X1, -y Yn = Tp — Ty_1, OFrzymujemy

E*f( Xy, Xy, -, X4,)

=/ ptl(x,dxl)/ pt”l(xl,dxg)---/ Din—tn 1 (Tn1, dxy) f(21, 22, ..., 2,).0
R4 R4 R4

Powyzszy lemat pozwala na konstrukcje procesu przy pomocy prawdopodobieristw
przejécia. Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.8 (twierdzenie Kolmogorowa o istnieniu procesu). Niech p;(x,dy)
oznacza rodzine prawdopodobienstw przejscia na lokalnie zwartej, metryzowalnej
przestrzeni 2, tj. rodzine nieujemnych jader probabilistycznych spetniajaca rownanie
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Chapmana—Kotmogorowa. Wéwczas istnieje proces Markowa X;, ktérego prawdopo-
dobieristwami przejscia sa py(x, dy).

Dowod tego twierdzenia polega na konstrukcji miary zewnetrznej na przestrzeni tra-
jektorii w sposob podobny do konstrukeji miary Lebesgue’a i uzasadnieniu, ze odpowia-
dajaca tej mierze zewnetrznej miara jest zgodna z rozktadami skorniczenie wymiarowymi
opisanymi w lemacie. Szczeg6ly beda trescig zadan dodatkowych.

2.3. Filtracje. Wlasno$¢ Markowa mozna sformulowaé krocej:
P*( X5yt € Bl.Z;) = P*( Xyt € B|Xs)

gdzie %, oznacza o-cialo generowane przez zmienne X, s € [0,¢], czyli najmniejsze
o-ciato, wzgledem ktorego mierzalne sa zmienne X, dla s € [0, ], czyli

Fir=0c({X,:s5€]0,t]}).

(W tym miejscu, a takze w wielu miejscach ponizej, stosujemy oznaczenia z definicji
wtasnoéci Markowa: 0 < ry < ro < ... <1 < s < s+t AL A .. AL A B sa
borelowskie). Wynikanie w jedna strone jest niemal oczywiste:

P*(Xsyt € Bl Xy, Xiyy -, X, X)) = EF(PY(Xgyt € B|F)| Xy, Xy oo Xon s Xs)
= E*(P*(Xope € BIX)| X0, Xoyo o, Xo,, Xo)
= P* (X, € B|Xj).
Aby udowodnié¢ przeciwna implikacje, wystarczy rozwazy¢ rodzine zdarzei E' o wtasnosci
P*(E, X1y € B) = E* (1 P* (X4 € Bl X,)).

Na mocy wtasnosci Markowa rodzina ta zawiera wszystkie zdarzenia postaci {X,, €
A, X, € A, .., X, € A} Z lematu Dynkina o m-A-ukladach wynika, ze owa rodzina
zawiera w takim razie .#, (szczegoly sa tredcia ¢wiczenia).

Dla wygody oznaczmy przez %, o-ciato generowane przez wszystkie zmienne X, s >

0. Rodzina o-cial %, (t € [0, o0]) nazywana jest naturalna filtracja procesu X;.

Notacja. Piszac na przyklad s > 0, zawsze mamy na mysli rzeczywiste (skonczone) war-
tosci s. Jesli dopuszczamy s = oo, zawsze stosujemy zapis s € [0, 0o].

DEFINICJA 2.9. Dowolna niemalejgca rodzina o-cial .%;, t > 0, nazywana jest fil-
tracjg. Jesli Z; jest filtracja, to oznaczamy %, = U(Use[opo) Fs). Proces X, jest
adaptowany do filtracji .%; jesli dla kazdego t > 0 zmienna losowa X; jest mierzalna
wzgledem .%,;. Filtracjg naturalng procesu X; nazywa sie najmniejsza filtracje, wzgle-
dem ktorej X, jest adaptowany (czyli rownowaznie rodzine o-cial .%; opisana powy-
z€j).

Jesli %, jest filtracja, oznaczamy

Fo= (] Z F=c| |J Z|;
s€(t,00] s€[0,t)
przy czym definiujemy %, = %, oraz %, = F. Filtracja .%; jest prawostronnie

ciggta, jesli F;, = F,, dlat > 0; jest zas lewostronnie ciggta, jesli F;, = F;,_ dla
t> 0.
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bLatwo sprawdzi¢, ze %, oraz %, rowniez sg filtracjami. Ponadto jesli X, jest proce-
sem adaptowanym do filtracji .%;, to jest tez procesem adaptowanym do wiekszej filtracji
Fiy.

2.4. Czasy Markowa. W zastosowaniach czesto trzeba zastosowaé wlasno$¢ Markowa
dla losowych czasoéw. Bardzo uzyteczne jest na przyktad twierdzenie orzekajace, ze jesli
X; jest procesem Wienera oraz o = inf{t > 0 : X; = y} jest czasem dojscia do poziomu
y, to Y; = X, jest ponownie procesem Wienera (startujacym z y). Dodatkowo Y; jest
niezalezny od wszystkiego, co — mowiac nieformalnie — przydarzylo sie procesowi X,
do chwili o.

Trudno jednak oczekiwa¢, ze wtasnos¢é Markowa zachodzi dla dowolnych czasow loso-
wych. W istocie, jesli na przyktad X jest procesem Wienera oraz o = inf{t > 0: X;,1 =
X} oraz Y; = X,44, to Y] = Yj z prawdopodobienistwem 1, zatem Y; nie jest procesem
Wienera (a nawet nie jest procesem Markowa).

W przypadku procesu Wienera, a takze wielu ogblniejszych proceséw, wtasnosé¢ Mar-
kowa zachodzi dla czasu losowego o, o ile definicja zmiennej losowej o nie odwotuje sie
do przysztosci. Formalnie opisuje to ponizsza definicja.

DEFINICJA 2.10. Jesli %, jest filtracja, to zmienna losowa 7 o wartosciach w [0, o0

jest Fy-czasem Markowa (lub czasem zatrzymania, momentem stopu, czasem nawet

czasem opcjonalnym), jesli {T < t} € %, dla kazdego t > 0. Jesli 7 jest % -czasem

Markowa, to méwimy po prostu, ze 7 jest czasem Markowa. Ponadto okreslamy

F,={Fe€ F:En{r <t} e Z dat>0},

ﬁﬂ_:{EGﬁooEﬂ{Tgt}GﬁH_ dlat}O},
Fr_=d{ENn{r>t}:t 20, E € %#};

definicja %, ma sens dla (%#;)-czasow Markowa, %, jest zdefiniowane dla wszystkich

czasOw Markowa, definicja .%,_ ma sens dla dowolnych 7, ale w praktyce stosuje si¢
ja tylko dla czasow Markowa.

Pewne wtlasnoéci czaséw Markowa sg trescig ¢wiczen; byly tez omawiane na kursie z
procesow stochastycznych. W szczegolnosci kazdy #;-czas Markowa jest czasem Mar-
kowa (bowiem .%;, zawiera .%;), ale wynikanie przeciwne w ogdlnosci jest fatszywe. Dla
przyktadu podamy jeden wazny fakt dotyczacy czaséow Markowa.

LEMAT 2.11. Jesli ., jest filtracja, to zmienna losowa 7 o wartosciach w [0, oo] jest
czasem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy {7 < t} € .%; dla wszystkich ¢ > 0.

Dowad. Jedli T jest czasem Markowa, to

{r<ty=Jlr<tte|J 74 Cc o,
s<t s<t
seQ s€Q
bowiem %, C .%; gdy s < t. Aby udowodni¢ wynikanie przeciwne, wystarczy zapisac
{r<ty= ) {r<t}eF.

t<u<t+e
ueR

dla dowolnego € > 0, przez co {17 <t} € F,. O
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Whprost z definicji oraz tozsamosci {min{7,0} < t} = {7 <t} U{o < t} wynika, ze
minimum czaséw Markowa jest czasem Markowa, za§ minimum .%;-czasow Markowa jest
F-czasem Markowa. Wiele podobnych wlasnosci jest trescig ¢wiczen.

TWIERDZENIE 2.12. Jedli .Z,; jest filtracja naturalna procesu X; o ciaglych trajekto-
riach, D jest zbiorem otwartym lub domknietym oraz

p =inf{t >0: X, ¢ D}

jest czasem wyjscia ze zbioru D, to Tp jest czasem Markowa.

Dowdd. Jesli D jest domkniety oraz X; ¢ D, to istnieje ¢ > 0 taki, ze X, ¢ D dla
u € [t,t+¢). Wobec tego

p=inf{t>0: X, ¢ D, tcQ}
Oznacza to, ze

o<ty = |J{X. ¢ D} € 2

s<t
seQ

czyli 7p jest F-czasem Markowa.

Jesli D jest otwarty, to D jest suma wstepujacej rodziny D,, zbiorow domknietych (np.
D, ={z € Z :d(z,y) > * dlay ¢ D}). Niech 7, oznacza czas wyjscia z D,,. Oczywiscie
T, jest ciagiem rosnacym, zatem istnieje granica 7 = lim,, ., 7,. Ponadto 7,, < 7p, wiec
rowniez 7 < 7p. Z drugiej strony jesli 7 < oo, to X(7,) dazy do X (7), zatem X (1) ¢ D;
wobec tego 7 > 7p. Oznacza to, ze 7 = 7p. Poniewaz granica (rosnacego) ciagu czasow
Markowa jest czasem Markowa, udowodnilisémy teze twierdzenia. U

W pierwszej czesci dowodu potrzebowaliSmy wytacznie prawostronnej ciagglosci trajek-
torii. W drugiej za$ wystarcza prawostronna ciaglosé oraz istnienie (z prawdopodobieri-
stwem 1) granicy lim,_,., X (7,,). Dowod drugiej czesci mozna usprawni¢ (i wykazaé, ze
w istocie Tp jest F-czasem Markowa), ale argument przedstawiony powyzej stosuje sie
do szerokiej klasy proceséw o nieciagltych trajektoriach. Powrécimy do tego tematu przy
omawianiu proceséw Fellera. Przy okazji warto podkresli¢, ze teza twierdzenia zachodzi
rowniez dla czasé6w wyjscia z dowolnych zbioréw borelowskich, pod warunkiem odpowied-
niego uzupetnienia filtracji .%; (o tzw. zbiory analityczne lub ogdlniej — o tzw. zbiory
uniwersalnie mierzalne).

Jak tatwo sprawdzi¢, o-ciata Z,._, Z,. i %, sa w istocie o-cialami, o ile 7 jest odpo-
wiednio: Z#;-czasem Markowa, czasem Markowa i dowolng zmienna losows. Dla deter-
ministycznych czaséw T = t zachodzi %, = F%,_, %, = %, oraz ¥, = F;,. Ponadto
F._ C F. C F., gdy 7 jest F-czasem Markowa oraz %, C %, gdy 7 jest czasem
Markowa. Te i inne wlasnosci o-ciat #,_, #,. i %, sa treScia ¢wiczen.

LEMAT 2.13. Je$li o i 7 sg czasami Markowa wzgledem pewnej filtracji .%; oraz
o< T, to %,y C Z,... Analogicznie jesli o i 7 sa .%;-czasami Markowa oraz o < 7,
to %, C Z..

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze EN{T <t} = (EN{oc <t})N{r < t}. W istocie, jesli
o i 7 sa czasami Markowa i F € %#,,, to EN{o <t} € %, oraz {1 <t} € %, skad
E € #.,. Analogiczny argument stosuje sie do .#;-czasow Markowa. O
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LEMAT 2.14. Jesli T jest czasem Markowa, to zmienna losowa 7 jest mierzalne wzgle-
dem #,._ oraz ..

Dowdd. Zbior {T > t} jest postaci EN{r >t} dla E = Q € %, zatem {r >t} € Z, _.
Podobnie {7 <t} N {7 < s} € Fuinfspy+ C For dla s >0, zatem {7 <t} € F . O

LEMAT 2.15. Jesli o i 7 sa czasami Markowa, to zdarzenie {o < 7} jest mierzalne
wzgledem 7, , oraz %, .

Dowdd. Zachodzi
{o<rin{r<tt={J{o<sin{s<7in{r<t}).

s<t
seQ

Skoro {0 < s} € F,, {s < 7} € Fsu, {T <t} € F, powyisze zdarzenie nalezy do %,
czyli {o < 7} jest mierzalne wzgledem .%.,. Ponadto

{0<T}ﬂ{0<t}:({0<T}ﬂ{7’<t})U({a<t}ﬂ{t<7}),

askoro {o < 7}N{1 <t} € F#, {0 <t} € F#, {t <7} € %, rowniez powyzsze zdarzenie
nalezy do .%;, przez co {o < 7} jest mierzalne wzgledem %, O

LEMAT 2.16. Jesli malejacy ciag czasow Markowa 7, dazy do 7, to %, jest czescia
wspolna o-cial .7, ..

Dowdd. Jedno z ¢wiczen orzeka, ze 7 jest czasem Markowa. Jesli zdarzenia E N {r, <t}

naleza do ., to ich suma EN{7 < t} rowniez jest w .%;, czyli %, zawiera przekroj .7, ..

Z drugiej strony wiemy juz, ze o-ciato Z,, jest zawarte w kazdym o-ciele %, .. U

2.5. Mocna wlasno§¢ Markowa. Nie wszystkie procesy Markowa spetniajg warunek
z definicji wtasnosci Markowa dla losowych czasow 7. To tlumaczy potrzebe ponizszej
definicji. W catym rozdziale przyjmujemy, ze .%; jest naturalng filtracja procesu X;.

DEFINICJA 2.17. Proces X; ma mocng wtasno$é Markowa (lub jest mocnym procesem
Markowa) jesli na zdarzeniu {o < oo} zachodzi

IPJ:(XU_H € B|ﬁo—+) = Px(XU_H S B|Xo—),

o ile o jest czasem Markowa, t > 0, za$§ B jest zbiorem borelowskim.
W przypadku procesu Markowa jednorodnego w czasie wymagamy w istocie, aby

P*(Xo4t € B|#o4) = pi(Xo, B).

Rownos¢ na zdarzeniu {o < oo} oznacza w istocie, ze dla dowolnego E € %, zachodzi
]PI(XU—H € B7 E7 o< OO) = Er(pt(XU7 B), :H-Eﬂ{a<oo})7

(w przypadku proceséw jednorodnych w czasie).
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Podobnie, jak w przypadku zwyktej wlasnosci Markowa, indukcyjnie tatwo udowodnic,
ze mocne procesy Markowa spelniaja, na zdarzeniu {o < oo}, rownos¢

]];)m(XU+t1 € Bl7X0'+t2 € B27 s 7X0'+tn € Bn’ya+)
= P*(Xous, € By, Xoss, € Boy..., Xors, € BulX,),

o ile o jest czasem Markowa, 0 < t; < ty < ... < t,, zas By, Bs, ..., B, sa zbiorami
borelowskimi. Dowdd jest w zaadzie taki sam, w kroku indukcyjnym stosuje sie mocna
wlasno$é Markowa dla czasu Markowa o + t,,.

Mocna wlasnos¢ Markowa jest w istocie mocniejsza niz wtasno$¢ Markowa: stosujac ja
dla ¢ = s, otrzymujemy

P*(Xy4s € B|%,,) = P*(X,4; € B|X,),

co jest nawet mocniejszym warunkiem niz wlasnos¢ Markowa, ktora po lewej stronie
wymaga o-ciala #, zamiast Z,, .

W tej chwili trudno przekonujaco wythumaczy¢, dlaczego w definicji rozwaza sie czasy
Markowa i o-cialo %, zamiast .%#;-czasow Markowa i o-ciala .%, — po pierwsze dlatego,
ze wlasnos¢ Markowa czesto stosuje sie do czasow wyjscia ze zbioru, ktore nie sa .Z;-
czasami Markowa; po drugie ze wzgledu na to, proces Wienera (a takze wszystkie procesy
Fellera) maja te wtasnosc¢.

Jedna z ciekawych konsekwencji warunkowania o-cialem .%,, zamiast %, jest naste-

pujacy wynik.

TWIERDZENIE 2.18 (prawo 0-1 Blumenthala). Jesli X; jest mocnym procesem Mar-
kowa, to %y, sktada sie wylacznie ze zdarzen o prawdopodobienstwie 0 lub 1.

Dowdd. Na mocy mocnej wlasnosci Markowa dla czasu Markowa o = 0, zachodzi

IPx(th < Bl,XtQ S BQ, . ,th c Bn|g0+>
=P*(Xy, € By, Xy, € By,..., X, € B,|Xo)
— Pm(th E Bl,XtQ G BQ7 PN ,th 6 Bn)

gdy 0 <t <ty <...<t,oraz By, Bo, ..., B, sg borelowskie. Niech E € %y,. Wbwczas

]Pz<E, th - Bl, Xt2 - BQ, - ,th € Bn)
- Ex(I]_E]Px(th € Bl,Xt2 € BQ, e ,th € Bn|§0+))
— PY(E)P*(X,, € By, X, € Ba,..., Xs, € By).
Zatem klasa zdarzen F' takich, ze P*(FE, F) = P*(E)P*(F) zawiera wiec wszystkie zda-
rzenia cylindryczne {X;, € By, X;, € Bs,..., X, € B,}. Na mocy lematu Dynkina o

m-A-uktadach, klasa ta zawiera .., a wiec w szczegdlnosci nalezy do niej zdarzenie E.
Stad P*(E) = P*(E, E) = (P*(E))?, a wiec P*(E) € {0,1}. OJ

Innym réwnie waznym co prostym wnioskiem z mocnej wlasnosci Markowa (a w zasa-
dzie — zalozeniem w definicji tej wlasnosci) jest mierzalnosé X, .

TWIERDZENIE 2.19. Jesli X; ma mocng wtasno$é Markowa, za$ o jest czasem Mar-
kowa, to zmienna losowa X, jest mierzalna wzgledem %, .
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Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego B zachodzi

E*(15(X,)|Z,v) = PY(X, € B|Z5y) = po(Xs, B) = 15(X,). O
TWIERDZENIE 2.20. Proces Wienera jest mocnym procesem Markowa.

Dowdd. Krok 1. Przypusémy, ze o jest F-czasem Markowa, ktory przyjmuje przeliczalnie
wiele wartosci. Wtedy dla E € #, oraz s > 0 zachodzi

P.( X, € BE,0 =3) =P, (Xsyy € B,E,0 = 5)
- Em(pt(Xw B)]]-Eﬁ{azs}) = Ez(pt(-)(ay B):H-Eﬂ{azs});

w $rodkowej rownosci wykorzystalismy fakt, ze £ N {o = s} € Z; i zwykla wlasnos¢
Markowa. Sumujac skrajne strony réwnosci dla s réwnego wszystkim przeliczalnie wielu
wartoSciom o, otrzymujemy

]Px(Xath €B,E,o< OO) = Ex(pt<Xaa B)]lEﬂ{o<oo})-

Analogicznie jesli f jest ograniczong funkcja borelowska na R, to

E*(f(Xo1t) Lonfo<oo}) = E” (( f(y)pt(XU,dy)) 1E0{0<oo}) :

Krok 2. Niech o bedzie czasem Markowa i niech o}, = 28|27%0 + 1] (oraz o, = oo gdy
o=o00)dlak=0,1,.... Wtedy dla j = 1,2,... zachodzi

{orn=27"} ={27"( - 1) <o < 27"}
={o <27"}\{o <27%(j = 1)} € Fopsy,
skad

[2¥¢]

{on <ty = |J{o; =2} € #,

J=1
a wiec oy, jest F-czasem Markowa, ktory przyjmuje przeliczalnie wiele wartosci. Na mocy
pierwszego kroku zachodzi zatem

Ex(f(Xak+t)]-Eﬂ{a<oo}) =FE* (( . f(y)pt(XUk7 dy)) ]1Eﬂ{0'<oo}) .
R
dla E € .%,,.
Krok 3. Przy oznaczeniach z poprzedniego kroku, jesli £ € .7, ., to
En{on =27} = (En{o <21\ {o <275 — )} € Fo s,

czyli E € #,,. Ponadto oy, jest ciagiem malejacym o granicy rownej o, zatem X, dazy do
X,, za$ Xy, 4+ dazy do X, Przypusémy, ze f jest ograniczong funkcja ciagla (wystar-
czy rozwazaé funkcje o zwartym nogniku lub funkcje dazace do zera w nieskonczonosci).

Wtedy funkcja
/ f@)pi(z, dy)

jest rowniez ograniczona funkcjy ciagla (jest to bowiem splot f z gestoscig rozktadu
normalnego). Oznacza to, ze

klggo Ex(f(XO'k+t>]]-Eﬁ{0<OO}) = Em(f<Xo+t)ﬂEﬂ{0<oo})
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oraz

lim E* (( 5 f(y)pt(Xak,dy)) JlEm{Koo}) =FE° (( ” f(y)pt(Xa,dy)> 1En{a<oo}) :

k—o0

Wraz z wynikiem drugiego kroku daje to, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
ograniczonej, TOWNos¢

B X Lentoen) = B ([ 500060 d0)) Lot ).

dla F € Z,,. Poniewaz indykatory zbioréw otwartych mozna przybliza¢ funkcjami cia-
glymi (dla dowolnego zbioru otwartego B ciag funkcji ciagtych f,,(x) = min{1, n dist(z, R%\
B)} dazy punktowo do 1g(x) i jest ograniczony przez 1), powyzsza rownosé¢ zachodzi row-
niez dla funkcji f = 1 dla zbioréw otwartych B (wykorzystujemy to ponownie twierdze-
nie Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej). Klasa zbiorow B takich, ze rozwazana rownosé
zachodzi dla f = 1p, jest A-ukladem. Skoro zawiera ona zbiory otwarte, z lematu Dyn-
kina o m-A-uktadach wnioskujemy, ze zawiera wszystkie zbiory borelowskie. To za$ jest
rOwnowazne mocnej wiasnosci Markowa. U

Zauwazmy, ze w powyzszym dowodzie wykorzystaliémy wytacznie wlasno$¢ Markowa,
prawostronng ciggto$¢ trajektorii oraz ciagloé¢ catki z f wzgledem prawdopodobienistwa
przejscia dla odpowiednich funkcji ciagtych f. Te wlasnosci beda stanowity podstawe
definicji procesu Fellera.

Przedstawiona wyzej definicja mocnej wlasnosci Markowa nie jest tg najczesciej uzy-
wana w przypadku procesu Wienera (czy ogodlniej dla proceséw Lévy’ego). Tradycyjne
sformutowanie jest jednak nietrudna konsekwencja poprzedniego twierdzenia.

WNIOSEK 2.21. Jesli X; jest procesem Wienera, zas o czasem Markowa wzgledem
naturalnej filtracji procesu X;, to, warunkowo gdy o < oo, proces Y; = X, — X,
jest startujacym z zera procesem Wienera niezaleznym of %, .

Dowdd. Najprosciej by¢ moze powtorzy¢ dowod twierdzenia z odpowiednimi modyfika-
cjami, lecz mozna tez wywie$¢ powyzszy wniosek z samej tezy twierdzenia. Z uwagi pod
definicja mocnej wtasnosci Markowa wynika, ze X, ; jest procesem Markowa o prawdo-
podobienstwach przejscia takich, jak proces Wienera; jest wiec procesem Wienera startu-
jacym z X,. Stad tatwo wynika, ze Y; jest procesem Wienera startujacym z zera. Ponadto
rozklad warunkowy zmiennej Y; pod warunkiem %, to p,(0,dy), wobec czego zmienna
Y, jest niezalezna od %, . Analogicznie rozktady skoriczenie wymiarowe Y; sa niezalezne
od .%,,, co juz oznacza niezaleznos¢ catego procesu Y; of 7., . U

Z ostatniego sformutowania tatwo wynika zasada odbicia.
WNIOSEK 2.22. Jesli X; jest jednowymiarowym procesem Wienera startujacym z
zera, x > 0, za$ 7, = inf{t > 0: X; > 2} czasem dojscia do x, to

P(r, < t) = P(max{X;: s € [0,t]} > z) = P(|X¢| > x).

Dowdd. Oznaczmy o = 7,. Poniewaz 7, jest czasem wyjécia z (—oo, ), jest to czas
Markowa. Oczywiscie X, = x gdy 0 < co. Na mocy mocnej wtasnosci Markowa proces
Y; = X, — X, jest procesem Wienera niezaleznym od %, (na zdarzeniu {o < oo}; w
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istocie prawdopodobienstwo tego zdarzenia to 1, ale nie bedzie nam to potrzebne). Skoro
o jest mierzalna wzgledem %, Y; jest procesem niezaleznym od o. Zachodzi wiec

P(X;>z2)=P(X; >z,0<t)=P(X; > Xy,0<t)=PYi_o >0,0 <)

—EP(Yi > 0,0 < o)) = E(11,o) = 1P(o < 1). O

3. Procesy Fellera

Celem niniejszego rozdzialu jest wprowadzenie w miare ogélnej klasy procesow, dla
ktorych tatwo uogo6lni¢ wyniki dotyczace ruchu Browna, przedstawione w poprzedniej
czesci. Do mierzalnosci czaséw wyjscia potrzebna byla prawostronna ciaglosé trajekto-
rii 1 rownosé granicy X(7,) oraz X (7) gdy 7, jest rosnacym ciagiem czasow Markowa
zbieznym do 7. Z kolei mocna wlasno$¢ Markowa wymagata wlasnosci Markowa, prawo-
stronnej cigglosci trajektorii i ciggtosci funkeji postaci [, f(y)pe(z, dy) dla odpowiednio
regularnych funkcji f.

3.1. Fellerowskie prawdopodobienstwa przejscia i procesy Fellera. Niech 2" be-
dzie lokalnie zwarta metryzowalng przestrzenig topologiczna. W takiej przestrzeni usta-
lamy metryke d, w ktorej domkniete kule sg zwarte. Rodzine zbior6w borelowskich na 2~
oznaczamy przez B. Przez X, oznaczaé bedziemy jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni
2, czyli przestrzen 2, = 2 U {00}, gdzie oo jest punktem spoza 2, z nastepujaca
topologia: zbior G C 2, jest otwarty, jesli GN 2 jest otwarty w 2~ oraz, w przypadku
gdy 0o € G, zbior 27\ G jest zwarty w 2. Jesli 2 nie jest zwarta, to 2, jest najmniej-
sza zwarta przestrzenia metryczng, ktora zawiera 2 jako swoj podzbior. W przeciwnym
przypadku oo jest punktem izolowanym w 2.

Jesli 27 = RY to 25 mozna skonstruowaé w nastepujacy sposob. Przestrzenn 2 jest
homeomorficzna ze sfera w R bez ustalonego punktu — bieguna; homeomorfizmem
jest rzut stereograficzny. Wtedy 2, jest homeomorficzna z caly sfera, przy czym 2 jest
odwzorowana w ten sam sposOb, za$ biegun jest obrazem dodatkowego punktu oo.

Przez C.(2") oznaczamy funkcje ciagle na 2, ktore sa rowne zero poza pewnym zbio-
rem zwartym. Domkniecie tego zbioru w klasie wszystkich funkcji ciagltych to klasa
Co(Z") funkcji zbieznych do zera w nieskonczonosci. W tej przestrzeni (a takze w
przestrzeni ograniczonych funkcji borelowskich) okreslona jest norma supremum | f|| =
sup{|f(x)| : = € Z"}. Celem jednego z ¢wiczen jest wykazanie, ze f € Co(Z) wtedy i
tylko wtedy, gdy rozszerzenie f do 27, dane wzorem f(oo) = 0 jest ciagle na 2Z7..

Funkcje f € Co(Z") sa w istocie jednostajnie ciagle. Jesli bowiem ¢ > 0, to przy
dowolnie ustalonym o € 2" istnieje R > 1 takie, ze |f(2)| < § gdy x € 2"\ B(x, R—1).
Z drugiej strony f jest jednostajnie ciggta na zwartym zbiorze B(xg, R). Wobec tego
istnieje § € (0, 1) taka, ze gdy z,y € B(wo, R) spehiaja d(x,y) < 0), to |f(z)— f(y)| < e.
Dla dowolnych z,y € 2 takich, ze d(z,y) < 0 zachodzi ktory$ z wartunkow: z,y €
B(xo,R) lub z,y € 2\ B(xg, R — 1). W obu przypadkach |f(x) — f(y)| < ¢, czyli
faktycznie f jest jednostajnie ciagla.

Jesli G jest otwartym podzbiorem 2, to istnieje niemalejacy ciag nieujemnych funk-
cji fn € Co(Z) zbiezny punktowo do 1g(x). W istocie, wystarczy rozwazy¢ f,(x) =
min{1, dist(z, 2"\ G,)}, gdzie G,, = G N B(zo,n) z dowolnie ustalonym x.

Przyjmujemy domyslng konwencje f(oo) = 0 dla dowolnej funkcji f okreslonej pier-
wotnie na 2". Pozwoli to na uproszczenie sformutowan wielu twierdzen i tozsamog$ci.
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DEFINICJA 3.1. Jgdrem na 2" nazywamy dowolng funkcje k(x, A) okreslong dla = €
Z oraz A € A, speliajaca nastepujace warunki:

(a) dla kazdego x € 2" funkcja k(x,-) jest (nieujemna) miara borelowska na 27;

(b) dla kazdego A € # funkcja k(-, A) jest funkcja borelowska na 2.
Jadro k jest probabilistyczne, jesli k(z,-) jest miara probabilistyczna dla kazdego
xr € Z'. Analogicznie definiujemy jadro podprobabilistyczne. Kazde jadro podproba-
bilistyczne automatycznie rozszerzamy do jadra probabilistycznego na 2., wzorami
k(xz,{oo}) =1—k(z,Z), k(co, Z) = 0 oraz k(oco,{oo}) = 1.

Jesli k jest jadrem na 27, f funkcja borelowska na 2", zas p miara borelowska na

2, to okreslamy

k) = [ kG dy), k() = [ K@, Au(dz),
jesli tylko powyzsze caltki maja sens. Ponadto jesli k; i ko sa jadrami, to okreslamy

bk (z, A) = [vkg(y,A)kl(x,dy).

Z

Fatwo sprawdzi¢, ze o ile dopuszczalne jest korzystanie z twierdzenia Fubiniego (co jest
prawda, gdy na przyktad f i psa nieujemne), zachodzi (uk)f = pw(kf), (kike)f = ki(k2f),
(uk1)ke = p(k1ks). Rownie tatwo sprawdzi¢, ze jesli k(z, 27) < M dla wszystkich z € 2,
to ||kf]] < M| f| (gdzie norma oznacza norme supremum) oraz ||uk| < M||u| (gdzie
norma oznacza wahanie catkowite miary).

DEFINICIA 3.2. Fellerowskim prawdopodbieristwem przejScia na 2 nazywamy ro-
dzine jader podprobabilistycznych p; na 27, gdzie t > 0, o wtasnosciach:

(a) po(z, A) = 6,(A) = La(x);

(b) psst = pspe dla s, > 0;

(c) pof € Co(Z) dla f € Co(Z);

(d) pif dazy do f jednostajnie gdy ¢t — 0" dla f € Co(Z").

Rodzina jader p; wyznacza wiec mocno ciggtq polgrupe operatordw na przestrzeni
Co(Z") — tzw. pdtgrupe Fellera. Wrocimy do tej interpretacji przy omawianiu gene-
ratora.

Naturalne rozszerzenie p; do 2, tez jest fellerowskim prawdopodobienstwem przejscia
(sprawdzenie tego faktu jest trescia jednego z ¢wiczen).

Definicja procesu Fellera jest nader prosta.

DEFINICJA 3.3. Proces Fellera to jednorodny w czasie proces Markowa na 2., gdzie
2 jest lokalnie zwarta przestrzenia metryczng, ktérego prawdopodobiefistwa przej-
Scia sa fellerowskie. Czasem Zycia procesu Fellera X; nazywamy losowy czas

¢ =inf{t > 0: X; = co}.

Dla wygody bedziemy czasem przyjmowali, ze X, = oo, tak aby f(X.) = 0 dla
dowolnej funkcji f na 2. Ta konwencja réwniez pozwoli uprosci¢ wiele sformutowan.
Stan co w kontekscie procesow Fellera (czy ogolniej: procesow Markowa) czesto nazywany
jest stanem cmentarnym.
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Kluczowe twierdzenie stwierdza istnienie odpowiednio regularnego procesu Fellera o
zadanych prawdopodobienistwach przejscia.

TWIERDZENIE 3.4. Dla dowolnego fellerowskiego prawdopodobienstwa przejscia p;
istnieje proces Fellera, ktorego prawdopodobienstwa przej$cia sa réwne p,. Mozna
przy tym zalozy¢, ze (z prawdopodobienistwem 1 wzgledem kazdej z miar P*, x € 27)
proces ten ma ponadto prawostronnie ciggle trajektorie z lewostronnymi granicami
w kazdym t > 0 (z jezyka francuskiego pochodzi okreslenie cadlag, skrot od continue
a droite, limite o gauche; po angielsku méwi sie czasem RCLL, od right continuous
with left limits).
Co wiecej, jesli X; jest procesem Fellera, to proces
Y, = lim X,
=N

jest poprawnie okreslonym procesem Fellera o tych samych prawdopodobieristwach
przejscia, ktory z prawdopodobienistwem 1 ma prawostronnie ciggte trajektorie z le-
wostronnym granicami w kazdym ¢ > 0, i ktory spetnia P*(Y; = X;) = 1 dla kazdego
t>0ixze 2 (przy czym trzeba tu rozwaza¢ odpowiednio uzupetnione o-ciata .%).

Dowo6d tego twierdzenia podany zostanie w nastepnej czesci i na dodatkowej liscie
zadan. W przyszlosci zawsze bedziemy zakladaé, ze rozwazany proces Fellera ma z praw-
dopodobienstwem 1 prawostronnie ciggle trajektorie z lewostronnymi granicami. Dla
wygody bedziemy oznaczali

Xt+ = hm XS7 Xt— = hm Xs-
s—tt st~
Wiemy juz, ze procesy Fellera o regularnych trajektoriach maja mocna wtasnos¢ Markowa
— dowod podany dla ruchu Browna wymaga jedynie kosmetycznych zmian.

TWIERDZENIE 3.5. Procesy Fellera, ktore z prawdopodobiefistwem 1 majg prawo-
stronnie ciggte trajektorie z lewostronnymi granicami, sa mocnymi procesami Mar-
kowa. W szczegodlnosci jesli o jest czasem Markowa, to Y; = X, jest procesem Fellera
o rozktadzie poczatkowym %, i o tych samych prawdopodobienstwach przejscia, co
Xy, 1 ktory w takim razie tez ma mocng wlasnos¢ Markowa.

3.2. Przyklady proceséw Fellera. Ponizsze stwierdzenie byto jedna z motywacji do
wprowadzenia pojecia procesu Fellera.

PRZYKELAD 3.6. Ruch Browna jest procesem Fellera.

Powyzsze stwierdzenie wynika z duzo ogdlniejszego wyniku i cigglodei trajektorii ruchu
Browna.

TWIERDZENIE 3.7. Procesy Lévy’ego, a wiec procesy o przyrostach niezaleznych i
stacjonarnych, spelniajace warunek stochastycznej ciggtosci: X, jest zbiezne do X
wedtug miary P? dla kazdego x € R?, sg procesami Fellera.



20 MATEUSZ KWASNICKI

Dowod. Wiemy juz, ze omawiane procesy sa procesami Markowa, ktorych prawdopodo-
bieristwa przejscia sa jednorodne w czasie i przestrzeni: p,(x, A) = (A — ), gdzie p,
jest miara (w przypadku ruchu Browna jest ot miara o gestosci (47t)~%2 exp(—|z|?/(4t))
gdy t > 0 oraz pp = dy). Pozostaje sprawdzi¢, ze prawdopodobieristwo przejscia p; jest
fellerowskie. Pierwsze dwa warunki sg spelnione automatycznie przez kazde prawdopo-
dobieristwo przejscia jednorodnego w czasie procesu Markowa. Trzeci jest konsekwencja
wtasnosci splotu i rownosci

i@ = [ tmad) = [ e p0d = [ s i),

RA
W istocie, jesli f jest ciagta i ograniczona oraz x,, dazy do x, to f(x, + z) dazy do f(z +
z) punktowo i na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej p, f(z,) dazy
pef(z). Podobnie jesli f jest ograniczona i dazy do zera w nieskoniczonosci oraz |z, | dazy
do nieskoniczonosci, to p, f(z,) dazy do zera, ponownie na mocy twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznosci ograniczonej. Ostatnia wlasnosé fellerowskiego prawdopodobienstwa przejscia
jest konsekwencja stochastycznej ciaglosci i jednostajnej ciggtosci funkeji f: jeslie > 01
0 > 0 jest dobrana z definicji jednostajnej ciagtosci f, to zachodzi
mf@%—ﬂﬂl<A¥U@+¢%—ﬂ@wxw)<ﬂM3®ﬁD+%UWMR“M%Q®)

Zbieznos¢ wedtug miary X; do 0 wzgledem P° oznacza, 7e u(R?\ B(0,6)) dazy do zera
gdy t — 071, zatem dla dostatecznie matych ¢ > 0 zachodzi

lpef = fll <e-1+2[f]]- e = el +2[|f]])-
Oznacza to, ze p,f dazy do f jednostajnie gdy ¢t — 0. O

Bezpos$rednim wnioskiem jest wynik zawarty w kolejnych trzech przyktadach. Przy-
pomnijmy, ze proces Poissona to proces X; o kawatkami stalych, prawostronnie ciagtych
trajektoriach, ktéry ma niezalezne i stacjonarne przyrosty o rozktadzie Poissona. Przyj-
mujemy, ze poczatkowa wartoscia moze by¢ dowolny punkt z € R.

PRZYKEAD 3.8. Proces Poissona jest procesem Fellera.

Innym znanym procesem o niezaleznych i stacjonarnych przyrostach jest proces Cau-
chy’ego, pochodzacy od rodziny rozkltadéw Cauchy’ego w R%:

I() t

TdD/2 (2 4 |g]2)([@+D)/2

p(dx) = dx.

Funkcja charakterystyczna rozktadu p, jest e ¢l (dowéd tego faktu pomijamy), skad
latwo wywnioskowaé, ze i * s = pis4s oraz ze p; dazy *-stabo do §p gdy t — 07. Oznacza
to, ze rodzina prawdopodobienstw przejscia p,(z, A) = u(A — x) jest fellerowska, a wiec
istnieje proces Fellera o takich prawdopodobienistwach przejécia — jest to wlasnie proces
Cauchy’ego.

PRZYKELAD 3.9. Proces Cauchy’ego jest procesem Fellera.

Jest wreszcie oczywiste, ze proces deterministyczny X; = Xo+tv, gdzie v jest ustalonym
wektorem w R?, jest procesem o niezaleznych (bo deterministycznych) i stacjonarnych
przyrostach. Proces ten nosi nazwe procesu jednostajnego dryfu w kierunku v i czesto jest
nazywany zartobliwe (lecz nie bez powodu) uniwersalnym kontrprzyktadem.
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PRZYKEAD 3.10. Proces jednostajnego dryfu jest procesem Fellera.

Wazng klasa przyktadéw procesow Markowa sa procesy, ktorych trajektorie sg kawal-
kami state. Najogolniejsza konstrukcja wyglada nastepujaco. Rozwazmy jadro v(z, A) na
4, speliajace v(z,{z}) = 0 dla kazdego x € Z". Niech Y,, (n =0,1,...) bedzie laiicu-
chem Markowa z czasem dyskretnym o prawdopodobienstwie przejscia v(x, A)/v(z, Z7).
Oznaczmy dla wygody Y, = oo. hLancuch Markowa Y,, opisuje kolejne stany odwie-
dzane przez proces Xy, przy czym czas 1,1 — T,, spedzony w stanie Y,,, warunkowo gdy
Yy = 0, Y1 = x1, ..., ma rozklad wyktadniczy z parametrem v(z,, 2°). Przyjmujemy tu
T() = 0.

Z formalnego punktu widzenia konstrukcja Y, wymaga twierdzenie Kolmogorowa o
istnieniu procesu, zas T, tatwo skonstruowaé¢ przy pomocy ciagu niezaleznych zmiennych
losowych S,, (niezaleznych réwniez od procesu Y,,) o rozkladzie wyktadniczym z parame-
trem 1: wystarczy przyja¢ To = 0 oraz 1,11 = T, + S, /v(Yy, 7). Gdy v(Y,,, Z) =0, to
oczywiscie przyjmujemy 7;,.1 = 00.

Jesli N(t) jest procesem liczacym sygnaly T,,, czyli N(t) jest najwieksza nieujemna
liczba caltkowita n dla ktorej T,, < ¢ (oraz N(t) = oo gdy T,, < t dla wszystkich n), to
Xi = Yne.

Skonstruowany wyzej proces X; nazywany jest tanicuchem Markowa z czasem ciggltym
(o niekoniecznie dyskretnej przestrzeni stanow). W przypadku, gdy v(x, Z7) jest funkcja
ograniczona, mowimy, ze X; jest reqularnym tancuchem Markowa z czasem ciagtym.

Zachodzi nastepujace twierdzenie, ktorego dowod pomijamy (przebiega on podobnie do
analogicznego dowodu dla tancuchow Markowa z czasem cigglym o skoriczonej przestrzeni
stanow).

TWIERDZENIE 3.11. Lancuchy Markowa z czasem cigglym sa procesami Markowa.
Uzasadnienie stwierdzenia z kolejnego przykladu jest trescia ¢wiczenia na liscie zadan.

PRZYKEAD 3.12. Lancuchy Markowa z czasem cigglym o skoniczonej liczbie stanow
sg procesami Fellera.

Wiecej przyktadow tancuchow Markowa z czasem cigglym omoéwionych bedzie przy
okazji odpowiednich zadan.

Gdy X; jest procesem Fellera, procesem takim jest rOwniez proces czasoprzestrzenny
(t, X;). Formalna definicja tego procesu jest odrobine bardziej skomplikowana.

DEFINICJA 3.13. Jedli X, jest procesem Fellera, to proces czasoprzestrzenny Z; jest
okreslony na R x © (lub [0,00) x w) wzorem Y;(a,w) = (a + t, X;(w)) 1 przyjmuje
wartosci w R x 2" (lub [0,00) x Z7). Miara P** = §, x P? dana jest wzorem
P%*(A x E) = §,(A)P*(E).

TWIERDZENIE 3.14. Jesli X; jest procesem Fellera, to proces czasoprzestrzenny Z;
jest procesem Fellera na R x 2" lub [0,00) x 2 .
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Dowdd. Rozwazmy przypadek procesu o wartosciach w R x Z; przypadek przestrzeni
stanow [0, 00) X R jest analogiczny. Proces Z; = (T}, X;) jest jednorodnym w czasie pro-
cesem Markowa (wzgledem filtracji naturalnej Z;, czyli Z(R) x %, gdzie %, jest filtracja
naturalng X;): tatwo wykaza¢, ze rozktad warunkowy Zs., pod warunkiem Z(R) x Z
to O, (db)pi(Xs, dy), gdzie p, oznacza prawdopodobienstwo przejscia procesu X;. W
szczegolnosci prawdopodobienistwem przejscia Z; jest qi(a, x,db, dy) = Oayi(db)pi(x, dy).

Jesli f € Co(R x Z7), to f jest jednostajnie ciggla. Wynika stad, ze dla kazdego
a € R funkcja f.(x) = f(a,z) jest klasy Cy na 27, przy czym gdy a dazy do b w
R, to f, dazy do f; jednostajnie. Ponadto f, dazy jednostajnie do zera gdy |a| — oo
(bowiem |f(a,z)| < € poza zbiorem zwartym — ktérego rzut na pierwsza wspolrzedna
jest zwarty). Dodatkowo jesli F/(z) = sup{|f(a,z)| : a € R}, to F € Co(Z") (ciagtosé
wynika z jednostajnej ciggtosci f, zas zbieznosé do zera jest ponownie konsekwencja tego,
ze | f(a,x)| < € poza zbiorem zwartym — ktorego rzut na druga wspoltrzedna jest zwarty).
Oczywiscie

af(a,7) = /9/ Fla+ b y)puesdy) = pofosela).

W kolejnej czesci dowodzimy, ze p f(x) jest ciagha funkcja ¢, x oraz f (tacznie). W Swietle
wezesniejszych obserwacji oznacza to ciagtosé p, fo1+(x) wzgledem a i x (tacznie). Ponadto
gdy |a| — oo, to pifaye dazy do zera jednostajnie, a skoro |pfeii(x)] < pF(x) dla
wszystkich a € R, to p;fori() dazy do zera rowniez gdy x — oo, jednostajnie wzgledem
a € R. Wszystko to dowodzi, ze ¢;f € Co(R x Z7).

Gdy t — 07, to fori(x) dazy do f,(z) jednostajnie wzgledem a € R oraz x € 2" (bo f
jest jednostajnie ciagla). Stad i z ciaglosci pyf(x) jako funkcji trzech zmiennych wynika
zas$, 7e pyfori(x) dazy do f,(z) jednostajnie wzgledem a € R oraz x € 2.

Dowiedlismy zatem, ze ¢, spetnia wszystkie warunki fellerowskiego prawdopodobien-
stwa przejscia. ]

3.3. Wlasnoéci fellerowskich prawdopodobienstw przejs$cia. Wprost z definicji
wynika, ze ||p.f]] < ||f]l dla dowolnej funkcji f € Co(2Z") (czy ogodlniej: dowolnej ogra-
niczonej funkeji borelowskiej na 27). Pierwszy wynik jest wygodnym wzmocnieniem
definicji fellerowskiego prawdopodobiefistwa przejscia, wykorzystanym juz powyzej.

LEMAT 3.15. Jesli p; jest fellerowskim prawdopodobieristwem przejscia, to funkcja
pef(x) jest ciagla wzgledem wszystkich trzech argumentow (¢, x, f) tacznie.

Dowadd. Zauwazmy, ze

1psg(y) — pef ()| < Ipef (y) — pef (@) + |ps f(y) — Pef W)| + [psf(y) — psg(y)]-

OczywiScie

< llps(f =l < If = gll-

Ponadto jesli r = min(s, t), to r + |s — t| = max(s, t), zatem

Ipsf(y) — ps9(y)

< Hpsf _ptgH = Hpr+|s—t|f _per
= llpr(pjs=e.f = DI < lpps—a f = £1I-

Ipsf(y) — peg(y)
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Jesli wiec t > 0, v € 2 oraz f € Cy(Z") sa ustalone i € > 0, to z warunkow |lg — f|| < £
(g jest w pewnym otoczeniu f), [|ps—¢f — f|| < § (s jest w pewnym otoczeniu t) oraz
Ipef () —pef(z)| < 5 (v jest w pewnym otoczeniu x) wynika, ze |psf(y) —p.f(z)| <e. O

Kolejny lemat pozwala catkowaé wyrazenia postaci p;f po czasie.

LEMAT 3.16. Dla dowolnego fellerowskiego prawdopodobienistwa przejscia p;, zbioru
borelowskiego A i ograniczonej lub nieujemnej funkeji borelowskiej f funkcje py(x, A)
oraz p,f(z) sa borelowskimi funkcjami zmiennych (¢, z) tacznie.

Dowdd. Wiemy juz, ze gdy f € Co(Z), to p.f(x) jest ciagly funkcja (¢, x) tacznie. Jesli
A jest zbiorem otwartym, to istnieje ciag nieujemnych funkcji f, € Co(Z"), niemalejacy i
zbiezny punktowo do 1 4. Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej wynika, ze
pefn dazy punktowo do p1 4. W szczegolnosci pyla(x) = py(x, A) jest funkcja borelowska
zbiennych (¢,x). Klasa wszystkich zbior6w A majacych te wlasnosé¢ jest A-uktadem,
ktory zawiera m-uktad zbioréw otwartych. Na mocy lematu Dynkina o w-A-ukladach
pe(z, A) jest funkcja borelowska (t,x) dla dowonego borelowskiego zbioru A. Stosujac
standardowy argument w teorii miary wnioskujemy, ze p;f(x) jest funkcja borelowska
(t,z) dla dowolnej ograniczonej lub nieujemnej funkeji borelowskiej f. O

Ostatni wynik orzeka pewna regularnosé¢ procesow Fellera, ktéra przyda sie przy regu-
lowaniu trajektorii.

LEMAT 3.17. Kazdy proces Fellera jest stochastycznie ciggly: jesli s — ¢, to zmienne
losowe X, sa zbiezne do X; wedlug prawdopodobienstwa P* dla dowolnego © € 2~
(w metryce przestrzeni 2).

Dowdd. Niech f,g € Co(Z") oraz 0 < s < s+ t. Na mocy wlasnosci Markowa,

E*(f(Xs)9(Xor)) = E*(f(Xo)9(Xsre)|-Fs) = E*(f(Xo)peg(X)) = ps(fpeg) ().

Jesli wiec s — r oraz t — 07, to prg = g w Co(Z"), a wiec fp,g — fgw Co(Z), przez
co ps(freg) = pr(fg) w Co(Z7). Ostatecznie wiec

jednostajnie wzgledem x € 2.
Metryke przestrzeni 2, mozna zapisa¢ w postaci

— 22‘”|fn(x) — fn(®)l,

gdzie f,, jest odpowiednim ciagiem funkcji klasy Co(Z") o normie co najwyzej 1 (szczegoty
sa trescia jednego z ¢wiczen). Wobec tego, na mocy nieréwnosci Schwarza,

2K 27 al) = fal 22 + (fa(0)? = 2ful@) fuy))

7 pierwszej czesci dowodu i twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej wynika, ze
gdy s > r,t— 0", to

Em Z 2 (fn( s+t))2 - an(Xs)fn(Xs—i-t)) - 0
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jednostajnie wzgledem x € 2. Oznacza to, ze
EI«dOO(XSa Xs+t))2) — 0

jednostajnie wzgledem x € 2. Stad oczywiscie wynika teza twierdzenia. O

3.4. Jadra potencjatu. Transformata Laplace’a funkcji f na (0, 00), czyli odwzorowanie
A= fooo e M f(t)dt, wyznacza te funkcje jednoznacznie i zamienia rézniczkowanie f w
mnozenie transformaty f przez A\. Pomysl ten $wietnie stosuje sie do badania jader
pe(z, A) jako funkeji czasu.

DEFINICJA 3.18. Dla fellerowskiego prawdopodobienstwa przejécia p; oraz A > 0
definiujemy jgdro A-potencjatu wzorem

u,\(x,A):/ e Mp,(z, A)dt.
0

Gdy A = 0, piszemy czesto u(x, A) = ug(x, A).

Gdy A = 0 jadro uy moze by¢ nieskoriczone, ale gdy A > 0, to oczywiscie uy(z, Z7) < %
Zauwazmy, ze uy(x, A) istotnie jest jadrem: o-addytywnos¢ wzgledem A wynika z twier-
dzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej (alternatywnie: twierdzenia Fubiniego),
za$ mierzalnos¢ wzgledem x jest konsekwencja mierzalnosci p,(x, A) wzgledem (¢, x) oraz
twierdzenia Fubiniego.

W przypadku A = 0 jadro potencjatu u(z, A) ma wazng interpretacje probabilistyczna:
mierzy S$redni czas przebywania procesu X; w zbiorze A, jesli x jest punktem startu. W
istocie: na mocy twierdzenia Fubiniego zachodzi

u(:z:,A):/Ooopt(a:,A)dt:/OOO]E’”(]IA(Xt))dt:]Ex (/OOO ﬂA(Xt)dt>,

zatem u(x, A) jest §rednig miara Lebesgue’a zbioru {t € [0,00) : X; € A}.
Motywacje do badania jader potencjalu (a takze do uzywania wlasnie takiej nazwy)
stanowi nastepujacy wynik.

PrZYKLAD 3.19. Dla ruchu Browna zachodzi

1 1
e 4) = T 0w / o2

gdy d > 3 oraz u(x, A) = oo|A| gdy d = 1 lub d = 2. Jadrem 0-potencjatu ruchu
Browna jest wiec jadro potencjatu Newtona.

W istocie, podstawiajac |z|%/(4t) = s, t = |z|?/(4s), dt = —|z|*/(4s®)ds, otrzymujemy

e’} 2 [e%}
—df2 a2ty 5y _ |7l 42 s 9
/0 (4mt)~Y%e dt 1272 sY%e s ds
r(g-1 r'(4)

2
e~ aa = pymiepe ~ U G)

By uzyskaé¢ zadany wynik, wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia Fubiniego:

u\zx, A) = / / 47t 7d/2€7|y*5‘7‘2/(4t)dydt — / dy
( ) 0 A( ) (d—2)wg S ly — x]d2
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Jak juz wspomniano, z nierownosci p;(z, Z°) < 1 wynika nieré6wnosé¢ uy(z, Z°) < %

Zachodzi zatem ||p,f|| < || f|| oraz |Jurf|| < S||If]| dla borelowskich funkeji ograniczonych

f.

LEMAT 3.20. Dla fellerowskiego prawdopodobienistwa przejscia p; oraz f € Co(Z),
A > 0 zachodzi uy f € Co(Z).

Dowdd. Jest to bardzo ogdlny fakt, ale udowodnimy go elementarnie w naszym kontekscie.
Sumy Riemanna

oo —
e Ak/n

90 =2

k=0

naleza do Cy(Z"), bowiem definiujacy je szereg jest jednostajnie zbiezny (norma supre-
mum wyrazu nie przekracza e /|| f||). Zachodzi

e (k+1)/n

s (1) = ga(@)] < 3 / N puf(x) — ey f () dt

k=0 k/n
o plkrm o

-y / e/ (XM, f— f)() e
k=0 7 k/n

0 (k+1)/n

<y / eI AR, L f fldt.
k=0 k/n

Poniewaz p, f dazy do f jednostajnie gdy ¢ — 0%, réwniez e *p, f dazy do f jednostajnie

gdy t — 0*. Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje wiec 6 > 0 taka, ze jesli ¢ € (0,0), to

e Mpif — fl| < e Jesli wige £ <6, to

o a(k+1)/n ey e > oy c c
f @)~ (@l <=3 [ e = 23 e = S S <
k=0 k=0
Zatem g, dazy jednostajnie do wuy f. U

LEMAT 3.21. Dla fellerowskiego prawdopodobieristwa przejscia p; oraz f € Co(Z)
zachodzi

lim [|huaf — f]| = 0.
A—00

Dowdd. Jesli f € Co(Z), to p.f dazy do f jednostajnie gdy ¢ — 0. Ponadto

st @) = ) = | [ 3 pus) - f(x))dt‘

0

) R I T
0 0
Wobec tego

urf — fll < / e~ lpsnf — Flids.
0

Funkcja podcatkowa ograniczona jest przez 2¢~° i dazy punktowo do zera gdy A — oo.

Teza wynika wiec z twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci ograniczone;j. O
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LEMAT 3.22. Dla fellerowskiego prawdopodobieristwa przejscia p; oraz f € Co(Z),
A, >0, X # p, zachodzi réwnanie rezolwenty

o = ).

upt, f = —

Dowod. W istocie, na mocy twierdzenia Fubiniego,

wu, f(z) = /000 e_’\tptuuf(x)dt = /OO /OO e Me M pup, f(x)dsdt

// “Mepsy,f(x)dsdt = // AR Dy, f(2)drdt
b

Oy, fladtdr = 5 [ (e e fayar

= 1 @) — 0 (@), =

LEMAT 3.23. Dla fellerowskiego prawdopodobienstwa przejécia p;, nieujemnej funkcji
f€Cy(Z), N =0 oraz g = uyf zachodzi e Mp,g(x) < g(z) dla wszystkich z € 2" i
t > 0 oraz

Jlim e™pg(x) = g(=).
Tam, gdzie g jest skonczona, zbieznosé jest jednostajna.

Dowdd. Zachodzi (na mocy twierdzenia Fubiniego)

_Atptg(x):/ e_A(tJ“S)thrsf(x)dS:/ e_Mprf(x)dT‘.
0 ¢

Na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej prawa strona ro$nie gdy
t — 07 do wartosci granicznej rownej uy f(z) = g(z). Gdy wartosé g(z) jest skoriczona,
mozna napisac

t

l9(2) — e Mprg(a)| = N, f(a)dr

</“‘WWJWW i1,
0

skad wynika zbieznosé jednostajna e *p.g do g. U

3.5. Funkcje ekscesywne. Jednym z podstawowych narzedzi teorii potencjatu proce-
sow Markowa sa funkcje ekscesywne. W pewnym sensie pelnig role funkcji nieujemnych
w teorii catki Lebesgue’a.

DEFINICJA 3.24. Nieujemna funkcja borelowska f o wartosciach w [0, co] nazywana
jest funkcjg A-ekscesywng dla rodziny fellerowskich prawdopodobienstw przejscia
pi(, dy), jesli e Mp,f(z) < f(x) dla wszystkich x € 2 it > 01 ponadto e Mp, f(x)
dazy do f(x) gdy t = 0. Gdy A =0, o funkcji f mowimy, ze jest ekscesywna.
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Ostatni wynik poprzedniej czesci oznacza zatem, ze jesli f € Co(Z7), f = 0 oraz
A > 0, to funkcja uyf jest A-ekscesywna. Jesli f jest Aj-ekscesywna i Ay = A, to
f jest Ap-ekscesywna. Ponadto funkcje stale sg zawsze \-ekscesywne: jesli f(z) = 1, to
pef(z) = pe(x, X) < 1 = f(x)iponadto dla dowolnego x € 2" istnieje funkcja g € Co(Z")
taka, ze g(y) < 1 oraz g(z) = 1, zatem

liminfp, f(2) > lim pig(z) = g(x) = 1.

LEMAT 3.25. Jesli X; jest procesem Fellera o prawdopodobienistwie przejscia p;, zas g
jest skoniczong funkcja A-ekscesywna, to proces e *g(X;) jest nieujemnym nadmar-
tyngatem.

Dowdd. Na mocy wtlasnosci Markowa
Em(e_/\(t—'—s)g(XS-&-t”ﬁS) = B_A(H_S)ptg(XS) < G_ASQ(XS)' O

Funkcji ekscesywnych moze byé¢ niewiele; mozna na przyktad udowodnié, ze dla jed-
nowymiarowego ruchu Browna ekscesywne s3 tylko funkcje state. Okazuje sie jednak, ze
gdy A > 0, klasa funkcji A-ekscesywnych postaci uy f (gdzie f € Co(Z") jest nieujemna)
jest juz dostatecznie bogata.

LEMAT 3.26. Istnieje przeliczalna rodzina funkcji g, € Co(Z") spelniajacych nastepu-
jace warunki: g, jest \,-ekscesywna dla pewnego A, > 0, za$ dla dowolnych z,y € 2~
istnieje n takie, ze g,(x) # gn(y) (a wiec rodzina funkcji g, rozdziela punkty prze-
strzeni Z").

Dowdd. Rozwazmy przeliczalng rodzine nieujemnych funkeji fr, € Co(Z), ktora rozdziela
punkty (na przyktad fy(z) = max{1l—d(xy,z),0}, gdzie {z} : k = 1,2,...} jest osrodkiem

Z"). Wowcezas rodzina muy, fr, gdzie k,m = 1,2, .. ., spelnia warunki lematu: mu,, f jest
m-ekscesywna, a jesli fi(x) # fr(y), to dla dostatecznie duzych m réwniez mu,, fr(z) #
mum fx(y) (bowiem mu,, fi dazy punktowo do fi gdy m — 00). O

3.6. Regulacja trajektorii procesu Fellera. Jesli g jest funkcja A-ekscesywna dla
prawdopodobienstw przejscia procesu Fellera X;, to proces Y; = e *g(X,) jest nieujem-
nym nadmartyngalem. Rozwazmy proces Y okreSlony wylacznie dla wymiernych war-
tosci s > 0. Z lematu Dooba wynika, ze z prawdopodobiefistwem P* jeden trajektoria
tak zawezonego procesu Y; ma w kazdym rzeczywistym argumencie ¢ > 0 lewostronng i
prawostrona granice (szczegoly sa tredcia ¢wiczenia na liScie zadan). Te sama wlasnosé
ma zatem proces g(X,) = €Y, (rowniez okreslony wylacznie dla wymiernych s > 0).

Moze sie wydawac, ze zbior tych zdarzen elementarnych, dla ktérych powyzsze granice
istnieja, moze nie by¢ mierzalny, bowiem granic jest nieprzeliczalnie wiele. Tak jednak nie
jest: istnienie tych granic jest rownowazne skorniczonej liczbie przejsé miedzy dowolnymi
dwiema liczbami wymiernymi (jak w lemacie Dooba), ktory to zbior zdefiniowany jest
przy pomocy przeliczalnych sum i przekrojow.

Niech g, bedzie rodzing funkcji A,-ekscesywnych, ktora rozdziela punkty przestrzeni
2. Wowcezas z prawdopodobienistwem P? jeden (w powyzszym sensie) trajektorie wszyst-
kich proceséw g, (X5), okreslonych wytacznie dla wymiernych s > 0, maja lewostronne i
prawostronne granice w kazdym rzeczywistym argumencie ¢ > 0.

Przypusémy, ze pewna granica jednostronna X, gdzie s > 0 sg wymierne i daza do
rzeczywistego ¢ > 0, nie istnieje. Istniejg wowczas dwa ciagi si, 7 liczb wymiernych,
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zbiezne do t z odpowiedniej strony, takie, ze granice = i y ciagéow X, oraz X,, istnieja,
ale sa rozne (tutaj z,y € Z). Niech g, bedzie funkcja, ktora rozdziela x i y, tj. g,(x) #
gn(y). Z powyzszego rozumowania wynika, ze g,(Xs) nie ma granicy jednostronnej gdy
s dazy do t z odpowiedniej strony.

Oczywiscie prawdziwe jest tez wynikanie przeciwne: jesli X ma granice jednostronna,
to g, (Xs) rowniez ma granice jednostronna. Udowodnilismy zatem, ze z prawdopodo-
biefistwem [P* jeden proces X, zawezony do wymiernych czaséw s > (0, ma granice
jednostronne w kazdym rzeczywistym argumencie ¢ > 0. Stanowi to glowny krok w
dowodzie nastepujacego rezultatu.

TWIERDZENIE 3.27. Niech X; bedzie procesem Fellera. Wéwczas istnieje zdarzenie
Qo o prawdopodobienistwie IP* jeden dla kazdego z € 2 takie, ze proces X, zawe-
zony do wymiernych czasé6w s > 0 ma granice jednostronne w kazdym argumencie
rzeczywistym ¢ > 0. OkreSlmy

lim X; gdy w € Qy,
% s—tt
X = seQ
00 w przeciwnym przypadku.

Wowezas X, jest wersjg procesu X, czyli
]];)Z‘(Xt = Xt) = 1

dla wszystkich ¢t > 0 oraz x € 2. W szczegdlnosci X, jest procesem Fellera o tych
samych prawdopodobiefistwach przejécia, co X;, a zmienne losowe X sa mierzalne
wzgledem (%, U {Q}). Dodatkowo X; z prawdopodobiefistwem P? jeden jest
prawostronnie ciagly i ma lewostronne granice w kazdym argumencie ¢ > 0.

Dowadd. Niech €y bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze wszystkie granice jedno-
stronne procesu X, s € [0,00) N Q, istnieja. Wiemy juz, Qg w istocie jest zdarzeniem
oraz P*(Q) = 1 dla wszystkich © € 2. Oczywiscie zmienna losowa X, jest mierzalna
wzgledem o-ciata %, powiekszonego o 2. Ponadto tatwo sprawdzié¢ (z definicji granicy
jednostronnej), ze

lim X, = lim |,
s—tt s—tt
se@Q 7°
lim X, = lim ,
s—t— s—t—
seQ Xs

a wiec faktycznie proces X, ma trajektorie prawostronnie ciggte z lewostronnymi grani-
cami. Pozostaje uzasadni¢, ze X, jest wersja procesu X;. Wiemy jednak, ze proces X,
jest stochastycznie ciagly. Jesli wiec s przebiega argumenty wymierne oraz s — ¢, to X
dazy z prawdopodobieristwem P? jeden do X, za$ wedlug prawdopodobieristwa P* do
X;. Teza wynika z réwnosci granic wedtug prawdopodobienistwa i prawie na pewno. [

DEFINICJA 3.28. Proces Markowa X; ma requlowane trajektorie, jesli jego trajektorie
sg prawostronnie ciggle i posiadaja lewostronne granice.

Odtad zawsze bedziemy rozwazali procesy Fellera o regulowanych trajektoriach. Udo-
wodnione wyzej twierdzenie orzeka, ze zalozenie to nie zmniejsza ogbdlnosci rozwazan:
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kazdy proces Fellera ma wersje o regulowanych trajektoriach. Przypomnijmy, ze procesy
Fellera o regulowanych trajektoriach maja mocng wtasno$¢ Markowa.

3.7. Kwazilewostronna cigglo§é. Intuicyjnie proces kwazilewostronnie ciagly to pro-
ces, ktory nie ma skokow w momentach, ktore mozna przewidziec.

DEFINICJA 3.29. Proces Markowa X; nazywany jest kwazilewostronnie ciggtym, gdy
ma nastepujaca wiasnos$é: jesli o, jest rosngcym ciggiem czaséw Markowa, zas o jest
granica tego ciagu, to dla dowolnego x € 2" z prawdopodobieristwem P jeden ciag
X, jest zbiezny do X, o ile tylko o < oc.

W teorii ogdlniejszych proceséw Markowa rozwaza sie rowniez ogolniejsza wiasnosé, w
ktorej zbiezno$¢ wymagana jest wylacznie wtedy, gdy o < (, gdzie ¢ jest czasem dojscia
procesu X; w 00.

Procesy kwazilewostronnie ciagte maja whasnosc P* (X, = X, ) = 1 dla kazdego x € 2~
oraz t > 0 — wystarczy rozwazy¢ deterministyczny ciag o, rosnacy do t. Oczywiscie nie
oznacza to jednak ciaglosci trajektorii: przekrdj nieprzeliczalnie wielu zdarzen {X; =
X;_} nie musi by¢ zdarzeniem o prawdopodobienstwie P* jeden.

LEMAT 3.30. Jesli E|X| < oo, E|X,, — X| dazy do zera gdy n — oo, %, jest rosnaca
rodzing o-ciat oraz # = o(|J.%,), to

lim B|E(X,|Z,) — E(X|Z)| =0.

Prawdziwe jest nastepujace wzmocnienie lematu: jesli X, jest zbiezny do X z prawdo-
podobienstwem jeden, to takze E(X,|.%#,) jest zbiezny do E(X|.#) z prawdopodobieri-
stwem jeden.

Dowdd. 7 twierdzenia Dooba wynika, ze jednostajnie catkowalny martyngal E(X|.%,)
dazy do E(X|Z) w L', czyli E|E(X|.%#,) — X| dazy do zera gdy n — co. Ponadto

E|E(X,|%,) — E(X|%#,)| < E(E(|X, — X||%,)) = E|X, — X| =0

gdy n — oo. U

TWIERDZENIE 3.31. Jesli X; jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to
X, jest kwazilewostronnie ciagly.

Dowdd. Niech o, bedzie rosnacym czasem czasow Markowa, za$ o jego granica. Wystar-
czy udowodni¢ teze twierdzenia dla skonczonych czasow o. W istocie, w ogdlnym przy-
padku wystarczy wtedy rozwazy¢ ciag min{o,, k} zbiezny do min{o,k} dla k =1,2,...

Niech E, = {0, < 0}. Wtedy zdarzenia E,, tworza ciag zstepujacy; oznaczmy czesé
wspoélng tych zdarzen przez E. Na dopelnieniu zdarzenia E zachodzi o,, = ¢ od pewnego
n, a wiec oczywiscie X, dazy do X,. Z kolei na zdarzeniu E ciag X, dazy do X,_.
Pozostaje zatem wykazaé, ze X,_ = X, na zdarzeniu FE.

Wiemy juz, ze E, € %, + N %,.. Niech t > 0 oraz f € Co(Z"). Z mocnej wlasnosci

Markowa (i mierzalnosci F,, wzgledem .%,, ) wynika, ze

Ew(f(Xcrnth)]lEn ﬁoﬁ) = ptf(Xcrn)]lEn
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z prawdopodobieristwem P* jeden. Obie strony sa ograniczone przez ||f|]. Gdy n — oo,
prawa strona powyzszej rownosci dazy z prawdopodobieristwem P? jeden do p, f(X,_)1g.
Zbadamy teraz granice lewej strony.

Zauwazmy, ze ciag Y, = f(X,, +¢)1g, jest zbiezny z prawdopodobieristwem P* jeden do
Y = f(X(o+1)-)1E gdy n — oo oraz ze ciag ten jest ograniczony przez || f||. Z twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej wynika, ze E|Y, — Y| dazy do zera gdy n — oc.
Niech .# bedzie najmniejszym o-ciatem zawierajacym wszystkie o-ciata .%, .. Na mocy
lematu zachodzi

E*[E (Y| Fo, 1) — E*(Y[F)[ = 0

gdy n — oo. Poniewaz granica w L' i granica z prawdopodobiefistwem 1 muszg by¢
réwne z prawdopodobienstwem 1, otrzymujemy

E*(f(X+n-)1elF) = pef(Xo-)1Eg

z prawdopodobienstwem P? jeden.

Gdy t — 0", prawa strona powyzszej rownosci dazy z prawdopodobieristwem P jeden
do f(Xo—)1g. Z kolei lewa strona dazy do E*(f(X,)1g|.#) w L' (bowiem f(X(y14-)1p
dazy do f(X,)1g z prawdopodobienistwem 1, a wiec tez w L'). Oznacza to, ze

B2 (f(X)1617) = F(X, )1p.
Zmienna f(X,_)1g jest jednak mierzalna wzgledem .7 : jest to granica zmiennych f(X,, )1g,,

za$ f(X,, )1, jest mierzalna wzgledem %, .. (W istocie mozna wykazac, ze f(X,_)lg
jest mierzalna wzgledem %, _, ale nie bedzie nam to potrzebne). Ostatecznie wiec

Ex(f(Xa)ﬂE|f) = f(XU—)lE-

Powyzsza réwnosé¢ zachodzi dla wszystkich f € Cy(Z7). Rozwazajac niemalejacy ciag
takich funkcji, zbiezny do 14 dla ustalonego zbioru otwartego GG, otrzymujemy

E*(1¢(X,) 1) = 16(X,_)1g.

W szczegdlnosci prawa strona powyzszej rownosci jest mierzalna wzgledem .%. Calkujgc
obie strony powyzszej rownosci na dopetnieniu zdarzenia {X,_ € G} N E (mierzalnego
wzgledem .7), otrzymujemy

P*(E, X, € G, X, € 2\ G) = 0.

Rozwazajac przeliczalng rodzine zbiorow G, ktora rozdziela punkty 2., otrzymujemy
P*(E, X, # X,-) =0, co konczy dowdd twierdzenia. O

Jak juz wiemy, konsekwencja kwazilewostronnej ciagtosci jest mierzalnosé czaséow wyj-
Scia.

TWIERDZENIE 3.32. Jesli X, jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to
czasy wyjscia Tp ze zbiorow otwartych i domknietych D sa czasami Markowa.

7 kwazilewostronnej ciggtoéci wynika prosta, lecz bardzo wazna wtasnos¢ czaséw wyj-
cia. Jej dowdd jest identyczny z dowodem mierzalnosci czasu wyjscia ze zbioru otwartego.
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TWIERDZENIE 3.33. Jesli X; jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, zas
zbior otwarty (lub domkniety) D jest suma wstepujacego ciagu zbioréw otwartych
lub domknigtych D,,, to 7p jest granicy ciagu 7p,, za$ X, jest granicy ciagu X,
na zdarzeniu {7p < co}. Ponadto jesli D jest zbiorem otwartym, to

o =inf{t >0: X, ¢ D lub X,_ ¢ D}.

Dodatkowo X, ¢ D na zdarzeniu {7p < oco}.

Dowadd. Pierwsza czeSé jest kopig dowodu twierdzenia orzekajacego, ze 7p jest czasem
Markowa. Aby udowodni¢ druga cze$é¢, wystarczy rozwazyé¢ wstepujacy cigg zbioréw
domknietych D,, zawartych w D i sumujacych sie do D. Woéwczas jesli 0 oznacza prawa
strone dowodzonego wzoru, to z jednej strony mamy o < 7p, z drugiej za$ dla kazdego
n zachodzi o > 1p, (bowiem jesli X; ¢ D, to X; ¢ D, za$ jesli X,_ ¢ D, to istnieje
s € (0,t) takie, ze X5 ¢ D,). Wystarczy wiec wykorzystac¢ pierwsza cze$é twierdzenia.
Ostatnia cze$¢ twierdzenia wynika z prawostronnej ciggtosci trajektorii: jesli 7p < oo
oraz X;, € D, to X, s € D dla dostatecznie matych s > 0, co przeczytoby definicji
TD- |

Jednym z najwazniejszych czaséw wyjscia jest czas zycia procesu.

DEFINICJA 3.34. Jesli X, jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to jego
czas zycia okreslony jest jako

(=719 =inf{t > 0: X; = o0}.

Wiemy juz, ze czas zycia ( jest czasem Markowa. Udowodnimy kolejne dwie wtasnosci
(. Pierwsza wynika wprost z ostatniego twierdzenia.

WNIOSEK 3.35. Jesli X; jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to
¢(=inf{t >0: X; = oo lub X;,_ = o0}.

Ponadto X, = oo, jesli tylko ¢ < co. Obie réwnosci zachodza z prawdopodobieri-
stwem IP? jeden dla kazdego x € Z .

Druga wtasno$¢ wynika z roli, jaka odgrywa punkt oo — jest to stan cmentarny, do
ktorego trafia proces po swojej $mierci.

TWIERDZENIE 3.36. Jesli X; jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to
z prawdopodobienstwem P” jeden zachodzi X; = oo dla wszystkich ¢ > (.

Dowdd. Z mocnej wlasnosci Markowa oraz rownosci X, = oo wynika, ze dla kazdego
t > 0 z prawdopodobiefistwem P* jeden zachodzi X.,; = co. Wobec tego z prawdopo-
dobienistwem P? jeden zachodzi X = 0o jednoczesnie dla wszystkich ¢t > 0, t € Q.
Pozostaje skorzysta¢ z prawostronnej ciggtosci trajektorii. O

Analogiczny argument dziala oczywiscie dla wszystkich = € 27 takich, ze p;(z,dy) =
0.(dy) dla wszystkich ¢ > 0. Nietrudna modifikacja pozwala analizowa¢ postoje w dowol-
nym punkcie x; jest to tematem jednego z ¢wiczen na liscie zadan.
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3.8. Operatory przesuniecia. Wtasnos¢ Markowa procesu X; wygodnie formutowaé w
postaci: dla ustalonego s > 0 proces Y; = X, jest takim samym procesem, co wyjsSciowy
proces X;, ale o rozkladzie poczatkowym zadanym przez rozklad X,. Analogicznie for-
mulowaé w tym jezyku mozna mocng wlasno$¢ Markowa. Wygodnie wiec wprowadzi¢
operacje skrocenia trajektorii o poczatkowy odcinek [0, s).

Z naszych zalozen nie wynika jednak, ze kazda trajektoria procesu Y; odpowiada pew-
nej trajektorii procesu X; (oczywiscie tak jest z prawdopodbienstwem P* jeden). Bedzie
to jeden z dodatkowych postulatow: zakladamy istnienie operatoréw przesuniecia, spel-
niajacych warunki nastepujacej definicji.

DEFINICJA 3.37. Opeartory przesuniecia ¥s to rodzina mierzalnych funkeji na prze-
strzeni zdarzen elementarnych 2, spetniajaca warunki X, = X; o ¥ oraz ¥, o ¥y =
Vs1e dla wszystkich s, ¢ > 0.

Na przestrzeni kanonicznej wystarczy przyjac ¥s(w)(t) = w(s +t). W ogélnym przy-
padku, jak juz wspomniano, 9, nie zawsze istnieje. Mozna jednak rozszerzy¢ €2 tak, aby
operatory przesuniecia ¥, zawsze istnialy: nalezy rozwazy¢ iloraz przestrzeni Q x [0, 00)
przez relacje réwnowaznosci:

(w1, 81) = (we, $2) wtedy i tylko wtedy, gdy X, 1¢(w1) = Xs,44(w2) dla wszystkich ¢ > 0.

Przy powyzszej definicji tatwo odpowiednio rozszerzy¢ definicje procesu X;, utozsamia-
jac zdarzenie elementarne w z para (w,0). Mozna wtedy wykaza¢, ze rozszerzenie to za-
chowuje wszystkie wlasnosci wyjsciowego procesu (wlasnosé Markowa, mocng wlasnosé
Markowa, kwazilewostronng ciagtosé). Niezbyt skomplikowane szczegoly tej konstrucji
pomijamy.

Gdy 7 jest czasem losowym, definiujemy operator przesuniecia 9, wzorem

(v (w) = 797'(w) (w>;

po prawej stronie wystepuje juz operator przesuniecia o deterministyczny czas. Zwro¢my
uwage, ze o ile ¥y, = ¥4 09, oraz v, = U, 0 ¥, to nie zachodzi ¥, = ¥, o ¥y ani
Voirr = Uy 09,. Zachodzi jednak wzor

190—&-70190 = 197' © 190~
W istocie, z definicji mamy

Voprov, (W) = Vo (w)+r9, ) (@) = V7@, ) (Vo) (W) = 9 (Vs (w)).

Powyzszy wzor bedzie stosowany do czasow wyjécia. Jest on w tym kontekscie bardzo
intuicyjny: jesli o i 7 to czasy wyjscia z A i B, to 7 o9, to czas pierwszego wyjécia z B
po pierwszym wyjsciu z A, liczac wlasnie od wyjscia z A.

Nietrywialnym problemem jest mierzalnosé ,: w ogélnym przypadku funkcja ta nie
musi by¢ mierzalna.

TWIERDZENIE 3.38. Jesli X, jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, zas
T czasem Markowa, to operator przesuniecia v, jest mierzalny (wzgledem o-ciata
Z ) 1 ponadto U1 odwzorowuje F, w F (7444

Dowdd. Zmienna X, o9, = X, jest mierzalna wzgledem % ;1. Oznacza to, ze dla
kazdego s € [0,1] i kazdego zbioru borelowskiego A zachodzi V;'({X, € A}) € F(rip.
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Standardowy argument dowodzi drugiej czesci twierdzenia. Pierwsza wynika za$ z drugiej:
Z jest najmniejszym o-cialem zawierajacym wszystkie o-ciata Z;. 0

Wygodnie czasem wprowadzi¢ miary P*, gdzie p jest dowolnym rozkladem prawdo-
podobieristwa na 2", opisujacym rozklad wartosci poczatkowej procesu — czy wrecz
dowolng nieujemng miara na 2 . Miary takie mozna zdefiniowa¢ wzorem

P(E) = /le P*(E)u(dx).

W tym celu trzeba jednak wiedzieé¢, ze P*(E) jest funkcja borelowska zmiennej x € 2.
Tak jest w istocie, gdy na przyktad X; jest procesem Fellera, a E zdarzeniem mierzalnym
wzgledem Z,,: wowczas rodzina zdarzen F, dla ktorych P*(E) jest borelowska, jest A-
uktadem, ktory zawiera m-ukltad zdarzen cylindrycznych {X;, € By, Xy, € By, ..., X;, €
B}, gdzie By, By, . .., B, sa zbiorami borelowskim (bowiem wiemy juz, ze p, f jest funkcja
borelowska dla dowolnej nieujemnej funkcji borelowskiej f).

Jesli proces X; ma mocng wlasno$¢ Markowa, to dla dowolnego czasu Markowa o proces
Y; = Xoit = Xy 00, (okreslony wytacznie na zdarzeniu {o < oco}) ma te same rozktady
skoniczenie wymiarowe wzgledem P*, co proces X; wzgledem P#, gdzie u jest rozktadem
X, (na zdarzeniu {o < oo}). Jesli wiec X; jest procesem Fellera, to Y; jest procesem
Fellera o poczatkowym rozktadzie p i tych samych prawdopodobienistwach przejscia, co
X;. W szczegolnosci oznacza to, ze Y; ma mocna wtasno$¢ Markowa. Ponadto oba
te procesy mozna przenies¢ (z doktadnoscia do zbioru o prawdopodobiefistwie zero) na
przestrzen kanoniczna i po tej operacji otrzyma sie identyczne procesy. Szczegoly tego
argumentu pomijamy; wygodnie natomiast mysle¢, ze odtad rozwazamy procesy okreslone
na przestrzeni kanonicznej.

Whioskiem z powyzszych rozwazan jest nastepujaca wersja mocnej wlasnosci Markowa:
jesli X, jest procesem Fellera, 7 jest czasem Markowa, @ jest dowolnym funkcjonatem od
procesu X;, mierzalnym wzgledem %, oraz ¢(x) = E*®, to

E*(® o0 d:[Fr1) = ¢(X7)

z prawdopodobienstwem P* jeden. W istocie: jesli ¢ zalezy od skorniczenie wielu zmien-
nych X; , Xy,,..., Xy, to powyzsza rownosé jest po prostu mocna wlasnoscia Markowa,
natomiast przypadek ogolny uzyskuje sie przez aproksymacje (klasa zdarzen E dla ktorych
rownos¢ zachodzi z & = 1g jest A-uktadem, ktory zawiera m-uktad zdarzen cylindrycz-
nych, a nastepnie dowolny funkcjonat ® mozna aproksymowa¢ jednostajnie funkcjonatami
prostymi). Wladnie tej wersji mocnej wlasnosci Markowa bedziemy uzywali w kolejnym
rozdziale.

3.9. Uzupelnianie o-cial. Na mocy prawa 0-1 Blumenthala, o-cialo %, sktada sie
wytacznie ze zdarzen o prawdopodobienistwie P* zero lub jeden. Z wilasnosci Markowa
wynika, ze %, rozni sie of %, o zdarzenia o prawdopodobienistwie P* zero, tzn. do-
wolne zdarzenie z .%;, mozna przyblizy¢ zdarzeniem z .%; z dokladnoscia do zdarzenia o
prawdopodobienstwie zero. Z mocnej wtasnosci Markowa wynika, ze analogicznie kazde
zdarzenie z czedci wspolnej wszystkich o-ciat %744 dla t > 0 mozna przyblizy¢ zdarze-
niem z .%,, z doktadnoscia do zdarzenia o prawdopodobieristwie zero.

Oznacza to, ze wygodnie jest rozwaza¢ o-ciala zupelne wzgledem miar P*: wtedy
F1 = F;. Nie bedzie to oczywiscie filtracja naturalna procesu Xy, ale roznica polegajaca
na uzupelieniu o podzbiory zdarzen o prawdopodobienstwie zero nie ma znaczenia dla
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naszych rozwazan (staranny dowod tej uwagi wymaga jednak przesledzenia wszystkich
dotychczasowych wynikow dotyczacych procesow Markowa).

Uzupelnienie o-ciala .# wzgledem pojedynczej miary P jest dobrze znang operacja:
rozwaza si¢ o-cialo FT zbiorow rozniacych sie od zdarzen z .# o zbiory P-zerowe (tj.
podzbiory zdarzenn E € .Z takich, ze P(E) = 0). Uzupekienie o-ciala .# wzgledem
rodziny miar P? to przekroj F wszystkich o-cial ZF”.

Czasem wygodniej jest rozwazacé o-ciala .#* zbioréw uniwersalnie mierzalnych, tj. uzu-
pelnienie wzgledem wszystkich mozliwych miar probabilistycznych na .. Okazuje sie,
ze takie uzupelnienie rowniez wystarcza do uzyskania prawostronnie ciagtej filtracji. Co
wiecej wystarcza ono tez do nastepujacego rezultatu, ktory podajemy wytacznie dla in-
formacji i bez dowodu.

TWIERDZENIE 3.39. Jesli .%; jest filtracja naturalng procesu Fellera X;, zas D jest
zbiorem borelowskim, to czas wyjscia 7p jest czasem Markowa wzgledem filtracji .%;".

Dowdd sprowadza sie w istocie do wykorzystania twierdzenia Choqueta o uniwersalnej
mierzalno$ci rzutoéw zbioréw borelowskich.

4. Elementy probabilistycznej teorii potencjatu

W tym rozdziale wprowadzone sa podstawowe pojecia teorii potencjalu w ujeciu pro-
babilistycznym. Przez caly czas zakladamy, ze X, jest procesem Fellera o regulowanych
trajektoriach. Cho¢ nie jest to konieczne, wygodnie mysle¢, ze X; jest okreslony na
przestrzeni kanonicznej.

4.1. Miary harmoniczne, funkcje Greena, funkcje harmoniczne. Jesli D C X jest
otwarty, to miarag harmoniczna nazywamy rozktad X; w chwili 7p. Z kolei funkcja Greena
mierzy czas spedzony w zbiorze do chwili 7p w podobny sposéb jak jadro potencjatu
mierzy calo$¢ czasu spedzonego w zbiorze. Oba te pojecia wiaza sie z procesem X,
zatrzymanym lub zabitym w chwili 7p.

DEFINICJA 4.1. Niech X; bedzie procesem Fellera, zas 7 — czasem Markowa. Pro-
cesem zabitym w chwili 7 nazywamy proces

e Xy gdyt <,
! oo gdyt>rT,
za$ procesem zatrzymanym w chwili 7 nazywamy proces Xpyingt,r}. Gdy 7 = 7p jest
czasem wyjscia ze zbioru otwartego D, to piszemy XtD zamiast X;7.

Prawdopodobienistwa przejscia procesu zabitego w chwili wyjscia z D oznaczamy
przez

ppi(z,A) = P*(X; € At < 7p).

Jadro Greena lub funkcja Greena zbioru otwartego D wzgledem X, to jadro potencatu
procesu zabitego, dane wzorem

un(e,A) = [ poate ) =B ([ 1aXe)as).
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Miarg harmoniczng zbioru otwartego D wzgledem procesu X; nazywamy zas
wp(z, A) =P*(X,, € A, 7p < ).
Ogodlniej, jesli A > 0, to okreslamy

[e’e) TD
up(z,A) = / e_”pp,t(:mA) =" (/ e_)‘s]lA(Xs)ds)
0 0

oraz

WD,A(:L‘a A) = Ex(e_ATD :H'{XTDEA,TD<OO}>'

W wielu miejscach w tym rozdziale korzystamy z konwencji f(oc) = 0. Dodatkowo w
powyzszej definicji, a takze wielu miejscach w dalszej czesci, dla wygody przyjmujemy
X = 00. Pozwala to pisa¢ P*(X, € A) oraz E*f(X,) w miejsce bardziej starannych
zapisow P*(X; € A, 7 < 00) oraz E*(f(X;)l{r<cc}). Pamietajmy jednak, ze granica X;
gdy t — oo zwykle nie jest oo (na przyklad gdy X; jest jednowymiarowym lub dwuwy-
miarowym ruchem Browna), zatem nalezy powyzsza konwencje traktowa¢ ostroznie.

Jak sie wkrotce przekonamy, w przypadku ruchu Browna powyzsze pojecia uogoélniaja
definicje wprowadzone analitycznie w pierwszym rozdziale. Wprost z definicji wynikaja
nier6wnosci

Ponadto 7p o ¥y = s + 7p na zdarzeniu {s < 7p}, zatem

pD73+t(£U,A) = EI(PI(Xt+5 S A, s+t < TD)‘str)
=E*(P*(X; 09 € At < 71p oV, s < Tp|Fsy))
= E*(P*(X; 005 € At < 7p o] Fey)Llscrp)-

Na mocy (mocnej) wlasnosci Markowa zachodzi wiec

pD,s+t(xa A) = ]E"’*“(pm(Xs, A)1s<m) = PD,sPD,t(% A)-

Zatem w istocie pp; jest prawdopodobienstwem przejécia; nie zawsze jednak jest to fel-
lerowskie prawdopodobienistwo przejscia. Mamy réwniez up(z, A) = 0 gdy = ¢ A lub
AND =01 oczywiscie

EITD = uD(x7D> = uD<:U7 Jm’/)

Podobnie wp(x, A) = ,(A) dla = ¢ D oraz wp(z, A) =0 gdy A C D.

Wygodnie pamietaé¢ o intuicyjnym znaczeniu wprowadzonych wyzej jader: pp:(z, A)
to prawdopodobienstwo przejscia z x do A w czasie t bez wychodzenia z D. Przy tej
interpretacji jest jasne, ze pp spp+ = Ppsit- Podobnie up(x, A) to sredni czas spedzony
w A przez proces X; startujacy z x do czasu wyjscia z D, natomiast wp(z, A) opisuje
rozktad X; w chwili wyjscia z D. Majac to na uwadze, tatwo napisa¢ dowod kolejnego
twierdzenia. Jego pierwsza cze$¢ jest rodzajem réwnosci Chapmana-Kolmogorowa dla
miar harmonicznych.
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TWIERDZENIE 4.2. Jesli B i D sa zbiorami otwartymi oraz B C D, to wp = wpwp
oraz up = ug + wpup, czyli

wp(x,A) = / wp(y, A)wp(z, dy)
oraz .
up(xz,A) = ug(z, A) + /% up(y, A)wp(x, dy).
Analogiczne wzory zachodzg dla wp ) oraz up .

Dowdd. Obie te réwnosci sg konsekwencja wlasnosci
Tp =Tp +Tp oV,

(w szezegolnosei wiec 75 < 7p) i mocnej wlasnosci Markowa. W istocie, piszac dla
przejrzystosci X (t) zamiast X;, mamy

X(7p) = (X 002,)(1p — 78) = (X 0 0,)(7p 0 ¥ry) = (X(7D)) © Uy
Oznacza to, ze na mocy mocnej wlasnosci Markowa,
wD<x7A) = ]Pm(XTD < A) = ]Px((XTD> © 197'8 < A) = ]Ex(]Px«XTD) © 797’13 < A‘gﬂ3+))
= Em(wD(XTB, A)) = ]E#MD(X(), A)

Analogicznie

up(z, A) — up(z, A) = E* ( /BD ILA(XS)ds> _E ( /0 (X, o ﬂTB)dt)

_ e <(/0D lA(Xt)dt) o %) — (/OD ]1A(Xt)dt> — B (up(Xo, A). O

DEFINICJA 4.3. Funkcja borelowska f okreslona na 2  nazywana jest funkcjg har-
moniczng w zbiorze otwartym D wzgledem procesu Xy, jesli dla dowolnego zbioru B
ktorego domkniecie jest zwarte i zawiera sie w D zachodzi wpf = f, czyli

#(z) = /f fWws(x, dy) = B f(X,,).

Funkcja f jest reqularnie harmoniczna w D wzgledem X, jesli powyzsza réwnosé
zachodzi dla B = D.

Przyktadem funkcji (regularnie) harmonicznej jest zatem f = wpg dla dowolnej funkcji
borelowskiej g (o ile f jest poprawnie okreslona i skoriczona). W istocie, jesli B C D (by¢
moze B = D), to

wpf =wp(wpg) = (wpwp)g = wpg = f.

Podkre$lmy, ze zakladamy tu wytlacznie, ze catki wystepujace w definicji wpg sa skon-
czone. Powyzsza rownosé stanowi tez dowod kolejnego wyniku.

TWIERDZENIE 4.4. Funkcje regularnie harmoniczne s harmoniczne.
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4.2. Generator procesu. Jesli p(t) jest ciagla, ograniczona funkcja rzeczywista, spet-
niajaca réownanie p(t)p(s) = p(t + s), to p(t) = e'* dla pewnego L < 0. Ponadto
Jo e Mp(t)dt = (A — L)~ gdy A > 0. Wynik ten, przy odpowiedniej interpretacji, za-
chodzi w duzo ogolniejszym kontekscie, gdy p(t) jest mocno ciagla potgrupa operatorow
na przestrzeni Banacha; zadowolimy sie jednak wersja dla potgrup fellerowskich.

Niech p; bedzie fellerowskim prawdopodobienstwem przejscia i niech u) oznacza jadro
A-potencjatu. W tej czesci traktujemy p; i uy jako operatory, nie jako jadra. Zgadujemy,
ze istnieje operator L taki, ze u) jest odwrotnym do AId —L. Z rownania rezolwenty
wynika, ze jesli A, u > 0, X\ # u, to

Uy f = urf + (A= pusu, f = un(f + (X = p)u,f).

Powyzszy wzér ma dwie konsekwencje. Po pierwsze, jesli u,f = 0, to uxf = 0 dla
wszystkich A > 0, przez co f = limy_,o(Aupf) = 0; zatem w, jest operatorem roézno-
warto$ciowym na Cy(Z"). Po drugie wszystkie operatory u, maja ten sam obraz, ktory
oznaczamy dom(L) — jest on bowiem dziedzina operatora L, ktory okreslamy nastepu-

jaco.
DEFINICJA 4.5. Jesli uy jest jadrem A-potencjatu fellerowskiego prawdopodobienstwa
przejscia, to okreslamy
Luyf = Aunf — f
dladx>01feCy(Z).

Okreslenie to nie zalezy od A znéw na mocy réwnania rezolwenty: jesli u,f = uxg = h,
tog=f+A—pu,f=f+(\A—ph, zatem

A — g = ph— f.

Zauwazmy wreszcie, ze dom(L) jest gesta podprzestrzenia Cy(Z"), bowiem dla dowolnego
f € Co(Z) zachodzi Auyf € dom(L) dla wszystkich A > 0 oraz Auy dazy do f gdy
A — oo. Zazwyczaj dom(L) jest wlasciwa podprzestrzenia Cy(2"): mozna wykazaé, ze
dom(L) = Co(Z") wtedy i tylko wtedy, gdy L jest operatorem ograniczonym na Cy(2") i
w takim przypadku trajektorie X; sa kawatkami state, a wiec X; jest tancuchem Markowa
z czasem ciagltym.

Powyzsza definicja nie jest standardowa: zwykle definiuje sie operator L jako prawo-
stronng pochodna p, f w zerze. Wykazemy, ze ta standardowa definicja jest rownowazna
przedstawionej powyzej.

TWIERDZENIE 4.6. Jesli L jest generatorem fellerowskiego prawdopodobienstwa
przejscia p;, to

Lf = lim & (f = /),

dla wszystkich f € dom(L). Co wiecej, f € dom(L) wtedy i tylko wtedy, gdy
f € Co(Z) i powyzsza granica istnieje w Cy(Z").

Dowdd. Jesli h € dom(L) i A > 0, to h = uy f dla pewnego f € Cy(Z"), zatem

ple) = [ty = [T flad = nio) - [T
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Wobec tego

_ As ] L [°
psh(z) —h(z) e h__/°@wﬂanMr
0

S S S

Skoro p;f dazy do f jednostajnie gdy t — 01, otrzymujemy
lim s '(psh — h) = A\h — f = Lh;

s—07F
w istocie, s71(e** — 1)h dazy do Ah, (A\s)~1(e* — 1)f dazy do f, za$
‘ 1

5 1
s -
S Jo

<—/<ﬂszf—fwr
S Jo

1
—/ MU= p., f — flldg
0

dla wszystkich = € 27, zas prawa strona dazy do zera na mocy twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznosci ograniczonej. Dowodzi to pierwsze] czesci twierdzenia.

Przypusémy teraz, ze h € Co(2"), granica s~1(psh — h) istnieje w Co(2") i jest rowna
g. Jak poprzednio,

w7 ek = W)a) = S () - 2 / N, hz)dr,
0
wiec z ciaglosci uy otrzymujemy
uxg = A\uxh — h.
Innymi stowy, h = uy(g — Ah). W szczegdlnosci zatem h € dom(L). O

Kolejne dwa wyniki nie beda nam potrzebne, ale sa uzyteczne i ciekawe. 7 nasze]
definicji generatora wynika, ze dla dowolnego A > 0 obrazem operatora A\Id —L (okreslo-
nego na dom(L)) jest Co(Z"). Oznacza to, ze operatora L nie mozna istotnie rozszerzy¢
(czyli okresli¢ na przestrzeni istotnie wiekszej niz dom(L)) w taki sposob, aby operator
A1d —L pozostal réznowartosciowym odwzorowaniem dziedziny w Cy(27). Dowodzi to
nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.7. Niech L bedzie generatorem fellerowskiego prawdopodobienstwa
przejscia py, zas L jego rozszerzeniem (okreslonym na dziedzinie dom(L) i o war-
tosciach w Co(2")) speliajacym zasade dodatniego maksimum: jesli f € dom(L)
oraz f(zo) = sup{f(z) : = € Z}, to Lf(zo) < 0. Wowezas [ = L (tzn.

dom(L) = dom(L)).

Dowadd. Wystarczy dowiesé, ze operator taki spetnia warunek omowiony przed sformuto-
waniem twierdzenia. Niech A > 0, f € Co(Z") oraz ||f|| = cf (o), gdzie |¢| = 1 (taki
punkt z( istnieje na mocy zwartosci 2 ). Wtedy c¢(Af(xo) — Lf(zo)) = A f(xo)| —
Licf)(xo) = A f(zo)| = ||f]l. Jesli wiec f # 0, to \f — Lf # 0, czyli A\Id—L jest

roznowartosciowy. O

Warto podkresli¢, ze generatory fellerowskich prawdopodobiefistw przejécia spetniaja
zasade dodatniego maksimum: uzasadnienie jest czesciag dowodu kolejnego wyniku.
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WNIOSEK 4.8. Jedli p; jest fellerowskim prawdopodobienistwem przejécia o generato-
rze L, f,g € Co(Z") oraz

. puf(x) - f(=@)
1 nmn ——— =
ti0+ t 9(z)
dla kazdego v € 2, to f nalezy do dziedziny L oraz Lf = g, a wiec zbieznos¢ w

powyzszej granicy jest jednostajna wzgledem x € 2.

Dowdd. Niech Lf = g gdy spetnione sg zalozenia wniosku. Oczywiscie L jest rozszerze-

niem L, ponadto jesli f € dom(L) oraz f(xo) = sup{f(z) : 2 € Z'}, to pif(20) < f(wo),
a wiec Lf(zg) < 0. 0

7 naszego punktu widzenia najwazniejszym wynikiem dotyczacym generatora jest na-
stepujacy rezultat.

TWIERDZENIE 4.9 (wzér Dynkina). Niech X; bedzie procesem Fellera o regulowanych
trajektoriach, 7 czasem Markowa, u) odpowiadajacym mu jadrem potencjatu, zas L
generatorem.

(a) Jesli A> 01 f € Co( &), to
E®(e ™ uyf(X,)) = urf(z) — E® ( /O Y f(Xt)dt> .
(b) Jesli A > 0i f € dom(L), to
B (e F00) = ) + B [ ML) = M)

(c) Jesli f € dom(L) oraz E*T < oo, to

E*f(X,) = f(z) + E® (/T Lf(Xt)dt) :

0

Dowad. Pierwsza czeSé jest prosta konsekwencja definicji i mocnej wlasnosci Markowa:

onflo) = ([T g+ e [T e a)

0 0

= E” (/0 e‘”f(Xth) + E° (e‘AT]E“” (/OOO e Mf(X, 0 ﬂT)dt|%+>)
= E” ( /0 Cen f(Xth) + E* (e Mup f(X3)).

Druga czes¢ wynika z pierwszej zastosowanej do funkcji ¢ = A\f — Lf. Z kolei aby
uzyskaé¢ ostatnia, nalezy przejé¢ do granicy gdy A — 07. Wtedy e " dazy do 1 (na
zdarzeniu {7 < oo}), a wiec na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej
E*(e ™ f(X,)) dazy do E*f(X,). Podobnie A\e ™ dazy do zera, a wiec ponownie na
mocy twierdzenia o zbieznosci ograniczonej

lim E* (/ )\e‘”f(Xt)dt> = 0.
0

A—01
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Wreszcie e dazy do 1, a wiec, kolejny raz na mocy twierdzenia o zbieznosci ograniczonej,

Jim T (/0 eMLf(Xt)dt) =E” </0 Lf(Xt)dt>.

To dowodzi zadanej rownosci. U

7. dowodu jasno wynika, ze w niektorych sytuacjach wzoér Dynkina wymaga stabszych
zalozen. Jesli na przyktad jadro potencjalu u(z,-) jest miara skonczona na zbiorach
zwartych, to warunek E*T < oo mozna ostabi¢ do P*(7 < oc0) = 1.

Jednym z najwazniejszych zastosowan wzoru Dynkina jest nastepujacy wynik, wyra-
zajacy do pewnego stopnia miare harmoniczng przez funkcje Greena i generator.

WNIOSEK 4.10. Niech X; bedzie procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, zas
Tp czasem wyjscia ze zbioru otwartego D. Jesli E*rp < oo oraz f € dom(L), to

wpf(x) = f(x) +upLf(z).

Mozliwy jest rowniez opis generatora przy pomocy miar harmonicznych. W wielu sytu-
acjach jest on wygodniejszy niz definicja wykorzystujaca prawdopodobienstwo przejscia.

DEFINICJA 4.11. Niech X; bedzie procesem Fellera o regulowanych trajektoriach i
niech 7p oznacza czas wyjscia ze zbioru D. Przypusémy, ze punkt x € 2 nie jest
stanem pochtaniajgcym, a wiec P*(7(,;3 < 0o) = 1. Méwimy, ze funkcja borelowska f
nalezy do dziedziny dom, (£) operatora Dynkina w punkcie z, jesli istnieje granica w
definicji operatora Dynkina w x:
Sf(l’) = lim E f(XTB) _ f(l’)
B—{x} E*rp

Tu granica przy B — {z} oznacza granice po wszystkich ciagach zbioréw otwartych
By, ktorych przekrojem jest {z} i ktorych srednice maleja do zera gdy n — oc.
W przypadku, gdy x jest stanem pochlaniajacym oraz E®f(X,,) jest poprawnie
okreslona dla pewnego otoczenia B punktu z, okreslamy £f(x) = 0. Jesli f €
dom, (£) dla wszystkich « € D, to piszemy f € domp(L). Gdy D = 2", piszemy po
prostu f € dom(£).

W jezyku miar harmonicznych i funkcji Greena operator Dynkina dany jest wzorem

) 1 “2I@) = 1@

B—{z} upl(x)

gdzie upl(x) = up(z, Z"). Wprost z definicji wynika, ze jesli f jest harmoniczna w D,
to f € domp(L) oraz £f(x) = 0 dla z € D. Ponadto jesli f = upg dla pewnej funkeji
g ciagltej w x € D (i takiej, ze f jest poprawnie okreslona i skorficzona), to f € dom,(£)
oraz £f(x) = —g(z). W istocie, na mocy mocnej wlasnosci Markowa (jak w dowodzie
wzoru Dynkina),

B

E*f(X,,) = f() — EF / g(X)dt.

0
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a wiec

]Exf(XTB) B f(ZL‘)

1
Eorr —g(z)

ECBTB

Er / 7190 — g(@)ldt < sup{lgly) — 9(a)] < y € BY.

Er / " (9(x) - gla))dt

~X
]EITB

Gdy B — {z}, prawa strona dazy do zera. Analogiczny argument wykorzystany zostanie
w dowodzie lematu Dynkina.

Jak juz wspomnieliSmy, operator Dynkina jest §cisle zwigzany z generatorem. Aby to
udowodnié, potrzebny jest pomocniczy wynik, ktory sam w sobie jest interesujacy.

LEMAT 4.12. Niech X; bedzie procesem Fellera o regulowanych trajektoriach. Jesli
stan x € 2" nie jest pochlaniajacy, to E*7p(,,) < oo dla dostatecznie matych r > 0.

Dowdd. Niech f € Cy(Z") spelnia warunki f(x) = ||f]| oraz f(y) < f(x) gdy y # z; na
przyktad f(y) = max{l — d(z,y),0}. Rozwazmy A > 01 g = Au,f. Wtedy g € dom(L)
oraz Lg = \g — f.

Skoro x nie jest pochlaniajacy, zachodzi p;(z,{z}) < 1 dla prawie wszystkich ¢ > 0
(dowod tego faktu jest trescig jednego z ¢wiczen), a wiee uy(x, {z}) < +. Oznacza to, ze
g(z) < 5 f(x), zachodzi bowiem

9(x) —ur(z,{x})f(x) —/ { }f(y)ux(l’,dy) < flw)ua(z, 27\ {z}).
Wobec tego Lg(z) < 0. Skoro Lg jest funkcja ciagla, przy e = —3Lg(x) zachodzi
Lg(y) < —e dla y w pewnym otoczeniu B(z,r) punktu x. Oznacza to, ze dla kazdego
t > 0, przy oznaczeniu 7 = min{7p(g),t}, zachodzi

T —Lg(X
E*r < Em/ Mds.
0 €

Na mocy wzoru Dynkina otrzymujemy

1 gz
B < L(g(e) - Eg(X,) < 2
Gdy t — 00, lewa strona nieréwnosci dgzy do E*7p(,, na mocy twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznosci monotonicznej; prawa za$ nie zalezy od ¢. To dowodzi skoniczonosci E*7p(y ).

g

TWIERDZENIE 4.13 (lemat Dynkina). Niech X, bedzie procesem Fellera o regulo-
wanych trajektoriach, bez stanéw pochlaniajacych. Wowcezas f jest w dziedzinie
generatora L procesu X; wtedy i tylko wtedy, gdy f € Co(Z), f jest w dziedzinie
operatora Dynkina £ procesu X; oraz £f € Co(Z). W tym przypadku zachodzi
Lf(x) = £f(z) dla wszystkich z € 2.

Dowdd. Jesli f € dom(L) i B jest zbiorem otwartym takim, ze E*rp < 0o, to na mocy
wzoru Dynkina zachodzi

E*f(X,,) = f(z) + / Y LR(X,)dt.
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Oznacza to, ze

IO I ) = | [ st - s
< g [ I ~ L@l < sup{I L)~ L1 sy € B

Wystarczy teraz skorzystac z ciagtosci Lf.

Aby udowodni¢ druga cze$¢ twierdzenia, napiszmy Lf = g gdy spelnione sa warunki
opisane w twierdzeniu. Na mocy pierwszej czgsci, L jest rozszerzeniem L. Z drugiej strony
L spelnia zasade dodatniego maksimum. Oznacza to, ze L = L, tak, jak zadano. U

W odréznieniu od definicji generatora wykorzystujacej prawdopodobienistwa przejscia
py, definicja operatora Dynkina jest lokalna: gdy X; ma ciggle trajektorie, to definicja
L£f(x) zalezy wyltacznie od wartosci f w dowolnie matym otoczeniu punktu x. Zupekie
inaczej jest w przypadku generatora: tam wazne sg wartoéci f w catej przestrzeni.

PRZYKELAD 4.14. Jedno z zadan na ¢wiczeniach polega na wykazaniu, ze generator
ruchu Browna w R? na funkcjach klasy C2(IR?) jest po prostu operatorem Laplace’a.
Funkcja f(z) = 1 jest oczywiscie harmoniczna i £f = 1, ale f nie jest w dziedzi-
nie L. W tym wypadku jednak p;f = f, zatem ¢t '(p.f — f) dazy do zera (nawet
jednostajnie). Jesli d > 2, to harmoniczna jest jednak rowniez na przyktad funkcja
g(z) = Reexp(exp(z1 + ix2)). Poniewaz jednak g(z) > exp(5 exp(z1)) gdy |z2| < 3,
funkcja p;g nie jest w ogble poprawnie okreslona, zatem nie mozna moéwi¢ nawet o
punktowej granicy ¢t~ !(p;g — ¢g). Mimo to g € dom(£) i oczywiscie £g9 = Lg.

Lokalno$é¢ operatora Dynkina przejawia sie rowniez w inny sposob: gdy proces X; ma
skoki, definicja £f(x) moze zaleze¢ od wartoSci f na calej przestrzeni 2, ale zalezy
od zachowania procesu X; wytacznie do chwili wyjscia z dowolnie matego otoczenia x.
Wtasnie ten fakt pozwolil wykaza¢, ze £f = 0 w D gdy f jest harmoniczna w D oraz
Lf = —gw D gdy f = upg i g jest ciagta w D (oraz f jest poprawnie okreslona i
skoriczona).

Okazuje sie zatem, ze funkcja

f(2) = —upg() + wph(z) = —EF / Y g(X)ds + EFR(X,,)

stanowi rozwigzanie uogolnionego zagadnienia Dirichleta—Poissona

Lf(z)=g(x) dlaze D,
f(z)=h(z) dlazxze 2 \D.

W przypadku ruchu Browna £ zgadza sie z operatorem Laplace’a, zatem powyzsze za-
gadnienie jest po prostu klasycznym zagadnieniem Dirichleta—Poissona.

Oczywiscie pozostaje pytanie o regularno$é¢ znalezionego przez nas rozwigzania, w
szczegOlnosel — o ciaglo$é na brzegu. Wiaze sie to z pojeciem regularnosci punktow
brzegowych i w ogdlnosci jest to skomplikowane zagadnienie. W przypadku wielu proce-
sow, w szczegdlnosci dla ruchu Browna w R?, mozna sformulowaé proste geometryczne
warunki dostateczne dla regularnosci punktu brzegowego; najbardziej klasycznym jest
warunek stozka zewnetrznego. Nas zadowoli twierdzenie w ponizszej postaci.
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DEFINICJA 4.15. Punkt x € 2 nazywany jest punktem regularnym dla zbioru F' jesli
P*(Tr =0) =1,
gdzie
Tr=inf{t >0: X, € F}

jest czasem trafienia w F.

Nalezy podkresli¢, ze w definicji Tr wystepuje ostra nieréwnos¢ ¢ > 0. W przeciwnym
razie wszystkie punkty F' bylyby regularne.

TWIERDZENIE 4.16. Jesli X; jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, D C
2 jest zbiorem otwartym i kazdy punkt brzegu D jest regularny dla 2"\ D, g jest
funkcja ciagta taka, ze upg jest poprawnie okreslona i skoriczona na D, za$ h jest
funkcja ciagta taka, ze wph jest poprawnie okreslone na D, to wzor

#(%) = —upg() + wph(z) = —E? / 7 g(X)ds + EFR(Xy)

okresla rozwigzanie uogolnionego zagadnienia Dirichleta—Poissona

Lf(x) =g(x) dlaxe D,
flz)=h(z) dlaze Z\D,

przy czym f jest funkcja ciagla na 2.

[do uzupetnienia; potrzebne dodatkowe zatozenia. | O

DEFINICJA 4.17. Proces stochastyczny A; o wartosciach rzeczywistych nazywany
jest funkcjonatem addytywnym wzgledem filtracji .%;, gdy zmienna A; jest mierzalna
wzgledem %, dla kazdego t > 0 oraz

As+t = As + At © 195
jesli 0 < s < s+ t. Tu Y, jest operatorem przesuniecia.
Proces stochastyczny M; o warto$ciach nieujemnych jest funkcjonatem multiplika-

tywnym wzgledem filtracji .%;, jesli zmienna M; jest mierzalna wzgledem %;, dla
kazdego t > 0 oraz

Ms—l—t:Ms'Mtoﬁs
gdy 0 < s < s+ t.

4.3. Funkcjonaly addytywne i multiplikatywne. Oczywiscie A; jest funkcjonatem
addytywnym wtedy i tylko wtedy, gdy M; = exp(—A;) jest dodatnim funkcjonalem
multiplikatywnym. Przyktadem funkcjonalu addytywnego wzgledem filtracji naturalnej
procesu Fellera jest

4= /0 (s,

gdzie f jest (na przyktad) ograniczona funkcjg borelowsks. Funkcjonal multiplikatywny
M,; = exp(—A;) jest w tym wypadku nazywany funkcjonalem Feynmana-Kaca. Innym
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waznym przykladem funkcjonatu multiplikatywnego jest My = 1y ,)(t), gdzie T jest cza-
sem Markowa.

Funkcjonaty addytywne wykorzystywane sa do réznych celow: pozwalaja badacé poten-
cjaly niektorych miar (a nie tylko funkcji) w duzej ogolnosei; w tym kontekscie pozwalaja
tez na Scisty opis czasu lokalnego procesu w punkcie; pozwalaja na opis losowej zmiany
czasu procesu (jak w transformacie Girsanowa). Omowimy krotko ostatnie zastosowanie.

Jesli proces Fellera X; traktujemy jako opis ruchu czastki, zag A; jest rosnacym funk-
cjonatem addytywnym wzgledem filtracji naturalnej procesu X;, to mozemy traktowaé
Ay jako czas wewnetrzny czastki. Innymi stowy chcieliby$my rozwazaé proces Y taki, ze
Y4, = X;. Wygodniej jest jednak czasem nie okresla¢ tego procesu, a pracowaé z para
(X, Ay). Jadro potencjatu takiej pary (lub réwnowaznie: procesu Y;) dane jest przez
catke

UA7/\(.%', A) = Ez/ eiAAt]lA(Xt)dAt
0

(uwaga: jest to co innego niz potencjal funkcjonatu addytywnego, definiowany jako war-
tos¢ oczekiwana catki z e~ wzgledem miary dA;). Mozna sprawdzi¢, Ze uy 4 spelniaja
roOwnanie rezolwenty i zachodzi wzor Dynkina: jesli 7 jest czasem Markowa, A > 0 oraz
f € dom(L), to

E*(e M (X)) = f(z) + EF / e MLF(X,)dt — B / e MINF(X,)dA,.

0 [0,7)
Wazne w tym wzorze jest to, ze f ma naleze¢ do dziedziny generatora wyj$ciowego pro-
cesu X;, a nie procesu ze zmienionym czasem. Powyzszy wzér mozna interpretowacd
nastepujgco: generatorem procesu ze zmienionym czasem Y; powinien by¢ operator
Laf(z) = lim E*/(X) = f(#) :

t—0t At

W przypadku, gdy A; = f(f a(X;)ds dla pewnej ciagtej funkcji a(z), otrzymujemy

Laf(z)= [;JZS) :

Jednak nawet gdy a jest funkcja ciagla, dziedzina generatora procesu Y; moze by¢ skompli-
kowana i powyzszemu wzorowi trudno nada¢ $ciste znaczenie. Z tego powodu wygodniej
jest pracowac z para (X;, A;).

Funkcjonaty multiplikatywne pojawiaja sie przede wszystkim we wzorach Feynmana—
Kaca. Jesli X; jest procesem Fellera opisujacym ruch czastki, zas M; funkcjonatem mul-
tiplikatywnym wzgledem filtracji naturalnej procesu X;, to M; mozna traktowac¢ jako
zmieniajaca sie mase czastki w chwili . Wowcezas naturalne jest uwzglednienie tej masy
w opisie ewolucji czastki. Wprowadza sie zatem nowe jadra przejécia i jadra potencjatu

pM,t(‘TJ A) = Ew(Mt]]-A<Xt))7 UA{(.I, A) = / pM,t(I7 A)dt
0

Dla uproszczenia zajmiemy sie wylacznie malejacymi funkcjonatami multiplikatywnymi:
w tym przypadku mozna mysleé¢, ze czastka nie zmienia masy, ale zanika z pewna inten-
sywnoscig (zalezacg od polozenia) i M; to warunkowe prawdopodobieristwo (pod warun-
kiem %), ze czastka przetrwala do chwili t. W tej sytuacji mozna okresli¢ (na odpowied-
nio powiekszonej przestrzeni probabilistycznej) podproces Y; taki, ze P*(Y; = Xy|.%;) =
M, oraz P*(Y; = 0o|.%#;) = 1 — M,. Znoéw zamiast bada¢ podproces Y; czesto wygodniej
jest pracowaé z para (X;, M;) — z tych samych powodéw, co w przypadku funkcjonatow
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addytywnych. Zachodzi bowiem na przyktad wzoér Dynkina z funkcjonatem multiplika-
tywnym:

E*(M,-f(X) = f(0) + B | MLF(X)dt~E* [ f(x)aM,

0 [0,7)

Co ciekawe, jest to ten sam wzor, co wzor Dynkina z funkcjonalem addytywnym (w
przypadku, gdy M, jest dodatnim funkcjonalem multiplikatywnym i A, = —XIn(M,)).
Tym razem jednak interpretacja jest inna: generatorem podprocesu Y; powinien by¢
operator

Luf(0) = L) +  Jim f(@).

t—0t

E*M, — 1)

Gdy M, = exp(fot V(X;)ds) dla pewnej funkcji ciagltej V', otrzymujemy
Ly f(z) = Lf(x) +V(z)f(z).

Powyzszy operator nazywany jest operatorem Schridingera z potencjatem V (z), za$ iden-
tyfikacja polgrupy generowanej przez ten operator oraz poélgrupy o jadrze pys, to stynny
wzor Feynmana-Kaca.

W powyzszych rozwazaniach ignorowaliSmy szczegdly techniczne i nie dowodziliSmy
zadnych twierdzen: material ten niestety wykracza poza ramy tych notatek.

4.4. Struktura generatora procesu Fellera. Generator procesu Fellera jest skompli-
kowanym obiektem: zwykle bardzo trudno opisa¢ jego dziedzine. Mimo to czesto znana
jest posta¢ Lf(x) w przypadku, gdy f jest odpowiednio regularne. Tak jest na przy-
ktad, gdy X; jest procesem Lévy’ego, czyli jednorodnym w przestrzeni procesem Fellera
o wartoéciach w R? (inaczej: jednorodnym w czasie i stochastycznie ciagtym procesem o
przyrostach niezaleznych).

TWIERDZENTE 4.18. Jesli X, jest procesem Lévy'ego i f € CZ(RY), to

Lf(x) =V f(x) AVf(z) +b-V[f(x)+ /Rd\{o}(f(l“ +2) — f(#) — Loy (2)z - Vf(z))v(dz),

gdzie A jest nieujemnie okre$long macierza, b wektorem, za$ v nieujemng miara na
R4\ {0}, wzgledem ktorej funkcja min{1, |z|>} jest calkowalna. Co wiecej, dla kas-
dej trojki (A, b, v) istnieje proces Lévy’ego, ktorego generator L ma wyzej opisana
wlasnosé.

Klasycznym wynikiem opisujacym generator procesu Fellera jest nastepujace twierdze-
nie.

TWIERDZENIE 4.19 (Twierdzenie Courrége’a). Jesli X, jest procesem Fellera o war-
togciach w R? i dziedzina generatora L procesu X, zawiera funkcje gladkie o zwartym
nosniku, to

L) = V1) AWV ) +00) 5@ + [ () = o)~ Loy = )y =) - VF @iz, )
Re\{z

dla f € C*(RY), gdzie (dla kazdego # € R?) A(x) jest nieujemnie okreslona macierza,

b(z) wektorem, za$ v(x, A) nieujemna miara na R?\ {z}, wzgledem ktorej funkcja

min{1, |y — z|*} jest catkowalna.
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Ciekawym 1 wciaz otwartym problemem jest opis operatoréw, ktore sa generatorami
proceséw Fellera w RY. Najlepszy znany wynik w tym kierunku pochodzi od Waltera
Hoha i wymaga, by wspolczynniki A(z), b(x) i v(z, A) zalezaly od x w odpowiednio
gladki sposob. Uwaza sie jednak, ze zalozenia te mozna istotnie ostabi¢.

W powyzszym opisie A(z) oraz b(x) odpowiadaja w pewnym sensie za cze$¢ ciagla
procesu, za$ v(x, A) opisuje opisuje intensywnos¢ skokéw procesu X; z x do A. Dla
procesow Lévy’ego mozna to wyrazi¢ formalnie w nastepujacy sposob: jesli 0 ¢ A, to
tv(A) jest oczekiwang liczba tych s € [0,t), dla ktorych X, — X, € A. Analogiczne
sformutowanie dla ogdélniejszych procesé6w jest nieco bardziej ktopotliwe: dla roztacznych
zbioréow A i B zachodzi

t
E” ) 14X, )1p(X,) = ]Ex/ 14(X,)v(X,, B)ds.
s€0,t] 0

Ogolniej, jesli p(t, x,y) jest nieujemng funkcjg borelowska o wtasnosci ¢(t, z,x) = 0, to

t
E* Z (s, Xs—, X5) = ]Ex/ / (s, X, X5 + 2)v(X,, dz)ds.
0 JRA\(a}

s€[0,t]

W istocie zachodzi duzo ogo6lniejsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.20 (wzor na system Lévy’ego). Jesli X, jest procesem Fellera o re-
gulowanych trajektoriach, to istnieje funkcjonal addytywny A; oraz rodzina miar
v(z,A) na 2 \ {x} o nastepujacej wlasnosci: jesli p(¢,x,y) jest nieujemna funkcja
borelowska o wtasnosci ¢(t, z,z) = 0, to

t
B S (s X, X,) :Er/ / (8, X o, Xo+ 2)0(Xs, d2)dAs.
0 JRAN{z}

s€[0,t]

||[wzor na system Lévy’egol|
||generator z funkcjami Urysohna w dziedzienie i znaczenie dla wzoru Ikedy—Watanabe||
[[Na liste: Dynkin zdefiniowany tylko przez kule; kule symetryczne i kontrprzyktad.||



	Zarys
	1. Elektrostatyka
	1.1. Wprowadzenie
	1.2. Potencjał jako operator odwrotny do operatora Laplace'a
	1.3. Funkcje harmoniczne
	1.4. Funkcja Greena i jadro Poissona

	2. Ruch Browna
	2.1. Definicja
	2.2. Własnosc Markowa
	2.3. Filtracje
	2.4. Czasy Markowa
	2.5. Mocna własnosc Markowa

	3. Procesy Fellera
	3.1. Fellerowskie prawdopodobienstwa przejscia i procesy Fellera
	3.2. Przykłady procesów Fellera
	3.3. Własnosci fellerowskich prawdopodobienstw przejscia
	3.4. Jadra potencjału
	3.5. Funkcje ekscesywne
	3.6. Regulacja trajektorii procesu Fellera
	3.7. Kwazilewostronna ciagłosc
	3.8. Operatory przesuniecia
	3.9. Uzupełnianie -ciał

	4. Elementy probabilistycznej teorii potencjału
	4.1. Miary harmoniczne, funkcje Greena, funkcje harmoniczne
	4.2. Generator procesu
	4.3. Funkcjonały addytywne i multiplikatywne
	4.4. Struktura generatora procesu Fellera


