
TEORIA POTENCJA�U PROCESÓW MARKOWA
SZKIC NOTATEK

MATEUSZ KWA�NICKI

Zarys

Ten kurs sªada¢ si¦ b¦dzie z trzech cz¦±ci:

(1) Klasyczna teoria potencjaªu: badanie funkcji harmonicznych oraz operatora La-
place'a ∆ (krótko; literatura: Wermer).

(2) Probabilistyczna teoria potencjaªu: zwi¡zek ruchu Browna z operatorem Laplace'a
(literatura: Chung�Zhao, Doob).

(3) Probabilistyczna ogólna teoria potencjaªu: procesy Markowa (literatura: Chung�
Walsch, Sharpe).

1. Elektrostatyka

1.1. Wprowadzenie. Oznaczmy: ~E � pole elektryczne, µ � rozkªad ªadunku elek-
trycznego. Przyjmujemy, »e wielko±ci te nie zale»¡ od czasu, a wi¦c brak jest pola ma-
gnetycznego ~B i pr¡du ~J . Przypadek ogólny (elektrodynamiki) jest krótko omówiony w
zadaniach dodatkowych.

Notacja. Oznaczamy: ∇ · ~E � dywergencja, ∇ × ~E � rotacja (w przypadku d = 3),
∆ = ∇ · ∇ � operator Laplace'a.

Prawo Coulomba (uzyskane eksperymentalnie) orzeka, »e

~E(~x) =
1

4π

∫
R3

~x− ~y
|~x− ~y|3

µ(dy).

Siª¡ rzeczy zakªadamy tu, »e
∫
R3(1 + |~y|2)|µ|(dy) <∞.

Oberwacja: zachodzi

1

4π

~x− ~y
|~x− ~y|3

= ∇yU(~x, ~y),

gdzie

U(~x, ~y) = U(~x− ~y) =
1

4π

1

|~x− ~y|
.

Je±li wi¦c dopuszczalna jest zmiana kolejno±ci gradientu i caªki, to zachodzi

~E(~x) =

∫
R3

∇yU(~x, ~y)µ(dy)

= −
∫
R3

∇xU(~x, ~y)µ(dy)

= −∇
∫
R3

U(~x, ~y)µ(dy).

1
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Zaªo»enia potrzebne do tej równo±ci � a tak»e wielu innych wªasno±ci z tego rozdziaªu
� zbadane zostan¡ dokªadniej na ¢wiczeniach.

Definicja 1.1. Potencjaªem Newtona miary µ nazywamy

Uµ(x) =

∫
R3

U(~x, ~y)µ(dy) =
1

4π

∫
R3

1

|~x− ~y|
µ(dy),

o ile
∫
R3(1 + |~y|)−1µ(d~y) <∞. Ogólniej w Rd (d > 3) potencjaªem Newtona miary µ

nazywamy analogiczn¡ caªk¦ z j¡drem

U(~x, ~y) = U(~x− ~y) =
1

(d− 2)σd

1

|~x− ~y|
,

gdzie σd = 2πd/2/Γ(d
2
) jest miar¡ powierzchniow¡ sfery jednostkowej ∂B(~0, 1) w Rd;

wtedy

1

σd

~x− ~y
|~x− ~y|d

= ∇yU(~x, ~y).

Mo»na te» rozwin¡¢ teori¦ dla wymiaru d = 2, ale jest ona inna: rozwa»a si¦ zmieniaj¡ce
znak j¡dro U(x, y) = − 1

π
log |~x− ~y|, a z pomoc¡ przychodzi teoria funkcji analitycznych.

Nie b¦dziemy si¦ jednak zajmowa¢ tym przypadkiem.

Notacja. Gdy miara µ ma g¦sto±¢, to oznaczamy j¡ tym samym symbolem; piszemy wi¦c
Uµ równie» gdy µ jest funkcj¡. Stosujemy te» ten sam symbol na oznaczenie funkcji (lub
miary) i operatora splotu z t¡ funkcj¡ (lub miar¡), tak jak w de�nicji potencjaªu Newtona:
Uµ to splot funkcji U(~x) i miary µ(d~x). Analogicznie uto»samiamy j¡dro (czyli funkcj¦
dwóch zmiennych) z operatorem, które owo j¡dro wyznacza � w przypadku potencjaªu
Newtona j¡drem operatora U jest U(~x, ~y).

1.2. Potencjaª jako operator odwrotny do operatora Laplace'a. Naszym celem
jest zbadanie zwi¡zków mi¦dzy µ, ~E oraz Uµ. Wiemy ju», jak wyznaczy¢ ~E oraz Uµ,
znaj¡c µ. Wiemy te» � przynajmniej nieformalnie � »e przy odpowiednich zaªo»eniach
zachodzi ~E = −∇Uµ. Pole elektryczne ~E jest wi¦c, z dokªadno±ci¡ do zmiany znaku,
gradientem potencjaªu Newtona Uµ.
Z kursu z analizy wiadomo, »e je±li γ jest kawaªkami ró»niczkowaln¡ krzyw¡ o pocz¡tku

~x1 i ko«cu ~x2, Uµ ma ci¡gªe pochodne cz¡stkowe w otoczeniu γ (czyli jest klasy C1 w

otoczeniu γ) oraz ~E(~x) = −∇Uµ(~x), to∫
γ

~E(~x) · d~x = Uµ(~x1)− Uµ(~x2)

wyra»a prac¦ pola ~E wzdªu» krzywej γ. Tak wyznacza si¦ potencjaª skalarny pola wekto-
rowego ~E � oczywi±cie jest on okre±lony tylko z dokªadno±ci¡ do staªej. Zatem potencjaª
Newtona miary ªadunku µ jest potencjaªem skalarnym pola elektrycznego.
Je±li Uµ ma ci¡gªe pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du w otoczeniu ~x0 (czyli jest klasy

C2 w otoczeniu ~x0) oraz ~E(~x) = −∇Uµ(~x), to � skoro pochodne mieszane drugiego
rz¦du s¡ sobie równe � zachodzi

∇× ~E(~x) = ~0.

Ponadto

∇ · ~E(~x) = −∆Uµ(~x).
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Wyka»emy, »e przy odpowiednich zaªo»eniach (albo przy odpowiednim rozumieniu równo-
±ci) zachodzi −∆Uµ = µ. Oznacza to, »e miara ªadunku µ jest, z dokªadno±ci¡ do zmiany

znaku, laplasjanem potencjaªu Newtona Uµ, a wi¦c dywergencj¡ pola elektrycznego ~E.
Z kursu z analizy znamy nast¦puj¡ce dwa wyniki.

Twierdzenie 1.2 (o dywergencji). Zachodzi:∫
D

∇ · ~E(~y)d~y =

∮
∂D

~E(~z) · ~nzσ(dz),

gdzie D jest obszerem o brzegu kawaªkami gªadkim, ~nz oznacza skierowany na ze-
wn¡trz wektor normalny, σ jest miar¡ powierzchniow¡ na ∂D, za± ~E polem wektorowy
klasy C1 w D.

Twierdzenie 1.3 (trzeci wzór Greena). Zachodzi:

u(~x) = −
∫
D

U(~x, ~y)∆u(~y)d~y +

∮
∂D

(U(~x, ~z)∇u(~z)− u(~z)∇yU(~x, ~z)) · ~nzdz,

gdzie D oraz ~nz s¡ jak w twierdzeniu o dywergencji, u jest za± funkcj¡ klasy C2 w D.

Warto przypomnie¢ dowód trzeciego wzoru Greena: sprawdza si¦, »e ∆yU(x, y) = 0 i
stosuje si¦ twierdzenie o dywergencji dla funkcji u(~y)∇yU(~x, ~y)−U(~x, ~y)∇u(~y) w zbiorze
D \ B(~x, ε). Po nietrudnych rachunkach i przej±ciu do granicy ε → 0+ otrzymuje si¦
trzeci wzór Greena.
Zaªó»my, »e u jest klasy C2 w Rd i speªnione s¡ warunki

∫
Rd

(1+ |~y|)2−d|∆u(~y)|d~y <∞,
lim|~y|→∞(1 + |~y|)∇u(~y) = 0 oraz lim|~y|→∞ u(~y) = 0. Stosuj¡c wzór Greena dla u oraz

D = B(~0, r), a nast¦pnie przechodz¡c do granicy r → ∞, otrzymujemy trzeci wzór
Greena dla Rd (który zachodzi w istocie przy sªabszych warunkach):

u(~x) = −
∫
Rd
U(~x, ~y)∆u(~y)d~y = −U∆u(~x).

W szczególno±ci je±li u = Uµ speªnia powy»sze warunki, to Uµ = u = −U∆u = −U∆Uµ
(praw¡ stron¦ rozumiemy oczywi±cie jako U(∆(Uµ))). Poniewa» operator U jest ró»no-
warto±ciowy � o czym za chwil¦ � zachodzi równo±¢, której potrzebujemy: µ(d~y) =
−∆(Uµ)(~y)d~y.
Wykazanie, »e U jest ró»nowarto±ciowy, jest stosunkowo proste, ale wymaga odrobiny

ostro»no±ci. Je±li µ ma g¦sto±¢ µ(~y) klasy C2, to ∆Uµ = ∆(U ∗ µ) = U ∗ ∆µ = U∆µ
na mocy wªasno±ci splotu. Na mocy trzeciego wzoru Greena oznacza to, »e ∆Uµ = −µ.
Je±li wi¦c Uµ = 0, to µ = 0. Gdy µ jest dowoln¡ miar¡ oraz Uµ = 0, wystarczy
teraz rozwa»y¢ splot µ z jedno±ci¡ aproksymatywn¡ i zastosowa¢ wynik dotycz¡cy miar
o g¦sto±ciach klasy C2. Pomijamy tu szczegóªy, bowiem i tak dowód nie jest do ko«ca
formalny: nie sprawdzamy, czy Uµ speªnia warunki potrzebne do zastosowania trzeciego
wzoru Greena.

1.3. Funkcje harmoniczne. Mo»na wykaza¢, »e równo±¢ µ = −∆Uµ ma charakter
lokalny: zachodzi, o ile Uµ jest klasy C2 w otoczeniu danego punktu. W szczególno±ci je±li
µ jest miar¡ zerow¡ w obszarzeD (czyli |µ|(D) = 0), to Uµ jest funkcj¡ harmoniczn¡ wD:
∆Uµ = 0 w D. Naszym celem b¦dzie teraz zbadanie wªasno±ci funkcji harmonicznych.
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Po krótkich rachunkach [[szczegóªy]], wykorzystuj¡c trzeci wzór Greena dla kuli B(~0, r),
otrzymujemy nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: je±li u jest klasy C2 w kuli B(0, r) oraz u jest har-

moniczna w B(~0, r), to

u(~x) =
1

ωdrd−1

∫
∂B(~0,r)

u(~y)d~y.

Powy»sza równo±¢ nazywana jest wªasno±ci¡ warto±ci ±redniej. Warto podkre±li¢, »e
prawdziwe jest te» twierdzenie odwrotne: funkcje maj¡ce wªasno±¢ warto±ci ±redniej s¡
harmoniczne. Inna wersja tej wªasno±ci udowodniona zostanie na ¢wiczeniach.
Bezpo±rednim wnioskiem z wªasno±ci warto±ci ±redniej jest zasada maksimum: funkcja

harmoniczna nie mo»e mie¢ ±cisªych ekstremów lokalnych wewn¡trz obszaru harmonicz-
no±ci.
Jeszcze innym wnioskiem (wymagaj¡cym dowodu) jest wªasno±¢ Liouville'a: nieujemne

funkcje harmoniczne w Rd s¡ staªe.

1.4. Funkcja Greena i j¡dro Poissona.

Notacja. Dla wygody opuszczamy strzaªki w oznaczeniach wektorów: zamiast ~x piszemy
x.

Rozwa»my x ∈ B(0, r) \ {0} oraz z ∈ ∂B(0, r). Niech x∗ = (r2/|x|2)x b¦dzie obra-
zem x w inwersji wzgl¦dem sfery ∂B(0, r). Bezpo±rednim rachunkiem (analitycznym lub
geometrycznym: trójk¡ty 0xz oraz 0zx∗ s¡ podobne) ªatwo sprawdzi¢ sprawdzi¢, »e

|x∗ − z| = r|x− z|
|x|

.

Oznacza to, »e dwie funkcje zmiennej y: U(x, y) (harmoniczna w B(0, r) \ {x}) oraz
(r/|x|)d−2U(x∗, y) (harmoniczna w B(0, r)) przyjmuj¡ jednakowe warto±ci na brzegu ob-
szaru B(0, r). Niech

GB(0,r)(x, y) = U(x, y)− (r/|x|)d−2U(x∗, y)

dla x, y ∈ B(0, r), x 6= 0. Niech ponadto GB(0,r)(0, y) = U(x, y)− cdr2−d dla y ∈ B(0, r).
Oznaczmy dodatkowo

PB(0,r)(x, z) = ∇yGB(0,r)(x, z) · nz =
1

ωdr

1− |x|2

|x− z|d

dla x ∈ B(0, r) \ {0}, y ∈ ∂B(0, r). Z trzeciego wzoru Greena wynika, »e dla dowolnej
funkcji u klasy C2 w D zachodzi

u(x) = −
∫
B(0,r)

U(x, y)∆u(y)dy +

∮
∂B(0,r)

(U(x, z)∇u(z)− u(z)∇yU(x, z)) · nzσ(dz),

za± z twierdzenia o dywergencji (dla pola wektorowego U(x∗, y)∇u(y)− u(y)∇yU(x∗, y),
tak jak w dowodzie trzeciego wzoru Greena, lecz z x∗ /∈ D) oraz

0 = −
∫
B(0,r)

U(x∗, y)∆u(y)dy +

∮
∂B(0,r)

(U(x∗, z)∇u(z)− u(z)∇yU(x∗, z)) · nzσ(dz).

Mno»¡c obie strony drugiej z powy»szych równo±ci przez (r/|x|)d−2, a nast¦pnie odejmuj¡c
je od stron pierwszej, otrzymujemy

u(x) = −
∫
B(0,r)

GB(0,r)(x, y)∆u(y)dy +

∮
∂B(0,r)

u(z)∇yGB(0,r)(x, z) · nzσ(dz).
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Dowodzi to nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 1.4 (rozwi¡zanie równania Poissona w kuli). Je±li u jest klasy C2 w
kuli B(0, r), to

u(x) = −
∫
B(0,r)

GB(0,r)(x, y)∆u(y)dy +

∮
∂B(0,r)

u(z)PB(x, z)σ(dz).

Zamieniaj¡c ∆u(y) na g(y) oraz u(z) na f(z), otrzymujemy wzór na rozwi¡zanie rów-
nania Poissona: ∆u = g w D, u = f w ∂D � o ile prawa strona okre±la funkcj¦ u klasy
C2 w D. Mo»na to zaªo»enia osªabi¢; ostatecznie wystarcza ci¡gªo±¢ f w ∂D i odpo-
wiednia ci¡gªo±¢ g w D (np. warunek Höldera; przy odpowiednim rozumieniu laplasjanu
wystarcza nawet zwykªa ci¡gªo±¢ g, lecz wówczas uzyskana funkcja u wcale nie musi by¢
klasy C2 w D).
Analogiczne twierdzenie zachodzi w dowolnym ograniczonym obszarze D o nast¦puj¡-

cych wªasno±ciach: brzeg D jest odpowiednio regularny (tak, aby byª sens mówienia o
wektorze normalnym oraz mierze powierzchniowej i aby zachodziªo twierdzenie o dywer-
gencji) oraz dla dowonej funkcji ci¡gªej f na brzegu ∂D istnieje funkcja u harmoinczna
w D i ci¡gªa w D, która jest równa f na brzegu ∂D (czyli u rozwi¡zuje zagadnienie
Dirichleta z warunkiem brzegowym f). Dowód przepisuje si¦ wówczas bez zmian, po
zast¡pieniu U(x∗, y) funkcj¡ harmoniczn¡ w D i równ¡ na brzegu funkcji U(x, z).
Powy»sze warunki s¡ speªnione przy do±¢ ªagodnych zaªo»eniach o zbiorze D: wy-

starcza, »e istnieje sto»ek V taki, »e w ka»dym punkcie ∂D mo»na zaczepi¢ dwa sto»ki
izometryczne z V , jeden zawarty w D, drugi za± z D rozª¡czny (czyli gdy D jest zbio-
rem Lipschitza). Wtedy w prawie ka»dym (wzgl¦dem miary powierzchniowej σ) punkcie
∂D istnieje wektor normalny i zachodzi twierdzenie o dywergencji � jest to twierdze-
nie o ró»niczkowalno±ci prawie wsz¦dzie funkcji lipschitzowskich, które wykracza poza
ramy niniejszego wykªadu. Ponadto, jak wyka»emy, w takich obszarach D zagadnienie
Dirichleta ma jednoznaczne rozwi¡zanie. Klasyczny dowód wykorzystuje metody ana-
lizy rzeczywistej. My wykorzystamy du»o bardziej intuicyjny probabilistyczny dowód, w
którym kluczow¡ rol¦ odgrywa ruch Browna, czyli wielowymiarowy proces Wienera.

2. Ruch Browna

Podstawowym obiektem w probabilistycznej teorii potencjaªu jest (wielowymiarowy)
ruch Browna. W niniejszym rozdziale przedstawiona jest teoria ruchu Browna w postaci,
która umo»liwia ªatwe uogólnienia.

2.1. De�nicja. Operator Laplace'a jest ±ci±le zwi¡zany z procesem ruchu Browna, czyli
wielowymiarowym standardowym procesem Wienera.

Definicja 2.1. Proces stochastyczny (czyli rodzina zmiennych losowych) Xt, t > 0,
o warto±ciach w Rd nazywany jest ruchem Browna, je±li

(a) P(X0 = 0) = 1;
(b) P(Xt 6= X0) > 0 dla pewnego t > 0;
(c) rozkªad zmiennej Xs+t−Xs (s, t > 0) nie zale»y od s (stacjonarne przyrosty);
(d) je±li 0 = t0 6 t1 6 . . . 6 tn, to zmienne Xtj − Xtj−1

(j = 1, 2, . . . , n) s¡
niezale»ne (niezale»ne przyrosty);
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(e) rozkªad zmiennej Xs+t − Xs (s, t > 0) jest niezmienniczy na obroty, czyli
przeksztaªcenia ortogonalne Rd (izotropia);

(f) z prawdopodobie«stwem 1 funkcja t 7→ Xt jest ci¡gªa (ci¡gªo±¢ trajektorii).

Z powy»szych postulatów wynika, »e Xt ma wielowymiarowy rozkªad normalny. Jest
to bardzo ªatwy wniosek z centralnego twierdzenia granicznego, gdy ju» wiadomo, »e
zmienne Xt maj¡ sko«czone wariancje. Dowód tego ostatniego faktu jest jednak skom-
plikowany; podamy wi¦c odpowiednie twierdzenie bez dowodu.

Twierdzenie 2.2. Je±li Xt jest ruchem Browna, to dla ka»dego t > 0 zmienna Xt

ma wielowymiarowy rozkªad normalny o ±redniej 0 i macierzy kowariancji σ2t Id dla
pewnego σ > 0.

B¦dziemy przyjmowali, »e σ2 = 2 (w teorii procesów stochastycznych zwykle ustala si¦
σ2 = 1; w teorii potencjaªu wygodniej jest jednak przyj¡¢ σ2 = 2).
Konstrukcj¦ procesu Wienera mo»na przeprowadzi¢ na wiele sposobów � jeden z nich

zostanie omówiony na ¢wiczeniach, inny (przez ukªad ortogonalny funkcji Haara) pojawiª
si¦ na kursie z procesów stochastycznych.
Je±li pierwszy postulat ruchu Browna zast¡pimy warunkiem P(X0 = x) = 1, to otrzy-

mamy ruch Browna startuj¡cy z x ∈ Rd; proces taki ªatwo uzyska¢ ze zwykªego ruchu
Browna Xt, rozwa»aj¡c proces x + Xt. Wygodnie b¦dzie rozwa»a¢ caª¡ rodzin¦ ruchów
Browna, startuj¡cych z ró»nych punktów. Hunt stosowaª oznaczenie Xx

t na proces star-
tuj¡cy z x. Okazaªo si¦ jednak, »e wygodniejsze jest umieszczenie miejsca startu przy
prawdopodobie«stwie: miar¦ zwi¡zan¡ z ruchem Browna startuj¡cym z x ∈ Rd b¦dziemy
oznaczali Px, za± proces zawsze tym samym symbolem Xt. Wszystkie prawdopodobie«-
stwa Px s¡ tu miarami na ustalonej przestrzeni probabilistycznej (z powodu warunku
Px(X0 = x) s¡ one oczywi±cie wzajemnie singularne) � konstrukcj¦ takich miar opisuje
jedno z ¢wicze«.
Wprowadzony wy»ej zapis mo»e wydawa¢ si¦ nieintuicyjny, ale doskonale pasuje do

opisu procesu kanonicznego. Przestrzeni¡ probabilistyczn¡ w takim procesie jest prze-
strze« trajektorii: w przypadku ruchu Browna jest to klasa funkcji ci¡gªych z [0,∞) w
Rd. Zdarzenie elementarne ω jest zatem funkcj¡ opisuj¡c¡ ruch procesu i okre±lamy po
prostu Xt(ω) = ω(t).
Ka»dy proces Xt zadaje miar¦ na przestrzeni trajektorii. Je±li Xt jest ruchem Browna,

to odpowiadaj¡ca mu miara P̃ na przestrzeni funkcji ci¡gªych z [0,∞) wRd nazywana jest
miar¡ Wienera (a przestrze« z t¡ miar¡ � przestrzeni¡ Wienera). Formalnie miara ta
jest okre±lona na przestrzeni C([0,∞);Rd) z σ-ciaªem zbiorów borelowskich (w topologii
zbie»no±ci jednostajnej).
Na przestrzeni Wienera mo»na te» rozpatrywa¢ σ-ciaªo generowane przez zbiory cy-

lindryczne � najmniejsze σ-ciaªo, wzgl¦dem którego mierzalne s¡ funkcje Xt (okre±lone
wzorem Xt(ω) = ω(t)). Jest to istotnie mniejsze σ-ciaªo ni» σ-ciaªo zbiorów borelowskich.
Przestrze« wszystkich mo»liwych trajektorii (czyli funkcji z [0,∞) w Rd � czy ogólniej

w dowoln¡ przestrze« X ) z σ-ciaªem generowanym przez zbiory cylindryczne nazywana
jest przestrzeni¡ kanoniczn¡. Warto podkre±li¢, »e klasa funkcji ci¡gªych jest niemierzal-
nym podzbiorem przestrzeni kanonicznej (jest jednak zbiorem peªnej miary zewn¦trznej
wzgl¦dem rozkªadu ruchu Browna).
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2.2. Wªasno±¢ Markowa.

Notacja. Warunkowa warto±¢ oczekiwana caªkowalnej zmiennej losowej X wzgl¦dem σ-
ciaªa F to zmienna losowa E(X|F ) mierzalna wzgl¦dem F i maj¡ca te same caªki po
zbiorach mierzalnych wzgl¦dem F . Pisz¡c E(X|Y ) mamy na my±li E(X|σ(Y )), gdzie
σ(Y ) oznacza najmniejsze σ-ciaªo, wzgl¦dem którego Y jest mierzalna (czyli po prostu
rodzin¦ przeciwobrazów Y −1(B) zbiorów mierzalnych B).

My±limy o ruchu Browna, ale de�nicje s¡ ogólne. Proces stochastyczny zawsze przyj-
muje warto±ci w pewnej ustalonej przestrzeni miarowej X z ustalonym σ-ciaªem B.
Zawsze b¦dziemy zakªadali, »e w X jest ustalona topologia � metryzowalna, lokalnie
zwarta (wi¦cej o tym pó¹niej) � oraz »e B jest σ-ciaªem zbiorów borelowskich. Wszystko
dzieje si¦ na przestrzeni probabilistycznej Ω z pewnym σ-ciaªem M .

Definicja 2.3. Proces Xt ma wªasno±¢ Markowa (lub jest procesem Markowa) je±li

Px(Xs+t ∈ B|Xr1 , Xr2 , . . . , Xrm , Xs) = Px(Xs+t ∈ B|Xs),

o ile 0 6 r1 6 r2 6 . . . 6 rm 6 s 6 s+ t, za± B jest zbiorem borelowskim.

Definicja 2.4. Proces Markowa Xt jest jednorodny w czasie, je±li Px(Xs+t ∈ B|Xs)
nie zale»y od s, o ile 0 6 s 6 s+ t, za± B jest zbiorem borelowskim. Innymi sªowy

Px(Xs+t ∈ B|Xs) = pt(Xs, B),

gdzie przez pt(x,B) oznaczyli±my prawdopodobie«stwo przej±cia

pt(x,B) = Px(Xt ∈ B).

Równowa»na, cz¦sto wygodniejsza de�nicja, to:

Ex(f(Xs+t)|Xr1 , Xr2 , . . . , Xrm , Xs) = Ex(f(Xs+t)|Xs),

o ile 0 6 r1 6 r2 6 . . . 6 rm 6 s 6 s + t, za± f jest funkcj¡ borelowsk¡. W przypadku
jednorodnego w czasie procesu Markowa prawa strona jest równa

∫
X
f(y)pt(Xs, dy).

Indukcyjnie ªatwo udowodni¢, »e procesy Markowa maj¡ w istocie wªasno±¢:

Px(Xs+t1 ∈ B1, Xs+t2 ∈ B2, . . . , Xs+tn ∈ Bn|Xr1 , Xr2 , . . . , Xrm , Xs)

= Px(Xs+t1 ∈ B1, Xs+t2 ∈ B2, . . . , Xs+tn ∈ Bn|Xs),

o ile 0 6 r1 6 r2 6 . . . 6 rm 6 s 6 s + t1 6 s + t2 6 . . . 6 s + tn, za± B1, B2, . . . , Bn

s¡ zbiorami borelowskimi. Dla jednorodnych w czasie procesów Markowa praw¡ stron¦
mo»na zapisa¢ w postaci ϕ(Xs), gdzie

ϕ(x) = Px(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn).

Szczegóªy dowodu s¡ tre±ci¡ ¢wiczenia.
Wªasno±¢ Markowa orzeka, »e w ka»dej chwili s, przy ustalonej tera¹niejszo±ci (warto±ci

Xs), przyszªo±¢ (czyli warto±ci zmiennych Xs+t dla t > 0) oraz przeszªo±¢ (czyli warto±ci
zmiennych Xr dla r 6 s) s¡ od siebie warunkowo niezale»ne. Mo»na to nieformalne
sformuªowanie u±ci±li¢ i nada¢ wªasno±ci Markowa bardziej symetryczn¡ posta¢, ale nie
b¦dzie to nam potrzebne.
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Lemat 2.5. Niech Xt b¦dzie jednorodnym w czasie procesem Markowa. Wówczas
prawdopodobie«stwa przej±cia speªniaj¡ równo±¢ Chapmana�Koªmogorowa:

ps+t(x,B) =

∫
X

pt(y,B)ps(x, dy)

je±li tylko x ∈X , 0 6 s 6 s+ t oraz B jest zbiorem borelowskim.

Dowód. Równo±¢ Chapmana�Koªmogorowa wynika wprost z wªasno±ci Markowa: je±li
0 6 s 6 s+ t, za± B jest zbiorem borelowskim, to

Px(Xs+t ∈ B) = Ex(Px(Xs+t ∈ B|Xs)) = Px(pt(Xs, B)) =

∫
X

pt(y,B)ps(x, dy). �

Wªasno±¢ Markowa jest wªasno±ci¡ rozkªadów sko«czenie wymiarowych procesu Xt,
czyli rozkªadów ª¡cznych wektorów postaci (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn). Poni»szy wynik uogólnia
znan¡ wªasno±¢ ªa«cuchów Markowa.

Lemat 2.6. Niech Xt b¦dzie procesem stochastycznym. Okre±lmy pt(x, dy) =
Px(Xt ∈ dy) dla t > 0 i x ∈ X . Wówczas Xt jest jednorodnym w czasie proce-
sem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy rozkªad sko«czenie wymiarowy procesu Xt

zadany jest przez pt(x, dy) w nast¦puj¡cym sensie:

Px(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn)

=

∫
B1

pt1(x, dx1)

∫
B2

pt2−t1(x1, dx2) . . .

∫
Bn−1

ptn−1−tn−2(xn−2, dxn−1)ptn−tn−1(xn−1, Bn),

o ile 0 6 t1 6 t2 6 . . . 6 tn oraz B1, B2, . . . , Bn s¡ zbiorami borelowskimi.

To»samo±¢ z lematu mo»na równowa»nie zapisa¢ w postaci

Ex(f(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn))

=

∫
X

pt1(x, dx1)

∫
X

pt2−t1(x1, dx2) . . .

∫
X

ptn−tn−1(xn−1, dxn)f(x1, x2, . . . , xn),

o ile 0 6 t1 6 t2 6 . . . 6 tn oraz f jest funkcj¡ borelowsk¡. W istocie, warunek z
lematu implikuj¦ powy»sz¡ równo±¢ dla indykatorów zbiorów cylindrycznych (tj. postaci
{Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, . . . , Xtn ∈ An}) i wystarczy zastosowa¢ standardowy argument
teorii miary. Jeszcze inna posta¢ wykorzystana jest w dowodzie.

Dowód. Przypu±¢my wpierw, »e to»samo±¢ z lematu zachodzi. Niech 0 6 r1 6 r2 6 . . . 6
rm 6 s 6 s + t i niech A1, A2, . . . , Am, A,B b¦d¡ zbiorami borelowskimi. Oznaczmy po-
nadto E = {Xr1 ∈ A1, Xr2 ∈ A2, . . . , Xrm ∈ Am, Xs ∈ A}. Wystarczy zatem udowodni¢,
»e

Px(E,Xs+t ∈ B) = Ex(1E pt(Xs, B)).

Równo±¢ ta wynika jednak wprost z zaªo»enia: lewa strona to (na mocy to»samo±ci w
lemacie)∫

A1

pr1(x, dx1)

∫
A2

pr2−r1(x1, dx2) . . .

∫
Am

prm−rm−2(xm−2, dxm)

∫
A

ps−rm(xm, dy)pt(y,B),

za± prawa strona ma t¦ sam¡ posta¢ (na mocy to»samo±ci w uwadze pod lematem).



TEORIA POTENCJA�U PROCESÓW MARKOWA SZKIC NOTATEK 9

Je±li Xt jest jednorodnym w czasie procesem Markowa, to to»samo±ci z lematu, w
równowa»nej postaci

Ex(f1(Xt1)f2(Xt2) . . . , fn(Xtn)))

=

∫
X

pt1(x, dx1)f1(x1)

∫
X

pt2−t1(x1, dx2)f2(x2) . . .

∫
X

ptn−tn−1(xn−1, dxn)fn(xn)

(gdzie 0 6 t1 6 t2 6 . . . 6 tn oraz f1, f2, . . . , fn to funkcje borelowskie), dowodzi si¦
indukcyjnie. Gdy n = 1, nie ma czego dowodzi¢. Je±li za± równo±¢ jest prawdziwa dla
pewnego n, to dla dowolnych czasów 0 6 t1 6 t2 6 . . . 6 tn+1 oraz funkcji borelowskich
f1, f2, . . . , fn+1 zachodzi

Ex(f1(Xt1)f2(Xt2) . . . fn(Xtn)fn+1(Xtn+1))

= Ex(f1(Xt1)f2(Xt2) . . . fn(Xtn)Ex(fn+1(Xtn+1)|Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn))

= Ex(f1(Xt1)f2(Xt2) . . . fn(Xtn)Ex(fn+1(Xtn+1)|Xtn))

= Ex
(
f1(Xt1)f2(Xt2) . . . fn(Xtn)

∫
X

ptn+1−tn(Xtn , dxn+1)fn+1(xn+1)

)
.

Pozostaje wykorzysta¢ zaªo»enie indukcyjne dla funkcji f1, f2, . . . , fn−1, f̃n, gdzie

f̃n(x) = fn(x)

∫
X

ptn+1−tn(x, dy)fn+1(y). �

�atwo sprawdzi¢, »e ka»dy proces o niezale»nych i stacjonarnych przyrostach speª-
nia zaªo»enia powy»szego lematu, a wi¦c ma wªasno±¢ Markowa. W szczególno±ci ruch
Browna jest wi¦c procesem Markowa.

Lemat 2.7. Je±li Xt jest procesem o niezale»nych i stacjonarnych przyrostach, to jest
jednorodnym w czasie procesem Markowa.

Dowód. Niech x ∈ Rd i okre±lmy przeksztaªcenie liniowe T (x1, x2, . . . , xn) = (x1−x, x2−
x1, . . . , xn − xn−1). Wówczas T : (Rd)n → (Rd)n. Ponadto T (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) ma
wzgl¦dem Px rozkªad µt1 × µt2−t1 × . . . × µtn−tn−1 , gdzie µt jest rozkªadem przyrostu
Xs+t −Xs. Wobec tego

Exf(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn)

=

∫
Rd
µt1(dy1)

∫
Rd
µt2−t1(dy2) . . .

∫
Rd
µtn−tn−1(dyn)f(T−1(y1, y2, . . . , yn)).

Zauwa»my, »e pt(x,B) = µt(B − x). Wobec tego wstawiaj¡c kolejno y1 = x1 − x, y2 =
x2 − x1, . . . , yn = xn − xn−1, otrzymujemy

Exf(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn)

=

∫
Rd
pt1(x, dx1)

∫
Rd
pt2−t1(x1, dx2) . . .

∫
Rd
ptn−tn−1(xn−1, dxn)f(x1, x2, . . . , xn).�

Powy»szy lemat pozwala na konstrukcj¦ procesu przy pomocy prawdopodobie«stw
przej±cia. Zachodzi bowiem nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 2.8 (twierdzenie Koªmogorowa o istnieniu procesu). Niech pt(x, dy)
oznacza rodzin¦ prawdopodobie«stw przej±cia na lokalnie zwartej, metryzowalnej
przestrzeni X , tj. rodzin¦ nieujemnych j¡der probabilistycznych speªniaj¡c¡ równanie
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Chapmana�Koªmogorowa. Wówczas istnieje proces Markowa Xt, którego prawdopo-
dobie«stwami przej±cia s¡ pt(x, dy).

Dowód tego twierdzenia polega na konstrukcji miary zewn¦trznej na przestrzeni tra-
jektorii w sposób podobny do konstrukcji miary Lebesgue'a i uzasadnieniu, »e odpowia-
daj¡ca tej mierze zewn¦trznej miara jest zgodna z rozkªadami sko«czenie wymiarowymi
opisanymi w lemacie. Szczegóªy b¦d¡ tre±ci¡ zada« dodatkowych.

2.3. Filtracje. Wªasno±¢ Markowa mo»na sformuªowa¢ krócej:

Px(Xs+t ∈ B|Fs) = Px(Xs+t ∈ B|Xs)

gdzie Ft oznacza σ-ciaªo generowane przez zmienne Xs, s ∈ [0, t], czyli najmniejsze
σ-ciaªo, wzgl¦dem którego mierzalne s¡ zmienne Xs dla s ∈ [0, t], czyli

Ft = σ({Xs : s ∈ [0, t]}).
(W tym miejscu, a tak»e w wielu miejscach poni»ej, stosujemy oznaczenia z de�nicji
wªasno±ci Markowa: 0 6 r1 6 r2 6 . . . 6 rm 6 s 6 s + t; A1, A2, . . . , Am, A,B s¡
borelowskie). Wynikanie w jedn¡ stron¦ jest niemal oczywiste:

Px(Xs+t ∈ B|Xr1 , Xr2 , . . . , Xrm , Xs) = Ex(Px(Xs+t ∈ B|Fs)|Xr1 , Xr2 , . . . , Xrm , Xs)

= Ex(Px(Xs+t ∈ B|Xs)|Xr1 , Xr2 , . . . , Xrm , Xs)

= Px(Xs+t ∈ B|Xs).

Aby udowodni¢ przeciwn¡ implikacj¦, wystarczy rozwa»y¢ rodzin¦ zdarze« E o wªasno±ci

Px(E,Xs+t ∈ B) = Ex(1E P
x(Xs+t ∈ B|Xs)).

Na mocy wªasno±ci Markowa rodzina ta zawiera wszystkie zdarzenia postaci {Xr1 ∈
A1, Xr2 ∈ A2, . . . , Xrm ∈ Am}. Z lematu Dynkina o π-λ-ukªadach wynika, »e owa rodzina
zawiera w takim razie Fs (szczegóªy s¡ tre±ci¡ ¢wiczenia).
Dla wygody oznaczmy przez F∞ σ-ciaªo generowane przez wszystkie zmienne Xs, s >

0. Rodzina σ-ciaª Ft (t ∈ [0,∞]) nazywana jest naturaln¡ �ltracj¡ procesu Xt.

Notacja. Pisz¡c na przykªad s > 0, zawsze mamy na my±li rzeczywiste (sko«czone) war-
to±ci s. Je±li dopuszczamy s =∞, zawsze stosujemy zapis s ∈ [0,∞].

Definicja 2.9. Dowolna niemalej¡ca rodzina σ-ciaª Ft, t > 0, nazywana jest �l-
tracj¡. Je±li Ft jest �ltracj¡, to oznaczamy F∞ = σ(

⋃
s∈[0,∞) Fs). Proces Xt jest

adaptowany do �ltracji Ft je±li dla ka»dego t > 0 zmienna losowa Xt jest mierzalna
wzgl¦dem Ft. Filtracj¡ naturaln¡ procesu Xt nazywa si¦ najmniejsz¡ �ltracj¦, wzgl¦-
dem której Xt jest adaptowany (czyli równowa»nie rodzin¦ σ-ciaª Ft opisan¡ powy-
»ej).
Je±li Ft jest �ltracj¡, oznaczamy

Ft+ =
⋂

s∈(t,∞]

Fs, Ft− = σ

 ⋃
s∈[0,t)

Fs

 ;

przy czym de�niujemy F0− = F0 oraz F∞+ = F∞. Filtracja Ft jest prawostronnie
ci¡gªa, je±li Ft = Ft+ dla t > 0; jest za± lewostronnie ci¡gªa, je±li Ft = Ft− dla
t > 0.
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�atwo sprawdzi¢, »e Ft+ oraz Ft− równie» s¡ �ltracjami. Ponadto je±li Xt jest proce-
sem adaptowanym do �ltracji Ft, to jest te» procesem adaptowanym do wi¦kszej �ltracji
Ft+.

2.4. Czasy Markowa. W zastosowaniach cz¦sto trzeba zastosowa¢ wªasno±¢ Markowa
dla losowych czasów. Bardzo u»yteczne jest na przykªad twierdzenie orzekaj¡ce, »e jesli
Xt jest procesem Wienera oraz σ = inf{t > 0 : Xt = y} jest czasem doj±cia do poziomu
y, to Yt = Xσ+t jest ponownie procesem Wienera (startuj¡cym z y). Dodatkowo Yt jest
niezale»ny od wszystkiego, co � mówi¡c nieformalnie � przydarzyªo si¦ procesowi Xt

do chwili σ.
Trudno jednak oczekiwa¢, »e wªasno±¢ Markowa zachodzi dla dowolnych czasów loso-

wych. W istocie, je±li na przykªad Xt jest procesem Wienera oraz σ = inf{t > 0 : Xt+1 =
Xt} oraz Yt = Xσ+t, to Y1 = Y0 z prawdopodobie«stwem 1, zatem Yt nie jest procesem
Wienera (a nawet nie jest procesem Markowa).
W przypadku procesu Wienera, a tak»e wielu ogólniejszych procesów, wªasno±¢ Mar-

kowa zachodzi dla czasu losowego σ, o ile de�nicja zmiennej losowej σ nie odwoªuje si¦
do przyszªo±ci. Formalnie opisuje to poni»sza de�nicja.

Definicja 2.10. Je±li Ft jest �ltracj¡, to zmienna losowa τ o warto±ciach w [0,∞]
jest Ft-czasem Markowa (lub czasem zatrzymania, momentem stopu, czasem nawet
czasem opcjonalnym), je±li {τ 6 t} ∈ Ft dla ka»dego t > 0. Je±li τ jest Ft+-czasem
Markowa, to mówimy po prostu, »e τ jest czasem Markowa. Ponadto okre±lamy

Fτ = {E ∈ F∞ : E ∩ {τ 6 t} ∈ Ft dla t > 0},
Fτ+ = {E ∈ F∞ : E ∩ {τ 6 t} ∈ Ft+ dla t > 0},
Fτ− = σ{E ∩ {τ > t} : t > 0, E ∈ Ft};

de�nicja Fτ ma sens dla (Ft)-czasów Markowa, Fτ+ jest zde�niowane dla wszystkich
czasów Markowa, de�nicja Fτ− ma sens dla dowolnych τ , ale w praktyce stosuje si¦
j¡ tylko dla czasów Markowa.

Pewne wªasno±ci czasów Markowa s¡ tre±ci¡ ¢wicze«; byªy te» omawiane na kursie z
procesów stochastycznych. W szczególno±ci ka»dy Ft-czas Markowa jest czasem Mar-
kowa (bowiem Ft+ zawiera Ft), ale wynikanie przeciwne w ogólno±ci jest faªszywe. Dla
przykªadu podamy jeden wa»ny fakt dotycz¡cy czasów Markowa.

Lemat 2.11. Je±li Ft jest �ltracj¡, to zmienna losowa τ o warto±ciach w [0,∞] jest
czasem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy {τ < t} ∈ Ft dla wszystkich t > 0.

Dowód. Je±li τ jest czasem Markowa, to

{τ < t} =
⋃
s<t
s∈Q

{τ 6 t} ∈
⋃
s<t
s∈Q

Fs+ ⊆ Ft,

bowiem Fs+ ⊆ Ft gdy s < t. Aby udowodni¢ wynikanie przeciwne, wystarczy zapisa¢

{τ 6 t} =
⋂

t<u<t+ε
u∈Q

{τ < t} ∈ Ft+ε

dla dowolnego ε > 0, przez co {τ 6 t} ∈ Ft+. �
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Wprost z de�nicji oraz to»samo±ci {min{τ, σ} < t} = {τ < t} ∪ {σ < t} wynika, »e
minimum czasów Markowa jest czasem Markowa, za± minimum Ft-czasów Markowa jest
Ft-czasem Markowa. Wiele podobnych wªasno±ci jest tre±ci¡ ¢wicze«.

Twierdzenie 2.12. Je±li Ft jest �ltracj¡ naturaln¡ procesu Xt o ci¡gªych trajekto-
riach, D jest zbiorem otwartym lub domkni¦tym oraz

τD = inf{t > 0 : Xt /∈ D}
jest czasem wyj±cia ze zbioru D, to τD jest czasem Markowa.

Dowód. Je±li D jest domkni¦ty oraz Xt /∈ D, to istnieje ε > 0 taki, »e Xu /∈ D dla
u ∈ [t, t+ ε). Wobec tego

τD = inf{t > 0 : Xt /∈ D, t ∈ Q}.

Oznacza to, »e

{τD < t} =
⋃
s<t
s∈Q

{Xs /∈ D} ∈ Ft,

czyli τD jest Ft-czasem Markowa.
Je±li D jest otwarty, to D jest sum¡ wst¦puj¡cej rodziny Dn zbiorów domkni¦tych (np.

Dn = {x ∈X : d(x, y) > 1
n
dla y /∈ D}). Niech τn oznacza czas wyj±cia z Dn. Oczywi±cie

τn jest ci¡giem rosn¡cym, zatem istnieje granica τ = limn→∞ τn. Ponadto τn 6 τD, wi¦c
równie» τ 6 τD. Z drugiej strony je±li τ <∞, to X(τn) d¡»y do X(τ), zatem X(τ) /∈ D;
wobec tego τ > τD. Oznacza to, »e τ = τD. Poniewa» granica (rosn¡cego) ci¡gu czasów
Markowa jest czasem Markowa, udowodnili±my tez¦ twierdzenia. �

W pierwszej cz¦±ci dowodu potrzebowali±my wyª¡cznie prawostronnej ci¡gªo±ci trajek-
torii. W drugiej za± wystarcza prawostronna ci¡gªo±¢ oraz istnienie (z prawdopodobie«-
stwem 1) granicy limn→∞X(τn). Dowód drugiej cz¦±ci mo»na usprawni¢ (i wykaza¢, »e
w istocie τD jest Ft-czasem Markowa), ale argument przedstawiony powy»ej stosuje si¦
do szerokiej klasy procesów o nieci¡gªych trajektoriach. Powrócimy do tego tematu przy
omawianiu procesów Fellera. Przy okazji warto podkre±li¢, »e teza twierdzenia zachodzi
równie» dla czasów wyj±cia z dowolnych zbiorów borelowskich, pod warunkiem odpowied-
niego uzupeªnienia �ltracji Ft (o tzw. zbiory analityczne lub ogólniej � o tzw. zbiory
uniwersalnie mierzalne).
Jak ªatwo sprawdzi¢, σ-ciaªa Fτ−, Fτ i Fτ+ s¡ w istocie σ-ciaªami, o ile τ jest odpo-

wiednio: Ft-czasem Markowa, czasem Markowa i dowoln¡ zmienn¡ losow¡. Dla deter-
ministycznych czasów τ = t zachodzi Fτ− = Ft−, Fτ = Ft oraz Fτ+ = Ft+. Ponadto
Fτ− ⊆ Fτ ⊆ Fτ+ gdy τ jest Ft-czasem Markowa oraz Fτ− ⊆ Fτ+ gdy τ jest czasem
Markowa. Te i inne wªasno±ci σ-ciaª Fτ−, Fτ i Fτ+ s¡ tre±ci¡ ¢wicze«.

Lemat 2.13. Je±li σ i τ s¡ czasami Markowa wzgl¦dem pewnej �ltracji Ft oraz
σ 6 τ , to Fσ+ ⊆ Fτ+. Analogicznie je±li σ i τ s¡ Ft-czasami Markowa oraz σ 6 τ ,
to Fσ ⊆ Fτ .

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e E ∩ {τ 6 t} = (E ∩ {σ 6 t}) ∩ {τ 6 t}. W istocie, je±li
σ i τ s¡ czasami Markowa i E ∈ Fσ+, to E ∩ {σ 6 t} ∈ Ft+ oraz {τ 6 t} ∈ Ft+, sk¡d
E ∈ Fτ+. Analogiczny argument stosuje si¦ do Ft-czasów Markowa. �



TEORIA POTENCJA�U PROCESÓW MARKOWA SZKIC NOTATEK 13

Lemat 2.14. Je±li τ jest czasem Markowa, to zmienna losowa τ jest mierzalne wzgl¦-
dem Fτ− oraz Fτ+.

Dowód. Zbiór {τ > t} jest postaci E ∩ {τ > t} dla E = Ω ∈ Ft, zatem {τ > t} ∈ Fτ−.
Podobnie {τ 6 t} ∩ {τ 6 s} ∈ Fmin{s,t}+ ⊆ Fs+ dla s > 0, zatem {τ 6 t} ∈ Fτ+. �

Lemat 2.15. Je±li σ i τ s¡ czasami Markowa, to zdarzenie {σ < τ} jest mierzalne
wzgl¦dem Fσ+ oraz Fτ+.

Dowód. Zachodzi

{σ < τ} ∩ {τ < t} =
⋃
s<t
s∈Q

(
{σ < s} ∩ {s < τ} ∩ {τ < t}

)
.

Skoro {σ < s} ∈ Fs, {s < τ} ∈ Fs+, {τ < t} ∈ Ft, powy»sze zdarzenie nale»y do Ft,
czyli {σ < τ} jest mierzalne wzgl¦dem Fτ+. Ponadto

{σ < τ} ∩ {σ < t} =
(
{σ < τ} ∩ {τ < t}

)
∪
(
{σ < t} ∩ {t 6 τ}

)
,

a skoro {σ < τ}∩{τ < t} ∈ Ft, {σ < t} ∈ Ft, {t 6 τ} ∈ Ft, równie» powy»sze zdarzenie
nale»y do Ft, przez co {σ < τ} jest mierzalne wzgl¦dem Fσ+. �

Lemat 2.16. Je±li malej¡cy ci¡g czasów Markowa τn d¡»y do τ , to Fτ+ jest cz¦±ci¡
wspóln¡ σ-ciaª Fτn+.

Dowód. Jedno z ¢wicze« orzeka, »e τ jest czasem Markowa. Je±li zdarzenia E ∩ {τn < t}
nale»¡ do Ft, to ich suma E∩{τ < t} równie» jest w Ft, czyli Fτ+ zawiera przekrój Fτn+.
Z drugiej strony wiemy ju», »e σ-ciaªo Fτ+ jest zawarte w ka»dym σ-ciele Fτn+. �

2.5. Mocna wªasno±¢ Markowa. Nie wszystkie procesy Markowa speªniaj¡ warunek
z de�nicji wªasno±ci Markowa dla losowych czasów τ . To tªumaczy potrzeb¦ poni»szej
de�nicji. W caªym rozdziale przyjmujemy, »e Ft jest naturaln¡ �ltracj¡ procesu Xt.

Definicja 2.17. Proces Xt ma mocn¡ wªasno±¢ Markowa (lub jest mocnym procesem
Markowa) je±li na zdarzeniu {σ <∞} zachodzi

Px(Xσ+t ∈ B|Fσ+) = Px(Xσ+t ∈ B|Xσ),

o ile σ jest czasem Markowa, t > 0, za± B jest zbiorem borelowskim.
W przypadku procesu Markowa jednorodnego w czasie wymagamy w istocie, aby

Px(Xσ+t ∈ B|Fσ+) = pt(Xσ, B).

Równo±¢ na zdarzeniu {σ <∞} oznacza w istocie, »e dla dowolnego E ∈ Fσ+ zachodzi

Px(Xσ+t ∈ B,E, σ <∞) = Ex(pt(Xσ, B),1E∩{σ<∞}),

(w przypadku procesów jednorodnych w czasie).
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Podobnie, jak w przypadku zwykªej wªasno±ci Markowa, indukcyjnie ªatwo udowodni¢,
»e mocne procesy Markowa speªniaj¡, na zdarzeniu {σ <∞}, równo±¢

Px(Xσ+t1 ∈ B1, Xσ+t2 ∈ B2, . . . , Xσ+tn ∈ Bn|Fσ+)

= Px(Xσ+t1 ∈ B1, Xσ+t2 ∈ B2, . . . , Xσ+tn ∈ Bn|Xσ),

o ile σ jest czasem Markowa, 0 6 t1 6 t2 6 . . . 6 tn, za± B1, B2, . . . , Bn s¡ zbiorami
borelowskimi. Dowód jest w zaadzie taki sam, w kroku indukcyjnym stosuje si¦ mocn¡
wªasno±¢ Markowa dla czasu Markowa σ + tn.
Mocna wªasno±¢ Markowa jest w istocie mocniejsza ni» wªasno±¢ Markowa: stosuj¡c j¡

dla σ = s, otrzymujemy

Px(Xs+t ∈ B|Fs+) = Px(Xs+t ∈ B|Xs),

co jest nawet mocniejszym warunkiem ni» wªasno±¢ Markowa, która po lewej stronie
wymaga σ-ciaªa Fs zamiast Fs+.
W tej chwili trudno przekonuj¡co wytªumaczy¢, dlaczego w de�nicji rozwa»a si¦ czasy

Markowa i σ-ciaªo Fσ+ zamiast Ft-czasów Markowa i σ-ciaªa Fσ � po pierwsze dlatego,
»e wªasno±¢ Markowa cz¦sto stosuje si¦ do czasów wyj±cia ze zbioru, które nie sa Ft-
czasami Markowa; po drugie ze wzgl¦du na to, proces Wienera (a tak»e wszystkie procesy
Fellera) maj¡ t¦ wªasno±¢.
Jedn¡ z ciekawych konsekwencji warunkowania σ-ciaªem Fσ+ zamiast Fσ jest nast¦-

puj¡cy wynik.

Twierdzenie 2.18 (prawo 0�1 Blumenthala). Je±li Xt jest mocnym procesem Mar-
kowa, to F0+ skªada si¦ wyª¡cznie ze zdarze« o prawdopodobie«stwie 0 lub 1.

Dowód. Na mocy mocnej wªasno±ci Markowa dla czasu Markowa σ = 0, zachodzi

Px(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn|F0+)

= Px(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn|X0)

= Px(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn)

gdy 0 6 t1 6 t2 6 . . . 6 tn oraz B1, B2, . . . , Bn s¡ borelowskie. Niech E ∈ F0+. Wówczas

Px(E,Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn)

= Ex(1EP
x(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn|F0+))

= Px(E)Px(Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn).

Zatem klasa zdarze« F takich, »e Px(E,F ) = Px(E)Px(F ) zawiera wi¦c wszystkie zda-
rzenia cylindryczne {Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈ Bn}. Na mocy lematu Dynkina o
π-λ-ukªadach, klasa ta zawiera F∞, a wi¦c w szczególno±ci nale»y do niej zdarzenie E.
St¡d Px(E) = Px(E,E) = (Px(E))2, a wi¦c Px(E) ∈ {0, 1}. �

Innym równie wa»nym co prostym wnioskiem z mocnej wªasno±ci Markowa (a w zasa-
dzie � zaªo»eniem w de�nicji tej wªasno±ci) jest mierzalno±¢ Xσ+.

Twierdzenie 2.19. Je±li Xt ma mocn¡ wªasno±¢ Markowa, za± σ jest czasem Mar-
kowa, to zmienna losowa Xσ jest mierzalna wzgl¦dem Fσ+.
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Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e dla dowolnego zbioru borelowskiego B zachodzi

Ex(1B(Xσ)|Fσ+) = Px(Xσ ∈ B|Fσ+) = p0(Xσ, B) = 1B(Xσ). �

Twierdzenie 2.20. Proces Wienera jest mocnym procesem Markowa.

Dowód. Krok 1. Przypu±¢my, »e σ jest Ft-czasem Markowa, który przyjmuje przeliczalnie
wiele warto±ci. Wtedy dla E ∈ Fσ oraz s > 0 zachodzi

Px(Xσ+t ∈ B,E, σ = s) = Px(Xs+t ∈ B,E, σ = s)

= Ex(pt(Xs, B)1E∩{σ=s}) = Ex(pt(Xσ, B)1E∩{σ=s});

w ±rodkowej równo±ci wykorzystali±my fakt, »e E ∩ {σ = s} ∈ Fs i zwykª¡ wªasno±¢
Markowa. Sumuj¡c skrajne strony równo±ci dla s równego wszystkim przeliczalnie wielu
warto±ciom σ, otrzymujemy

Px(Xσ+t ∈ B,E, σ <∞) = Ex(pt(Xσ, B)1E∩{σ<∞}).

Analogicznie je±li f jest ograniczon¡ funkcj¡ borelowsk¡ na Rd, to

Ex(f(Xσ+t)1E∩{σ<∞}) = Ex
((∫

Rd
f(y)pt(Xσ, dy)

)
1E∩{σ<∞}

)
.

Krok 2. Niech σ b¦dzie czasem Markowa i niech σk = 2kb2−kσ + 1c (oraz σk = ∞ gdy
σ =∞) dla k = 0, 1, . . .. Wtedy dla j = 1, 2, . . . zachodzi

{σk = 2−kj} = {2−k(j − 1) 6 σ < 2−kj}
= {σ < 2−kj} \ {σ < 2−k(j − 1)} ∈ F2−kj,

sk¡d

{σk 6 t} =

b2ktc⋃
j=1

{σj = 2−kj} ∈ Ft,

a wi¦c σk jest Ft-czasem Markowa, który przyjmuje przeliczalnie wiele warto±ci. Na mocy
pierwszego kroku zachodzi zatem

Ex(f(Xσk+t)1E∩{σ<∞}) = Ex
((∫

Rd
f(y)pt(Xσk , dy)

)
1E∩{σ<∞}

)
.

dla E ∈ Fσk .
Krok 3. Przy oznaczeniach z poprzedniego kroku, je±li E ∈ Fσ+, to

E ∩ {σk = 2−kj} = (E ∩ {σ < 2−kj}) \ {σ < 2−k(j − 1)} ∈ F2−kj,

czyli E ∈ Fσk . Ponadto σk jest ci¡giem malej¡cym o granicy równej σ, zatemXσk d¡»y do
Xσ, za± Xσk+t d¡»y do Xσ+t. Przypu±¢my, »e f jest ograniczon¡ funkcj¡ ci¡gª¡ (wystar-
czy rozwa»a¢ funkcje o zwartym no±niku lub funkcje d¡»¡ce do zera w niesko«czono±ci).
Wtedy funkcja

g(x) =

∫
f(y)pt(x, dy)

jest równie» ograniczon¡ funkcj¡ ci¡gª¡ (jest to bowiem splot f z g¦sto±ci¡ rozkªadu
normalnego). Oznacza to, »e

lim
k→∞

Ex(f(Xσk+t)1E∩{σ<∞}) = Ex(f(Xσ+t)1E∩{σ<∞})
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oraz

lim
k→∞

Ex
((∫

Rd
f(y)pt(Xσk , dy)

)
1E∩{σ<∞}

)
= Ex

((∫
Rd
f(y)pt(Xσ, dy)

)
1E∩{σ<∞}

)
.

Wraz z wynikiem drugiego kroku daje to, na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci
ograniczonej, równo±¢

Ex(f(Xσ+t)1E∩{σ<∞}) = Ex
((∫

Rd
f(y)pt(Xσ, dy)

)
1E∩{σ<∞}

)
.

dla E ∈ Fσ+. Poniewa» indykatory zbiorów otwartych mo»na przybli»a¢ funkcjami ci¡-
gªymi (dla dowolnego zbioru otwartegoB ci¡g funkcji ci¡gªych fn(x) = min{1, n dist(x,Rd\
B)} d¡»y punktowo do 1B(x) i jest ograniczony przez 1), powy»sza równo±¢ zachodzi rów-
nie» dla funkcji f = 1B dla zbiorów otwartych B (wykorzystujemy to ponownie twierdze-
nie Lebesgue'a o zbie»no±ci ograniczonej). Klasa zbiorów B takich, »e rozwa»ana równo±¢
zachodzi dla f = 1B, jest λ-ukªadem. Skoro zawiera ona zbiory otwarte, z lematu Dyn-
kina o π-λ-ukªadach wnioskujemy, »e zawiera wszystkie zbiory borelowskie. To za± jest
równowa»ne mocnej wªasno±ci Markowa. �

Zauwa»my, »e w powy»szym dowodzie wykorzystali±my wyª¡cznie wªasno±¢ Markowa,
prawostronn¡ ci¡gªo±¢ trajektorii oraz ci¡gªo±¢ caªki z f wzgl¦dem prawdopodobie«stwa
przej±cia dla odpowiednich funkcji ci¡gªych f . Te wªasno±ci b¦d¡ stanowiªy podstaw¦
de�nicji procesu Fellera.

Przedstawiona wy»ej de�nicja mocnej wªasno±ci Markowa nie jest t¡ najcz¦±ciej u»y-
wan¡ w przypadku procesu Wienera (czy ogólniej dla procesów Lévy'ego). Tradycyjne
sformuªowanie jest jednak nietrudn¡ konsekwencj¡ poprzedniego twierdzenia.

Wniosek 2.21. Je±li Xt jest procesem Wienera, za± σ czasem Markowa wzgl¦dem
naturalnej �ltracji procesu Xt, to, warunkowo gdy σ < ∞, proces Yt = Xσ+t − Xσ

jest startuj¡cym z zera procesem Wienera niezale»nym of Fσ+.

Dowód. Najpro±ciej by¢ mo»e powtórzy¢ dowód twierdzenia z odpowiednimi mody�ka-
cjami, lecz mo»na te» wywie±¢ powy»szy wniosek z samej tezy twierdzenia. Z uwagi pod
de�nicj¡ mocnej wªasno±ci Markowa wynika, »e Xσ+t jest procesem Markowa o prawdo-
podobie«stwach przej±cia takich, jak proces Wienera; jest wi¦c procesem Wienera startu-
j¡cym z Xσ. St¡d ªatwo wynika, »e Yt jest procesemWienera startuj¡cym z zera. Ponadto
rozkªad warunkowy zmiennej Yt pod warunkiem Fτ+ to pt(0, dy), wobec czego zmienna
Yt jest niezale»na od Fτ+. Analogicznie rozkªady sko«czenie wymiarowe Yt s¡ niezale»ne
od Fτ+, co ju» oznacza niezale»no±¢ caªego procesu Yt of Fτ+. �

Z ostatniego sformuªowania ªatwo wynika zasada odbicia.

Wniosek 2.22. Je±li Xt jest jednowymiarowym procesem Wienera startuj¡cym z
zera, x > 0, za± τx = inf{t > 0 : Xt > x} czasem doj±cia do x, to

P(τx < t) = P(max{Xs : s ∈ [0, t]} > x) = P(|Xt| > x).

Dowód. Oznaczmy σ = τx. Poniewa» τx jest czasem wyj±cia z (−∞, x), jest to czas
Markowa. Oczywi±cie Xσ = x gdy σ < ∞. Na mocy mocnej wªasno±ci Markowa proces
Yt = Xσ+t −Xσ jest procesem Wienera niezale»nym od Fσ+ (na zdarzeniu {σ <∞}; w
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istocie prawdopodobie«stwo tego zdarzenia to 1, ale nie b¦dzie nam to potrzebne). Skoro
σ jest mierzalna wzgl¦dem Fσ+, Yt jest procesem niezale»nym od σ. Zachodzi wi¦c

P(Xt > x) = P(Xt > x, σ < t) = P(Xt > Xσ, σ < t) = P(Yt−σ > 0, σ < t)

= E(P(Yt−σ > 0, σ < t|σ)) = E(1
2
1σ<t) = 1

2
P(σ < t). �

3. Procesy Fellera

Celem niniejszego rozdziaªu jest wprowadzenie w miar¦ ogólnej klasy procesów, dla
których ªatwo uogólni¢ wyniki dotycz¡ce ruchu Browna, przedstawione w poprzedniej
cz¦±ci. Do mierzalno±ci czasów wyj±cia potrzebna byªa prawostronna ci¡gªo±¢ trajekto-
rii i równo±¢ granicy X(τn) oraz X(τ) gdy τn jest rosn¡cym ci¡giem czasów Markowa
zbie»nym do τ . Z kolei mocna wªasno±¢ Markowa wymagaªa wªasno±ci Markowa, prawo-
stronnej ci¡gªo±ci trajektorii i ci¡gªo±ci funkcji postaci

∫
X
f(y)pt(x, dy) dla odpowiednio

regularnych funkcji f .

3.1. Fellerowskie prawdopodobie«stwa przej±cia i procesy Fellera. Niech X b¦-
dzie lokalnie zwart¡ metryzowaln¡ przestrzeni¡ topologiczn¡. W takiej przestrzeni usta-
lamy metryk¦ d, w której domkni¦te kule s¡ zwarte. Rodzin¦ zbiorów borelowskich na X
oznaczamy przez B. Przez X∞ oznacza¢ b¦dziemy jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni
X , czyli przestrze« X∞ = X ∪ {∞}, gdzie ∞ jest punktem spoza X , z nast¦puj¡c¡
topologi¡: zbiór G ⊆X∞ jest otwarty, je±li G∩X jest otwarty w X oraz, w przypadku
gdy∞ ∈ G, zbiór X \G jest zwarty w X . Je±li X nie jest zwarta, to X∞ jest najmniej-
sz¡ zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡, która zawiera X jako swój podzbiór. W przeciwnym
przypadku ∞ jest punktem izolowanym w X∞.
Je±li X = Rd, to X∞ mo»na skonstruowa¢ w nast¦puj¡cy sposób. Przestrze« X jest

homeomor�czna ze sfer¡ w Rd+1 bez ustalonego punktu � bieguna; homeomor�zmem
jest rzut stereogra�czny. Wtedy X∞ jest homeomor�czna z caª¡ sfer¡, przy czym X jest
odwzorowana w ten sam sposób, za± biegun jest obrazem dodatkowego punktu ∞.
Przez Cc(X ) oznaczamy funkcje ci¡gªe na X , które s¡ równe zero poza pewnym zbio-

rem zwartym. Domkni¦cie tego zbioru w klasie wszystkich funkcji ci¡gªych to klasa
C0(X ) funkcji zbie»nych do zera w niesko«czono±ci. W tej przestrzeni (a tak»e w
przestrzeni ograniczonych funkcji borelowskich) okre±lona jest norma supremum ‖f‖ =
sup{|f(x)| : x ∈ X }. Celem jednego z ¢wicze« jest wykazanie, »e f ∈ C0(X ) wtedy i
tylko wtedy, gdy rozszerzenie f do X∞ dane wzorem f(∞) = 0 jest ci¡gªe na X∞.
Funkcje f ∈ C0(X ) s¡ w istocie jednostajnie ci¡gªe. Je±li bowiem ε > 0, to przy

dowolnie ustalonym x0 ∈X istnieje R > 1 takie, »e |f(x)| < ε
2
gdy x ∈X \B(x0, R−1).

Z drugiej strony f jest jednostajnie ci¡gªa na zwartym zbiorze B(x0, R). Wobec tego
istnieje δ ∈ (0, 1) taka, »e gdy x, y ∈ B(x0, R) speªniaj¡ d(x, y) < δ), to |f(x)−f(y)| < ε.
Dla dowolnych x, y ∈ X takich, »e d(x, y) < δ zachodzi który± z wartunków: x, y ∈
B(x0, R) lub x, y ∈ X \ B(x0, R − 1). W obu przypadkach |f(x) − f(y)| < ε, czyli
faktycznie f jest jednostajnie ci¡gªa.
Je±li G jest otwartym podzbiorem X , to istnieje niemalej¡cy ci¡g nieujemnych funk-

cji fn ∈ Cc(X ) zbie»ny punktowo do 1G(x). W istocie, wystarczy rozwa»y¢ fn(x) =
min{1, dist(x,X \Gn)}, gdzie Gn = G ∩B(x0, n) z dowolnie ustalonym x0.
Przyjmujemy domy±ln¡ konwencj¦ f(∞) = 0 dla dowolnej funkcji f okre±lonej pier-

wotnie na X . Pozwoli to na uproszczenie sformuªowa« wielu twierdze« i to»samo±ci.
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Definicja 3.1. J¡drem na X nazywamy dowoln¡ funkcj¦ k(x,A) okre±lon¡ dla x ∈
X oraz A ∈ B, speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

(a) dla ka»dego x ∈X funkcja k(x, ·) jest (nieujemn¡) miar¡ borelowsk¡ na X ;
(b) dla ka»dego A ∈ B funkcja k(·, A) jest funkcj¡ borelowsk¡ na X .

J¡dro k jest probabilistyczne, je±li k(x, ·) jest miar¡ probabilistyczn¡ dla ka»dego
x ∈X . Analogicznie de�niujemy j¡dro podprobabilistyczne. Ka»de j¡dro podproba-
bilistyczne automatycznie rozszerzamy do j¡dra probabilistycznego na X∞ wzorami
k(x, {∞}) = 1− k(x,X ), k(∞,X ) = 0 oraz k(∞, {∞}) = 1.
Je±li k jest j¡drem na X , f funkcj¡ borelowsk¡ na X , za± µ miar¡ borelowsk¡ na

X , to okre±lamy

kf(x) =

∫
X

f(y)k(x, dy), µk(A) =

∫
X

k(x,A)µ(dx),

je±li tylko powy»sze caªki maj¡ sens. Ponadto je±li k1 i k2 s¡ j¡drami, to okre±lamy

k1k2(x,A) =

∫
X

k2(y, A)k1(x, dy).

�atwo sprawdzi¢, »e o ile dopuszczalne jest korzystanie z twierdzenia Fubiniego (co jest
prawd¡, gdy na przykªad f i µ s¡ nieujemne), zachodzi (µk)f = µ(kf), (k1k2)f = k1(k2f),
(µk1)k2 = µ(k1k2). Równie ªatwo sprawdzi¢, »e je±li k(x,X ) 6M dla wszystkich x ∈X ,
to ‖kf‖ 6 M‖f‖ (gdzie norma oznacza norm¦ supremum) oraz ‖µk‖ 6 M‖µ‖ (gdzie
norma oznacza wahanie caªkowite miary).

Definicja 3.2. Fellerowskim prawdopodbie«stwem przej±cia na X nazywamy ro-
dzin¦ j¡der podprobabilistycznych pt na X , gdzie t > 0, o wªasno±ciach:

(a) p0(x,A) = δx(A) = 1A(x);
(b) ps+t = pspt dla s, t > 0;
(c) ptf ∈ C0(X ) dla f ∈ C0(X );
(d) ptf d¡»y do f jednostajnie gdy t→ 0+ dla f ∈ C0(X ).

Rodzina j¡der pt wyznacza wi¦c mocno ci¡gª¡ póªgrup¦ operatorów na przestrzeni
C0(X ) � tzw. póªgrup¦ Fellera. Wrócimy do tej interpretacji przy omawianiu gene-
ratora.
Naturalne rozszerzenie pt do X∞ te» jest fellerowskim prawdopodobie«stwem przej±cia

(sprawdzenie tego faktu jest tre±ci¡ jednego z ¢wicze«).
De�nicja procesu Fellera jest nader prosta.

Definicja 3.3. Proces Fellera to jednorodny w czasie proces Markowa na X∞, gdzie
X jest lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡, którego prawdopodobie«stwa przej-
±cia s¡ fellerowskie. Czasem »ycia procesu Fellera Xt nazywamy losowy czas

ζ = inf{t > 0 : Xt =∞}.

Dla wygody b¦dziemy czasem przyjmowali, »e X∞ = ∞, tak aby f(X∞) = 0 dla
dowolnej funkcji f na X . Ta konwencja równie» pozwoli upro±ci¢ wiele sformuªowa«.
Stan∞ w kontek±cie procesów Fellera (czy ogólniej: procesów Markowa) cz¦sto nazywany
jest stanem cmentarnym.
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Kluczowe twierdzenie stwierdza istnienie odpowiednio regularnego procesu Fellera o
zadanych prawdopodobie«stwach przej±cia.

Twierdzenie 3.4. Dla dowolnego fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia pt
istnieje proces Fellera, którego prawdopodobie«stwa przej±cia s¡ równe pt. Mo»na
przy tym zaªo»y¢, »e (z prawdopodobie«stwem 1 wzgl¦dem ka»dej z miar Px, x ∈X )
proces ten ma ponadto prawostronnie ci¡gªe trajektorie z lewostronnymi granicami
w ka»dym t > 0 (z j¦zyka francuskiego pochodzi okre±lenie càdlàg, skrót od continue
à droite, limite à gauche; po angielsku mówi si¦ czasem RCLL, od right continuous
with left limits).
Co wi¦cej, jesli Xt jest procesem Fellera, to proces

Yt = lim
s→t+
s∈Q

Xs

jest poprawnie okre±lonym procesem Fellera o tych samych prawdopodobie«stwach
przej±cia, który z prawdopodobie«stwem 1 ma prawostronnie ci¡gªe trajektorie z le-
wostronnym granicami w ka»dym t > 0, i który speªnia Px(Yt = Xt) = 1 dla ka»dego
t > 0 i x ∈X (przy czym trzeba tu rozwa»a¢ odpowiednio uzupeªnione σ-ciaªa Ft).

Dowód tego twierdzenia podany zostanie w nast¦pnej cz¦±ci i na dodatkowej li±cie
zada«. W przyszªo±ci zawsze b¦dziemy zakªada¢, »e rozwa»any proces Fellera ma z praw-
dopodobie«stwem 1 prawostronnie ci¡gªe trajektorie z lewostronnymi granicami. Dla
wygody b¦dziemy oznaczali

Xt+ = lim
s→t+

Xs, Xt− = lim
s→t−

Xs.

Wiemy ju», »e procesy Fellera o regularnych trajektoriach maj¡ mocn¡ wªasno±¢ Markowa
� dowód podany dla ruchu Browna wymaga jedynie kosmetycznych zmian.

Twierdzenie 3.5. Procesy Fellera, które z prawdopodobie«stwem 1 maj¡ prawo-
stronnie ci¡gªe trajektorie z lewostronnymi granicami, s¡ mocnymi procesami Mar-
kowa. W szczególno±ci je±li σ jest czasemMarkowa, to Yt = Xσ+t jest procesem Fellera
o rozkªadzie pocz¡tkowym Fσ+ i o tych samych prawdopodobie«stwach przej±cia, co
Xt, i który w takim razie te» ma mocn¡ wªasno±¢ Markowa.

3.2. Przykªady procesów Fellera. Poni»sze stwierdzenie byªo jedn¡ z motywacji do
wprowadzenia poj¦cia procesu Fellera.

Przykªad 3.6. Ruch Browna jest procesem Fellera.

Powy»sze stwierdzenie wynika z du»o ogólniejszego wyniku i ci¡gªo±ci trajektorii ruchu
Browna.

Twierdzenie 3.7. Procesy Lévy'ego, a wi¦c procesy o przyrostach niezale»nych i
stacjonarnych, speªniaj¡ce warunek stochastycznej ci¡gªo±ci : Xt jest zbie»ne do X0

wedªug miary Px dla ka»dego x ∈ Rd, s¡ procesami Fellera.
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Dowód. Wiemy ju», »e omawiane procesy s¡ procesami Markowa, których prawdopodo-
bie«stwa przej±cia s¡ jednorodne w czasie i przestrzeni: pt(x,A) = µt(A − x), gdzie µt
jest miar¡ (w przypadku ruchu Browna jest ot miara o g¦sto±ci (4πt)−d/2 exp(−|x|2/(4t))
gdy t > 0 oraz µ0 = δ0). Pozostaje sprawdzi¢, »e prawdopodobie«stwo przej±cia pt jest
fellerowskie. Pierwsze dwa warunki s¡ speªnione automatycznie przez ka»de prawdopo-
dobie«stwo przej±cia jednorodnego w czasie procesu Markowa. Trzeci jest konsekwencj¡
wªasno±ci splotu i równo±ci

ptf(x) =

∫
Rd
f(y)pt(x, dy) =

∫
Rd
f(x+ z)pt(0, dz) =

∫
Rd
f(x+ z)µt(dz).

W istocie, je±li f jest ci¡gªa i ograniczona oraz xn d¡»y do x, to f(xn + z) d¡»y do f(x+
z) punktowo i na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci ograniczonej ptf(xn) d¡»y
ptf(x). Podobnie je±li f jest ograniczona i d¡»y do zera w niesko«czono±ci oraz |xn| d¡»y
do niesko«czono±ci, to ptf(xn) d¡»y do zera, ponownie na mocy twierdzenia Lebesgue'a o
zbie»no±ci ograniczonej. Ostatnia wªasno±¢ fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia
jest konsekwencj¡ stochastycznej ci¡gªo±ci i jednostajnej ci¡gªo±ci funkcji f : je±li ε > 0 i
δ > 0 jest dobrana z de�nicji jednostajnej ci¡gªo±ci f , to zachodzi

|ptf(x)− f(x)| 6
∫
Rd
|f(x+ z)− f(x)|µt(dz) 6 εµt(B(0, δ)) + 2‖f‖µt(Rd \B(0, δ)).

Zbie»no±¢ wedªug miary Xt do 0 wzgl¦dem P0 oznacza, »e µt(R
d \B(0, δ)) d¡»y do zera

gdy t→ 0+, zatem dla dostatecznie maªych t > 0 zachodzi

‖ptf − f‖ 6 ε · 1 + 2‖f‖ · ε = ε(1 + 2‖f‖).

Oznacza to, »e ptf d¡»y do f jednostajnie gdy t→ 0+. �

Bezpo±rednim wnioskiem jest wynik zawarty w kolejnych trzech przykªadach. Przy-
pomnijmy, »e proces Poissona to proces Xt o kawaªkami staªych, prawostronnie ci¡gªych
trajektoriach, który ma niezale»ne i stacjonarne przyrosty o rozkªadzie Poissona. Przyj-
mujemy, »e pocz¡tkow¡ warto±ci¡ mo»e by¢ dowolny punkt x ∈ R.

Przykªad 3.8. Proces Poissona jest procesem Fellera.

Innym znanym procesem o niezale»nych i stacjonarnych przyrostach jest proces Cau-
chy'ego, pochodz¡cy od rodziny rozkªadów Cauchy'ego w Rd:

µt(dx) =
Γ(d+1

2
)

π(d+1)/2

t

(t2 + |x|2)(d+1)/2
dx.

Funkcj¡ charakterystyczn¡ rozkªadu µt jest e
−t|ξ| (dowód tego faktu pomijamy), sk¡d

ªatwo wywnioskowa¢, »e µt∗µs = µt+s oraz »e µt d¡»y *-sªabo do δ0 gdy t→ 0+. Oznacza
to, »e rodzina prawdopodobie«stw przej±cia pt(x,A) = µt(A− x) jest fellerowska, a wi¦c
istnieje proces Fellera o takich prawdopodobie«stwach przej±cia � jest to wªa±nie proces
Cauchy'ego.

Przykªad 3.9. Proces Cauchy'ego jest procesem Fellera.

Jest wreszcie oczywiste, »e proces deterministycznyXt = X0+tv, gdzie v jest ustalonym
wektorem w Rd, jest procesem o niezale»nych (bo deterministycznych) i stacjonarnych
przyrostach. Proces ten nosi nazw¦ procesu jednostajnego dryfu w kierunku v i cz¦sto jest
nazywany »artobliwe (lecz nie bez powodu) uniwersalnym kontrprzykªadem.
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Przykªad 3.10. Proces jednostajnego dryfu jest procesem Fellera.

Wa»n¡ klas¡ przykªadów procesów Markowa s¡ procesy, których trajektorie s¡ kawaª-
kami staªe. Najogólniejsza konstrukcja wygl¡da nast¦puj¡co. Rozwa»my j¡dro ν(x,A) na
X , speªniaj¡ce ν(x, {x}) = 0 dla ka»dego x ∈ X . Niech Yn (n = 0, 1, . . .) b¦dzie ªa«cu-
chem Markowa z czasem dyskretnym o prawdopodobie«stwie przej±cia ν(x,A)/ν(x,X ).
Oznaczmy dla wygody Y∞ = ∞. �a«cuch Markowa Yn opisuje kolejne stany odwie-
dzane przez proces Xt, przy czym czas Tn+1 − Tn sp¦dzony w stanie Yn, warunkowo gdy
Y0 = x0, Y1 = x1, . . ., ma rozkªad wykªadniczy z parametrem ν(xn,X ). Przyjmujemy tu
T0 = 0.
Z formalnego punktu widzenia konstrukcja Yn wymaga twierdzenie Koªmogorowa o

istnieniu procesu, za± Tn ªatwo skonstruowa¢ przy pomocy ci¡gu niezale»nych zmiennych
losowych Sn (niezale»nych równie» od procesu Yn) o rozkªadzie wykªadniczym z parame-
trem 1: wystarczy przyj¡¢ T0 = 0 oraz Tn+1 = Tn + Sn/ν(Yn,X ). Gdy ν(Yn,X ) = 0, to
oczywi±cie przyjmujemy Tn+1 =∞.
Je±li N(t) jest procesem licz¡cym sygnaªy Tn, czyli N(t) jest najwi¦ksz¡ nieujemn¡

liczb¡ caªkowit¡ n dla której Tn 6 t (oraz N(t) = ∞ gdy Tn 6 t dla wszystkich n), to
Xt = YN(t).
Skonstruowany wy»ej proces Xt nazywany jest ªa«cuchem Markowa z czasem ci¡gªym

(o niekoniecznie dyskretnej przestrzeni stanów). W przypadku, gdy ν(x,X ) jest funkcj¡
ograniczon¡, mówimy, »e Xt jest regularnym ªa«cuchem Markowa z czasem ci¡gªym.
Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie, którego dowód pomijamy (przebiega on podobnie do

analogicznego dowodu dla ªa«cuchów Markowa z czasem ci¡gªym o sko«czonej przestrzeni
stanów).

Twierdzenie 3.11. �a«cuchy Markowa z czasem ci¡gªym s¡ procesami Markowa.

Uzasadnienie stwierdzenia z kolejnego przykªadu jest tre±ci¡ ¢wiczenia na li±cie zada«.

Przykªad 3.12. �a«cuchy Markowa z czasem ci¡gªym o sko«czonej liczbie stanów
s¡ procesami Fellera.

Wi¦cej przykªadów ªa«cuchów Markowa z czasem ci¡gªym omówionych b¦dzie przy
okazji odpowiednich zada«.
Gdy Xt jest procesem Fellera, procesem takim jest równie» proces czasoprzestrzenny

(t,Xt). Formalna de�nicja tego procesu jest odrobin¦ bardziej skomplikowana.

Definicja 3.13. Je±li Xt jest procesem Fellera, to proces czasoprzestrzenny Zt jest
okre±lony na R × Ω (lub [0,∞) × ω) wzorem Yt(a, ω) = (a + t,Xt(ω)) i przyjmuje
warto±ci w R × X (lub [0,∞) × X ). Miara Pa,x = δa × Px dana jest wzorem
Pa,x(A× E) = δa(A)Px(E).

Twierdzenie 3.14. Je±li Xt jest procesem Fellera, to proces czasoprzestrzenny Zt
jest procesem Fellera na R×X lub [0,∞)×X .
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Dowód. Rozwa»my przypadek procesu o warto±ciach w R ×X ; przypadek przestrzeni
stanów [0,∞)×R jest analogiczny. Proces Zt = (Tt, Xt) jest jednorodnym w czasie pro-
cesem Markowa (wzgl¦dem �ltracji naturalnej Zt, czyli B(R)×Ft, gdzie Ft jest �ltracj¡
naturaln¡ Xt): ªatwo wykaza¢, »e rozkªad warunkowy Zs+t pod warunkiem B(R) ×Fs

to δTs+t(db)pt(Xs, dy), gdzie pt oznacza prawdopodobie«stwo przej±cia procesu Xt. W
szczególno±ci prawdopodobie«stwem przej±cia Zt jest qt(a, x, db, dy) = δa+t(db)pt(x, dy).
Je±li f ∈ C0(R × X ), to f jest jednostajnie ci¡gªa. Wynika st¡d, »e dla ka»dego

a ∈ R funkcja fa(x) = f(a, x) jest klasy C0 na X , przy czym gdy a d¡»y do b w
R, to fa d¡»y do fb jednostajnie. Ponadto fa d¡»y jednostajnie do zera gdy |a| → ∞
(bowiem |f(a, x)| < ε poza zbiorem zwartym � którego rzut na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡
jest zwarty). Dodatkowo je±li F (x) = sup{|f(a, x)| : a ∈ R}, to F ∈ C0(X ) (ci¡gªo±¢
wynika z jednostajnej ci¡gªo±ci f , za± zbie»no±¢ do zera jest ponownie konsekwencj¡ tego,
»e |f(a, x)| < ε poza zbiorem zwartym � którego rzut na drug¡ wspóªrz¦dn¡ jest zwarty).
Oczywi±cie

qtf(a, x) =

∫
X

f(a+ t, y)pt(x, dy) = ptfa+t(x).

W kolejnej cz¦±ci dowodzimy, »e ptf(x) jest ci¡gª¡ funkcj¡ t, x oraz f (ª¡cznie). W ±wietle
wcze±niejszych obserwacji oznacza to ci¡gªo±¢ ptfa+t(x) wzgl¦dem a i x (ª¡cznie). Ponadto
gdy |a| → ∞, to ptfa+t d¡»y do zera jednostajnie, a skoro |ptfa+t(x)| 6 ptF (x) dla
wszystkich a ∈ R, to ptfa+t(x) d¡»y do zera równie» gdy x→∞, jednostajnie wzgl¦dem
a ∈ R. Wszystko to dowodzi, »e qtf ∈ C0(R×X ).
Gdy t→ 0+, to fa+t(x) d¡»y do fa(x) jednostajnie wzgl¦dem a ∈ R oraz x ∈X (bo f

jest jednostajnie ci¡gªa). St¡d i z ci¡gªo±ci ptf(x) jako funkcji trzech zmiennych wynika
za±, »e ptfa+t(x) d¡»y do fa(x) jednostajnie wzgl¦dem a ∈ R oraz x ∈X .
Dowiedli±my zatem, »e qt speªnia wszystkie warunki fellerowskiego prawdopodobie«-

stwa przej±cia. �

3.3. Wªasno±ci fellerowskich prawdopodobie«stw przej±cia. Wprost z de�nicji
wynika, »e ‖ptf‖ 6 ‖f‖ dla dowolnej funkcji f ∈ C0(X ) (czy ogólniej: dowolnej ogra-
niczonej funkcji borelowskiej na X ). Pierwszy wynik jest wygodnym wzmocnieniem
de�nicji fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia, wykorzystanym ju» powy»ej.

Lemat 3.15. Je±li pt jest fellerowskim prawdopodobie«stwem przej±cia, to funkcja
ptf(x) jest ci¡gªa wzgl¦dem wszystkich trzech argumentów (t, x, f) ª¡cznie.

Dowód. Zauwa»my, »e

|psg(y)− ptf(x)| 6 |ptf(y)− ptf(x)|+ |psf(y)− ptf(y)|+ |psf(y)− psg(y)|.

Oczywi±cie

|psf(y)− psg(y)| 6 ‖ps(f − g)‖ 6 ‖f − g‖.

Ponadto je±li r = min(s, t), to r + |s− t| = max(s, t), zatem

|psf(y)− ptg(y)| 6 ‖psf − ptg‖ = ‖pr+|s−t|f − prf‖
= ‖pr(p|s−t|f − f)‖ 6 ‖p|s−t|f − f‖.
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Je±li wi¦c t > 0, x ∈X oraz f ∈ C0(X ) s¡ ustalone i ε > 0, to z warunków ‖g− f‖ < ε
3

(g jest w pewnym otoczeniu f), ‖p|s−t|f − f‖ < ε
3
(s jest w pewnym otoczeniu t) oraz

|ptf(y)−ptf(x)| < ε
3
(y jest w pewnym otoczeniu x) wynika, »e |psf(y)−ptf(x)| < ε. �

Kolejny lemat pozwala caªkowa¢ wyra»enia postaci ptf po czasie.

Lemat 3.16. Dla dowolnego fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia pt, zbioru
borelowskiego A i ograniczonej lub nieujemnej funkcji borelowskiej f funkcje pt(x,A)
oraz ptf(x) s¡ borelowskimi funkcjami zmiennych (t, x) ª¡cznie.

Dowód. Wiemy ju», »e gdy f ∈ C0(X ), to ptf(x) jest ci¡gª¡ funkcj¡ (t, x) ª¡cznie. Je±li
A jest zbiorem otwartym, to istnieje ci¡g nieujemnych funkcji fn ∈ C0(X ), niemalej¡cy i
zbie»ny punktowo do 1A. Z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej wynika, »e
ptfn d¡»y punktowo do pt1A. W szczególno±ci pt1A(x) = pt(x,A) jest funkcj¡ borelowsk¡
zbiennych (t, x). Klasa wszystkich zbiorów A maj¡cych t¦ wªasno±¢ jest λ-ukªadem,
który zawiera π-ukªad zbiorów otwartych. Na mocy lematu Dynkina o π-λ-ukªadach
pt(x,A) jest funkcj¡ borelowsk¡ (t, x) dla dowonego borelowskiego zbioru A. Stosuj¡c
standardowy argument w teorii miary wnioskujemy, »e ptf(x) jest funkcj¡ borelowsk¡
(t, x) dla dowolnej ograniczonej lub nieujemnej funkcji borelowskiej f . �

Ostatni wynik orzeka pewn¡ regularno±¢ procesów Fellera, która przyda si¦ przy regu-
lowaniu trajektorii.

Lemat 3.17. Ka»dy proces Fellera jest stochastycznie ci¡gªy: je±li s→ t, to zmienne
losowe Xs s¡ zbie»ne do Xt wedªug prawdopodobie«stwa Px dla dowolnego x ∈ X
(w metryce przestrzeni X∞).

Dowód. Niech f, g ∈ C0(X ) oraz 0 6 s 6 s+ t. Na mocy wªasno±ci Markowa,

Ex(f(Xs)g(Xs+t)) = Ex(f(Xs)g(Xs+t)|Fs) = Ex(f(Xs)ptg(Xs)) = ps(fptg)(x).

Je±li wi¦c s → r oraz t → 0+, to ptg → g w C0(X ), a wi¦c fptg → fg w C0(X ), przez
co ps(fptg)→ pr(fg) w C0(X ). Ostatecznie wi¦c

Ex(f(Xs)g(Xs+t))→ Ex(f(Xr)g(Xr))

jednostajnie wzgl¦dem x ∈X .
Metryk¦ przestrzeni X∞ mo»na zapisa¢ w postaci

d∞(x, y) =
∞∑
n=1

2−n|fn(x)− fn(y)|,

gdzie fn jest odpowiednim ci¡giem funkcji klasy C0(X ) o normie co najwy»ej 1 (szczegóªy
s¡ tre±ci¡ jednego z ¢wicze«). Wobec tego, na mocy nierówno±ci Schwarza,

(d∞(x, y))2 6
∞∑
n=1

2−n|fn(x)− fn(y)|2 =
∞∑
n=1

2−n((fn(x))2 + (fn(y))2 − 2fn(x)fn(y))

Z pierwszej cz¦±ci dowodu i twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci ograniczonej wynika, »e
gdy s→ r, t→ 0+, to

Ex
∞∑
n=1

2−n((fn(Xs))
2 + (fn(Xs+t))

2 − 2fn(Xs)fn(Xs+t))→ 0
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jednostajnie wzgl¦dem x ∈X . Oznacza to, »e

Ex((d∞(Xs, Xs+t))
2)→ 0

jednostajnie wzgl¦dem x ∈X . St¡d oczywi±cie wynika teza twierdzenia. �

3.4. J¡dra potencjaªu. Transformata Laplace'a funkcji f na (0,∞), czyli odwzorowanie
λ 7→

∫∞
0
e−λtf(t)dt, wyznacza t¦ funkcj¦ jednoznacznie i zamienia ró»niczkowanie f w

mno»enie transformaty f przez λ. Pomysª ten ±wietnie stosuje si¦ do badania j¡der
pt(x,A) jako funkcji czasu.

Definicja 3.18. Dla fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia pt oraz λ > 0
de�niujemy j¡dro λ-potencjaªu wzorem

uλ(x,A) =

∫ ∞
0

e−λtpt(x,A)dt.

Gdy λ = 0, piszemy cz¦sto u(x,A) = u0(x,A).

Gdy λ = 0 j¡dro uλ mo»e by¢ niesko«czone, ale gdy λ > 0, to oczywi±cie uλ(x,X ) 6 1
λ
.

Zauwa»my, »e uλ(x,A) istotnie jest j¡drem: σ-addytywno±¢ wzgl¦dem A wynika z twier-
dzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej (alternatywnie: twierdzenia Fubiniego),
za± mierzalno±¢ wzgl¦dem x jest konsekwencj¡ mierzalno±ci pt(x,A) wzgl¦dem (t, x) oraz
twierdzenia Fubiniego.
W przypadku λ = 0 j¡dro potencjaªu u(x,A) ma wa»n¡ interpretacj¦ probabilistyczn¡:

mierzy ±redni czas przebywania procesu Xt w zbiorze A, je±li x jest punktem startu. W
istocie: na mocy twierdzenia Fubiniego zachodzi

u(x,A) =

∫ ∞
0

pt(x,A)dt =

∫ ∞
0

Ex(1A(Xt))dt = Ex
(∫ ∞

0

1A(Xt)dt

)
,

zatem u(x,A) jest ±redni¡ miar¡ Lebesgue'a zbioru {t ∈ [0,∞) : Xt ∈ A}.
Motywacj¦ do badania j¡der potencjaªu (a tak»e do u»ywania wªa±nie takiej nazwy)

stanowi nast¦puj¡cy wynik.

Przykªad 3.19. Dla ruchu Browna zachodzi

u(x,A) =
1

(d− 2)ωd

∫
A

1

|y − x|d−2
dy

gdy d > 3 oraz u(x,A) = ∞|A| gdy d = 1 lub d = 2. J¡drem 0-potencjaªu ruchu
Browna jest wi¦c j¡dro potencjaªu Newtona.

W istocie, podstawiaj¡c |z|2/(4t) = s, t = |z|2/(4s), dt = −|z|2/(4s2)ds, otrzymujemy∫ ∞
0

(4πt)−d/2e−|z|
2/(4t)dt =

|z|2

4(π|z|2)d/2

∫ ∞
0

sd/2e−ss−2ds

=
Γ(d

2
− 1)

4πd/2|z|d−2
=

Γ(d
2
)

2(d− 2)πd/2|z|d−2
= U(z) .

By uzyska¢ »¡dany wynik, wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia Fubiniego:

u(x,A) =

∫ ∞
0

∫
A

(4πt)−d/2e−|y−x|
2/(4t)dydt =

1

(d− 2)ωd

∫
A

1

|y − x|d−2
dy.
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Jak ju» wspomniano, z nierówno±ci pt(x,X ) 6 1 wynika nierówno±¢ uλ(x,X ) 6 1
λ
.

Zachodzi zatem ‖ptf‖ 6 ‖f‖ oraz ‖uλf‖ 6 1
λ
‖f‖ dla borelowskich funkcji ograniczonych

f .

Lemat 3.20. Dla fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia pt oraz f ∈ C0(X ),
λ > 0 zachodzi uλf ∈ C0(X ).

Dowód. Jest to bardzo ogólny fakt, ale udowodnimy go elementarnie w naszym kontek±cie.
Sumy Riemanna

gn =
∞∑
k=0

e−λk/n

n
pk/nf

nale»¡ do C0(X ), bowiem de�niuj¡cy je szereg jest jednostajnie zbie»ny (norma supre-
mum wyrazu nie przekracza e−λk/n‖f‖). Zachodzi

|uλf(x)− gn(x)| 6
∞∑
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

|e−λtptf(x)− e−λk/npk/nf(x)|dt

=
∞∑
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

|e−λk/npk/n(e−λ(t−k/n)pt−k/nf − f)(x)|dt

6
∞∑
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

e−λk/n‖e−λ(t−k/n)pt−k/nf − f‖dt.

Poniewa» ptf d¡»y do f jednostajnie gdy t→ 0+, równie» e−λtptf d¡»y do f jednostajnie
gdy t → 0+. Dla dowolnego ε > 0 istnieje wi¦c δ > 0 taka, »e je±li t ∈ (0, δ), to
‖e−λtptf − f‖ < ε. Je±li wi¦c 1

n
< δ, to

|uλf(x)− gn(x)| < ε
∞∑
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

e−λk/ndt =
ε

n

∞∑
k=0

e−λk/n =
ε

n(1− e−λ/n)
6

ε

1− e−λ
.

Zatem gn d¡»y jednostajnie do uλf . �

Lemat 3.21. Dla fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia pt oraz f ∈ C0(X )
zachodzi

lim
λ→∞
‖λuλf − f‖ = 0.

Dowód. Je±li f ∈ C0(X ), to ptf d¡»y do f jednostajnie gdy t→ 0+. Ponadto

|λuλf(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ ∞

0

λe−λt(ptf(x)− f(x))dt

∣∣∣∣
6
∫ ∞
0

λe−λt‖ptf − f‖dt =

∫ ∞
0

e−s‖ps/λf − f‖ds.

Wobec tego

‖λuλf − f‖ 6
∫ ∞
0

e−s‖ps/λf − f‖ds.

Funkcja podcaªkowa ograniczona jest przez 2e−s i d¡»y punktowo do zera gdy λ → ∞.
Teza wynika wi¦c z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci ograniczonej. �
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Lemat 3.22. Dla fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia pt oraz f ∈ C0(X ),
λ, µ > 0, λ 6= µ, zachodzi równanie rezolwenty

uλuµf = − 1

λ− µ
(uλf − uµf).

Dowód. W istocie, na mocy twierdzenia Fubiniego,

uλuµf(x) =

∫ ∞
0

e−λtptuµf(x)dt =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−λte−µsptpsf(x)dsdt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−λt−µspt+sf(x)dsdt =

∫ ∞
0

∫ ∞
t

e−λt−µ(r−t)prf(x)drdt

=

∫ ∞
0

∫ r

0

e−(λ−µ)t−µrprf(x)dtdr =
1

λ− µ

∫ ∞
0

(e−µr − e−λr)prf(x)dr

=
1

λ− µ
(uµf(x)− uλf(x)). �

Lemat 3.23. Dla fellerowskiego prawdopodobie«stwa przej±cia pt, nieujemnej funkcji
f ∈ C0(X ), λ > 0 oraz g = uλf zachodzi e−λtptg(x) 6 g(x) dla wszystkich x ∈ X i
t > 0 oraz

lim
t→0+

e−λtptg(x) = g(x).

Tam, gdzie g jest sko«czona, zbie»no±¢ jest jednostajna.

Dowód. Zachodzi (na mocy twierdzenia Fubiniego)

e−λtptg(x) =

∫ ∞
0

e−λ(t+s)pt+sf(x)ds =

∫ ∞
t

e−λrprf(x)dr.

Na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej prawa strona ro±nie gdy
t → 0+ do warto±ci granicznej równej uλf(x) = g(x). Gdy warto±¢ g(x) jest sko«czona,
mo»na napisa¢

|g(x)− e−λtptg(x)| =
∣∣∣∣∫ t

0

e−λrprf(x)dr

∣∣∣∣ 6 ∫ t

0

e−λt‖prf‖dr 6 t‖f‖,

sk¡d wynika zbie»no±¢ jednostajna e−λtptg do g. �

3.5. Funkcje ekscesywne. Jednym z podstawowych narz¦dzi teorii potencjaªu proce-
sów Markowa s¡ funkcje ekscesywne. W pewnym sensie peªni¡ rol¦ funkcji nieujemnych
w teorii caªki Lebesgue'a.

Definicja 3.24. Nieujemna funkcja borelowska f o warto±ciach w [0,∞] nazywana
jest funkcj¡ λ-ekscesywn¡ dla rodziny fellerowskich prawdopodobie«stw przej±cia
pt(x, dy), je±li e−λtptf(x) 6 f(x) dla wszystkich x ∈ X i t > 0 i ponadto e−λtptf(x)
d¡»y do f(x) gdy t→ 0+. Gdy λ = 0, o funkcji f mówimy, »e jest ekscesywna.
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Ostatni wynik poprzedniej cz¦±ci oznacza zatem, »e je±li f ∈ C0(X ), f > 0 oraz
λ > 0, to funkcja uλf jest λ-ekscesywna. Je±li f jest λ1-ekscesywna i λ2 > λ1, to
f jest λ2-ekscesywna. Ponadto funkcje staªe s¡ zawsze λ-ekscesywne: je±li f(x) = 1, to
ptf(x) = pt(x,X) 6 1 = f(x) i ponadto dla dowolnego x ∈X istnieje funkcja g ∈ C0(X )
taka, »e g(y) 6 1 oraz g(x) = 1, zatem

lim inf
t→0+

ptf(x) > lim
t→0+

ptg(x) = g(x) = 1.

Lemat 3.25. Je±li Xt jest procesem Fellera o prawdopodobie«stwie przej±cia pt, za± g
jest sko«czon¡ funkcj¡ λ-ekscesywn¡, to proces e−λtg(Xt) jest nieujemnym nadmar-
tyngaªem.

Dowód. Na mocy wªasno±ci Markowa

Ex(e−λ(t+s)g(Xs+t)|Fs) = e−λ(t+s)ptg(Xs) 6 e−λsg(Xs). �

Funkcji ekscesywnych mo»e by¢ niewiele; mo»na na przykªad udowodni¢, »e dla jed-
nowymiarowego ruchu Browna ekscesywne s¡ tylko funkcje staªe. Okazuje si¦ jednak, »e
gdy λ > 0, klasa funkcji λ-ekscesywnych postaci uλf (gdzie f ∈ C0(X ) jest nieujemna)
jest ju» dostatecznie bogata.

Lemat 3.26. Istnieje przeliczalna rodzina funkcji gn ∈ C0(X ) speªniaj¡cych nast¦pu-
j¡ce warunki: gn jest λn-ekscesywna dla pewnego λn > 0, za± dla dowolnych x, y ∈X
istnieje n takie, »e gn(x) 6= gn(y) (a wi¦c rodzina funkcji gn rozdziela punkty prze-
strzeni X ).

Dowód. Rozwa»my przeliczaln¡ rodzin¦ nieujemnych funkcji fk ∈ C0(X ), która rozdziela
punkty (na przykªad fk(x) = max{1−d(xk, x), 0}, gdzie {xk : k = 1, 2, . . .} jest o±rodkiem
X ). Wówczas rodzinamumfk, gdzie k,m = 1, 2, . . ., speªnia warunki lematu: mumfk jest
m-ekscesywna, a je±li fk(x) 6= fk(y), to dla dostatecznie duzych m równie» mumfk(x) 6=
mumfk(y) (bowiem mumfk d¡»y punktowo do fk gdy m→∞). �

3.6. Regulacja trajektorii procesu Fellera. Jesli g jest funkcj¡ λ-ekscesywn¡ dla
prawdopodobie«stw przej±cia procesu Fellera Xt, to proces Yt = e−λtg(Xt) jest nieujem-
nym nadmartyngaªem. Rozwa»my proces Ys okre±lony wyª¡cznie dla wymiernych war-
to±ci s > 0. Z lematu Dooba wynika, »e z prawdopodobie«stwem Px jeden trajektoria
tak zaw¦»onego procesu Ys ma w ka»dym rzeczywistym argumencie t > 0 lewostronn¡ i
prawostron¡ granic¦ (szczegóªy s¡ tre±ci¡ ¢wiczenia na li±cie zada«). T¦ sam¡ wªasno±¢
ma zatem proces g(Xs) = eλsYs (równie» okre±lony wyª¡cznie dla wymiernych s > 0).
Mo»e si¦ wydawa¢, »e zbiór tych zdarze« elementarnych, dla których powy»sze granice

istniej¡, mo»e nie by¢ mierzalny, bowiem granic jest nieprzeliczalnie wiele. Tak jednak nie
jest: istnienie tych granic jest równowa»ne sko«czonej liczbie przej±¢ mi¦dzy dowolnymi
dwiema liczbami wymiernymi (jak w lemacie Dooba), który to zbiór zde�niowany jest
przy pomocy przeliczalnych sum i przekrojów.
Niech gn b¦dzie rodzin¡ funkcji λn-ekscesywnych, która rozdziela punkty przestrzeni

X . Wówczas z prawdopodobie«stwemPx jeden (w powy»szym sensie) trajektorie wszyst-
kich procesów gn(Xs), okre±lonych wyª¡cznie dla wymiernych s > 0, maj¡ lewostronne i
prawostronne granice w ka»dym rzeczywistym argumencie t > 0.
Przypu±¢my, »e pewna granica jednostronna Xs, gdzie s > 0 s¡ wymierne i d¡»¡ do

rzeczywistego t > 0, nie istnieje. Istniej¡ wówczas dwa ci¡gi sk, rk liczb wymiernych,
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zbie»ne do t z odpowiedniej strony, takie, »e granice x i y ci¡gów Xsk oraz Xrk istniej¡,
ale s¡ ró»ne (tutaj x, y ∈X∞). Niech gn b¦dzie funkcj¡, która rozdziela x i y, tj. gn(x) 6=
gn(y). Z powy»szego rozumowania wynika, »e gn(Xs) nie ma granicy jednostronnej gdy
s d¡»y do t z odpowiedniej strony.
Oczywi±cie prawdziwe jest te» wynikanie przeciwne: je±li Xs ma granic¦ jednostronn¡,

to gn(Xs) równie» ma granic¦ jednostronn¡. Udowodnili±my zatem, »e z prawdopodo-
bie«stwem Px jeden proces Xs, zaw¦»ony do wymiernych czasów s > 0, ma granice
jednostronne w ka»dym rzeczywistym argumencie t > 0. Stanowi to gªówny krok w
dowodzie nast¦puj¡cego rezultatu.

Twierdzenie 3.27. Niech Xt b¦dzie procesem Fellera. Wówczas istnieje zdarzenie
Ω0 o prawdopodobie«stwie Px jeden dla ka»dego x ∈ X takie, »e proces Xs zaw¦-
»ony do wymiernych czasów s > 0 ma granice jednostronne w ka»dym argumencie
rzeczywistym t > 0. Okre±lmy

X̃t =


lim
s→t+
s∈Q

Xs gdy ω ∈ Ω0,

∞ w przeciwnym przypadku.

Wówczas X̃t jest wersj¡ procesu Xt, czyli

Px(X̃t = Xt) = 1

dla wszystkich t > 0 oraz x ∈ X . W szczególno±ci X̃t jest procesem Fellera o tych
samych prawdopodobie«stwach przej±cia, co Xt, a zmienne losowe X̃t s¡ mierzalne
wzgl¦dem σ(Ft+ ∪ {Ω0}). Dodatkowo X̃t z prawdopodobie«stwem Px jeden jest
prawostronnie ci¡gªy i ma lewostronne granice w ka»dym argumencie t > 0.

Dowód. Niech Ω0 b¦dzie zdarzeniem polegaj¡cym na tym, »e wszystkie granice jedno-
stronne procesu Xs, s ∈ [0,∞) ∩ Q, istniej¡. Wiemy ju», Ω0 w istocie jest zdarzeniem
oraz Px(Ω0) = 1 dla wszystkich x ∈ X . Oczywi±cie zmienna losowa X̃t jest mierzalna
wzgl¦dem σ-ciaªa Ft+ powi¦kszonego o Ω0. Ponadto ªatwo sprawdzi¢ (z de�nicji granicy
jednostronnej), »e

lim
s→t+

X̃s = lim
s→t+
s∈Q Xs

,

lim
s→t−

X̃s = lim
s→t−
s∈Q Xs

,

a wi¦c faktycznie proces X̃s ma trajektorie prawostronnie ci¡gªe z lewostronnymi grani-
cami. Pozostaje uzasadni¢, »e X̃t jest wersj¡ procesu Xt. Wiemy jednak, »e proces Xt

jest stochastycznie ci¡gªy. Je±li wi¦c s przebiega argumenty wymierne oraz s→ t+, to Xs

d¡»y z prawdopodobie«stwem Px jeden do X̃t, za± wedªug prawdopodobie«stwa Px do
Xt. Teza wynika z równo±ci granic wedªug prawdopodobie«stwa i prawie na pewno. �

Definicja 3.28. Proces Markowa Xt ma regulowane trajektorie, je±li jego trajektorie
s¡ prawostronnie ci¡gªe i posiadaj¡ lewostronne granice.

Odt¡d zawsze b¦dziemy rozwa»ali procesy Fellera o regulowanych trajektoriach. Udo-
wodnione wy»ej twierdzenie orzeka, »e zaªo»enie to nie zmniejsza ogólno±ci rozwa»a«:
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ka»dy proces Fellera ma wersj¦ o regulowanych trajektoriach. Przypomnijmy, »e procesy
Fellera o regulowanych trajektoriach maj¡ mocn¡ wªasno±¢ Markowa.

3.7. Kwazilewostronna ci¡gªo±¢. Intuicyjnie proces kwazilewostronnie ci¡gªy to pro-
ces, który nie ma skoków w momentach, które mo»na przewidzie¢.

Definicja 3.29. Proces Markowa Xt nazywany jest kwazilewostronnie ci¡gªym, gdy
ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: je±li σn jest rosn¡cym ci¡giem czasów Markowa, za± σ jest
granic¡ tego ci¡gu, to dla dowolnego x ∈ X z prawdopodobie«stwem Px jeden ci¡g
Xσn jest zbie»ny do Xσ, o ile tylko σ <∞.

W teorii ogólniejszych procesów Markowa rozwa»a si¦ równie» ogólniejsz¡ wªasno±¢, w
której zbie»no±¢ wymagana jest wyª¡cznie wtedy, gdy σ < ζ, gdzie ζ jest czasem doj±cia
procesu Xt w ∞.
Procesy kwazilewostronnie ci¡gªe maj¡ wªasno±cPx(Xt = Xt−) = 1 dla ka»dego x ∈X

oraz t > 0 � wystarczy rozwa»y¢ deterministyczny ci¡g σn rosn¡cy do t. Oczywi±cie nie
oznacza to jednak ci¡gªo±ci trajektorii: przekrój nieprzeliczalnie wielu zdarze« {Xt =
Xt−} nie musi by¢ zdarzeniem o prawdopodobie«stwie Px jeden.

Lemat 3.30. Je±li E|X| <∞, E|Xn−X| d¡»y do zera gdy n→∞, Fn jest rosn¡c¡
rodzin¡ σ-ciaª oraz F = σ(

⋃
Fn), to

lim
n→∞

E|E(Xn|Fn)−E(X|F )| = 0.

Prawdziwe jest nast¦puj¡ce wzmocnienie lematu: je±li Xn jest zbie»ny do X z prawdo-
podobie«stwem jeden, to tak»e E(Xn|Fn) jest zbie»ny do E(X|F ) z prawdopodobie«-
stwem jeden.

Dowód. Z twierdzenia Dooba wynika, »e jednostajnie caªkowalny martyngaª E(X|Fn)
d¡»y do E(X|F ) w L1, czyli E|E(X|Fn)−X| d¡»y do zera gdy n→∞. Ponadto

E|E(Xn|Fn)−E(X|Fn)| 6 E(E(|Xn −X||Fn)) = E|Xn −X| → 0

gdy n→∞. �

Twierdzenie 3.31. Je±li Xt jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to
Xt jest kwazilewostronnie ci¡gªy.

Dowód. Niech σn b¦dzie rosn¡cym czasem czasów Markowa, za± σ jego granic¡. Wystar-
czy udowodni¢ tez¦ twierdzenia dla sko«czonych czasów σ. W istocie, w ogólnym przy-
padku wystarczy wtedy rozwa»y¢ ci¡g min{σn, k} zbie»ny do min{σ, k} dla k = 1, 2, . . .
Niech En = {σn < σ}. Wtedy zdarzenia En tworz¡ ci¡g zst¦puj¡cy; oznaczmy cz¦±¢

wspóln¡ tych zdarze« przez E. Na dopeªnieniu zdarzenia E zachodzi σn = σ od pewnego
n, a wi¦c oczywi±cie Xσn d¡»y do Xσ. Z kolei na zdarzeniu E ci¡g Xσn d¡»y do Xσ−.
Pozostaje zatem wykaza¢, »e Xσ− = Xσ na zdarzeniu E.
Wiemy ju», »e En ∈ Fσn+ ∩Fσ+. Niech t > 0 oraz f ∈ C0(X ). Z mocnej wªasno±ci

Markowa (i mierzalno±ci En wzgl¦dem Fσn+) wynika, »e

Ex(f(Xσn+t)1En|Fσn+) = ptf(Xσn)1En
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z prawdopodobie«stwem Px jeden. Obie strony s¡ ograniczone przez ‖f‖. Gdy n→∞,
prawa strona powy»szej równo±ci d¡»y z prawdopodobie«stwem Px jeden do ptf(Xσ−)1E.
Zbadamy teraz granic¦ lewej strony.
Zauwa»my, »e ci¡g Yn = f(Xσn+t)1En jest zbie»ny z prawdopodobie«stwem P

x jeden do
Y = f(X(σ+t)−)1E gdy n→∞ oraz »e ci¡g ten jest ograniczony przez ‖f‖. Z twierdzenia
Lebesgue'a o zbie»no±ci ograniczonej wynika, »e E|Yn − Y | d¡»y do zera gdy n → ∞.
Niech F b¦dzie najmniejszym σ-ciaªem zawieraj¡cym wszystkie σ-ciaªa Fσn+. Na mocy
lematu zachodzi

Ex|Ex(Yn|Fσn+)−Ex(Y |F )| → 0

gdy n → ∞. Poniewa» granica w L1 i granica z prawdopodobie«stwem 1 musz¡ by¢
równe z prawdopodobie«stwem 1, otrzymujemy

Ex(f(X(σ+t)−)1E|F ) = ptf(Xσ−)1E

z prawdopodobie«stwem Px jeden.
Gdy t→ 0+, prawa strona powy»szej równo±ci d¡»y z prawdopodobie«stwem Px jeden

do f(Xσ−)1E. Z kolei lewa strona d¡»y do Ex(f(Xσ)1E|F ) w L1 (bowiem f(X(σ+t)−)1E
d¡»y do f(Xσ)1E z prawdopodobie«stwem 1, a wi¦c te» w L1). Oznacza to, »e

Ex(f(Xσ)1E|F ) = f(Xσ−)1E.

Zmienna f(Xσ−)1E jest jednak mierzalna wzgl¦dem F : jest to granica zmiennych f(Xσn)1En ,
za± f(Xσn)1En jest mierzalna wzgl¦dem Fσn+. (W istocie mo»na wykaza¢, »e f(Xσ−)1E
jest mierzalna wzgl¦dem Fσ−, ale nie b¦dzie nam to potrzebne). Ostatecznie wi¦c

Ex(f(Xσ)1E|F ) = f(Xσ−)1E.

Powy»sza równo±¢ zachodzi dla wszystkich f ∈ C0(X ). Rozwa»aj¡c niemalej¡cy ci¡g
takich funkcji, zbie»ny do 1G dla ustalonego zbioru otwartego G, otrzymujemy

Ex(1G(Xσ)1E|F ) = 1G(Xσ−)1E.

W szczególno±ci prawa strona powy»szej równo±ci jest mierzalna wzgl¦dem F . Caªkuj¡c
obie strony powy»szej równo±ci na dopeªnieniu zdarzenia {Xσ− ∈ G} ∩ E (mierzalnego
wzgl¦dem F ), otrzymujemy

Px(E,Xσ ∈ G,Xσ− ∈X∞ \G) = 0.

Rozwa»aj¡c przeliczaln¡ rodzin¦ zbiorów G, która rozdziela punkty X∞, otrzymujemy
Px(E,Xσ 6= Xσ−) = 0, co ko«czy dowód twierdzenia. �

Jak ju» wiemy, konsekwencj¡ kwazilewostronnej ci¡gªo±ci jest mierzalno±¢ czasów wyj-
±cia.

Twierdzenie 3.32. Je±li Xt jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to
czasy wyj±cia τD ze zbiorów otwartych i domkni¦tych D s¡ czasami Markowa.

Z kwazilewostronnej ci¡gªo±ci wynika prosta, lecz bardzo wa»na wªasno±¢ czasów wyj-
±cia. Jej dowód jest identyczny z dowodemmierzalno±ci czasu wyj±cia ze zbioru otwartego.
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Twierdzenie 3.33. Je±li Xt jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, za±
zbiór otwarty (lub domkni¦ty) D jest sum¡ wst¦puj¡cego ci¡gu zbiorów otwartych
lub domkni¦tych Dn, to τD jest granic¡ ci¡gu τDn , za± XτD jest granic¡ ci¡gu XτDn

na zdarzeniu {τD <∞}. Ponadto je±li D jest zbiorem otwartym, to

τD = inf{t > 0 : Xt /∈ D lub Xt− /∈ D}.
Dodatkowo XτD /∈ D na zdarzeniu {τD <∞}.

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ jest kopi¡ dowodu twierdzenia orzekaj¡cego, »e τD jest czasem
Markowa. Aby udowodni¢ drug¡ cz¦±¢, wystarczy rozwa»y¢ wst¦puj¡cy ci¡g zbiorów
domkni¦tych Dn zawartych w D i sumuj¡cych si¦ do D. Wówczas je±li σ oznacza praw¡
stron¦ dowodzonego wzoru, to z jednej strony mamy σ 6 τD, z drugiej za± dla ka»dego
n zachodzi σ > τDn (bowiem je±li Xt /∈ D, to Xt /∈ Dn, za± je±li Xt− /∈ D, to istnieje
s ∈ (0, t) takie, »e Xs /∈ Dn). Wystarczy wi¦c wykorzysta¢ pierwsz¡ cz¦±¢ twierdzenia.
Ostatnia cz¦±¢ twierdzenia wynika z prawostronnej ci¡gªo±ci trajektorii: je±li τD < ∞
oraz XτD ∈ D, to XτD+s ∈ D dla dostatecznie maªych s > 0, co przeczyªoby de�nicji
τD. �

Jednym z najwa»niejszych czasów wyj±cia jest czas »ycia procesu.

Definicja 3.34. Je±li Xt jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to jego
czas »ycia okre±lony jest jako

ζ = τX = inf{t > 0 : Xt =∞}.

Wiemy ju», »e czas »ycia ζ jest czasem Markowa. Udowodnimy kolejne dwie wªasno±ci
ζ. Pierwsza wynika wprost z ostatniego twierdzenia.

Wniosek 3.35. Je±li Xt jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to

ζ = inf{t > 0 : Xt =∞ lub Xt− =∞}.
Ponadto Xζ = ∞, je±li tylko ζ < ∞. Obie równo±ci zachodz¡ z prawdopodobie«-
stwem Px jeden dla ka»dego x ∈X .

Druga wªasno±¢ wynika z roli, jak¡ odgrywa punkt ∞ � jest to stan cmentarny, do
którego tra�a proces po swojej ±mierci.

Twierdzenie 3.36. Je±li Xt jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, to
z prawdopodobie«stwem Px jeden zachodzi Xt =∞ dla wszystkich t > ζ.

Dowód. Z mocnej wªasno±ci Markowa oraz równo±ci Xζ = ∞ wynika, »e dla ka»dego
t > 0 z prawdopodobie«stwem Px jeden zachodzi Xζ+t = ∞. Wobec tego z prawdopo-
dobie«stwem Px jeden zachodzi Xζ+t = ∞ jednocze±nie dla wszystkich t > 0, t ∈ Q.
Pozostaje skorzysta¢ z prawostronnej ci¡gªo±ci trajektorii. �

Analogiczny argument dziaªa oczywi±cie dla wszystkich x ∈ X takich, »e pt(x, dy) =
δx(dy) dla wszystkich t > 0. Nietrudna modi�kacja pozwala analizowa¢ postoje w dowol-
nym punkcie x; jest to tematem jednego z ¢wicze« na li±cie zada«.
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3.8. Operatory przesuni¦cia. Wªasno±¢ Markowa procesu Xt wygodnie formuªowa¢ w
postaci: dla ustalonego s > 0 proces Yt = Xs+t jest takim samym procesem, co wyj±ciowy
proces Xt, ale o rozkªadzie pocz¡tkowym zadanym przez rozkªad Xs. Analogicznie for-
muªowa¢ w tym j¦zyku mo»na mocn¡ wªasno±¢ Markowa. Wygodnie wi¦c wprowadzi¢
operacj¦ skrócenia trajektorii o pocz¡tkowy odcinek [0, s).
Z naszych zaªo»e« nie wynika jednak, »e ka»da trajektoria procesu Yt odpowiada pew-

nej trajektorii procesu Xt (oczywi±cie tak jest z prawdopodbie«stwem Px jeden). B¦dzie
to jeden z dodatkowych postulatów: zakªadamy istnienie operatorów przesuni¦cia, speª-
niaj¡cych warunki nast¦puj¡cej de�nicji.

Definicja 3.37. Opeartory przesuni¦cia ϑs to rodzina mierzalnych funkcji na prze-
strzeni zdarze« elementarnych Ω, speªniaj¡ca warunki Xs+t = Xt ◦ ϑs oraz ϑt ◦ ϑs =
ϑs+t dla wszystkich s, t > 0.

Na przestrzeni kanonicznej wystarczy przyj¡¢ ϑs(ω)(t) = ω(s + t). W ogólnym przy-
padku, jak ju» wspomniano, ϑs nie zawsze istnieje. Mo»na jednak rozszerzy¢ Ω tak, aby
operatory przesuni¦cia ϑs zawsze istniaªy: nale»y rozwa»y¢ iloraz przestrzeni Ω× [0,∞)
przez relacj¦ równowa»no±ci:

(ω1, s1) ≡ (ω2, s2) wtedy i tylko wtedy, gdy Xs1+t(ω1) = Xs2+t(ω2) dla wszystkich t > 0.

Przy powy»szej de�nicji ªatwo odpowiednio rozszerzy¢ de�nicj¦ procesu Xt, uto»samia-
j¡c zdarzenie elementarne ω z par¡ (ω, 0). Mo»na wtedy wykaza¢, »e rozszerzenie to za-
chowuje wszystkie wªasno±ci wyj±ciowego procesu (wªasno±¢ Markowa, mocn¡ wªasno±¢
Markowa, kwazilewostronn¡ ci¡gªo±¢). Niezbyt skomplikowane szczegóªy tej konstrucji
pomijamy.
Gdy τ jest czasem losowym, de�niujemy operator przesuni¦cia ϑτ wzorem

ϑτ (ω) = ϑτ(ω)(ω);

po prawej stronie wyst¦puje ju» operator przesuni¦cia o deterministyczny czas. Zwró¢my
uwag¦, »e o ile ϑs+t = ϑs ◦ ϑt oraz ϑσ+t = ϑt ◦ ϑσ, to nie zachodzi ϑs+τ = ϑτ ◦ ϑs ani
ϑσ+τ = ϑσ ◦ ϑτ . Zachodzi jednak wzór

ϑσ+τ◦ϑσ = ϑτ ◦ ϑσ.

W istocie, z de�nicji mamy

ϑσ+τ◦ϑσ(ω) = ϑσ(ω)+τ(ϑσ(ω))(ω) = ϑτ(ϑσ(ω))(ϑσ(ω)(ω)) = ϑτ (ϑσ(ω)).

Powy»szy wzór b¦dzie stosowany do czasów wyj±cia. Jest on w tym kontek±cie bardzo
intuicyjny: je±li σ i τ to czasy wyj±cia z A i B, to τ ◦ ϑσ to czas pierwszego wyj±cia z B
po pierwszym wyj±ciu z A, licz¡c wªa±nie od wyj±cia z A.
Nietrywialnym problemem jest mierzalno±¢ ϑτ : w ogólnym przypadku funkcja ta nie

musi by¢ mierzalna.

Twierdzenie 3.38. Je±li Xt jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, za±
τ czasem Markowa, to operator przesuni¦cia ϑτ jest mierzalny (wzgl¦dem σ-ciaªa
F∞) i ponadto ϑ−1τ odwzorowuje Ft w F(τ+t)+.

Dowód. Zmienna Xt ◦ ϑτ = Xτ+t jest mierzalna wzgl¦dem F(τ+t)+. Oznacza to, »e dla
ka»dego s ∈ [0, t] i ka»dego zbioru borelowskiego A zachodzi ϑ−1τ ({Xs ∈ A}) ∈ F(τ+t)+.
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Standardowy argument dowodzi drugiej cz¦±ci twierdzenia. Pierwsza wynika za± z drugiej:
F∞ jest najmniejszym σ-ciaªem zawieraj¡cym wszystkie σ-ciaªa Ft. �

Wygodnie czasem wprowadzi¢ miary Pµ, gdzie µ jest dowolnym rozkªadem prawdo-
podobie«stwa na X , opisuj¡cym rozkªad warto±ci pocz¡tkowej procesu � czy wr¦cz
dowoln¡ nieujemn¡ miar¡ na X . Miary takie mo»na zde�niowa¢ wzorem

Pµ(E) =

∫
X

Px(E)µ(dx).

W tym celu trzeba jednak wiedzie¢, »e Px(E) jest funkcj¡ borelowsk¡ zmiennej x ∈ X .
Tak jest w istocie, gdy na przykªad Xt jest procesem Fellera, a E zdarzeniem mierzalnym
wzgl¦dem F∞: wówczas rodzina zdarze« E, dla których Px(E) jest borelowska, jest λ-
ukªadem, który zawiera π-ukªad zdarze« cylindrycznych {Xt1 ∈ B1, Xt2 ∈ B2, . . . , Xtn ∈
Bn}, gdzie B1, B2, . . . , Bn s¡ zbiorami borelowskim (bowiem wiemy ju», »e ptf jest funkcj¡
borelowsk¡ dla dowolnej nieujemnej funkcji borelowskiej f).
Je±li procesXt ma mocn¡ wªasno±¢ Markowa, to dla dowolnego czasu Markowa σ proces

Yt = Xσ+t = Xt ◦ ϑσ (okre±lony wyª¡cznie na zdarzeniu {σ <∞}) ma te same rozkªady
sko«czenie wymiarowe wzgl¦dem Px, co proces Xt wzgl¦dem Pµ, gdzie µ jest rozkªadem
Xσ (na zdarzeniu {σ < ∞}). Je±li wi¦c Xt jest procesem Fellera, to Yt jest procesem
Fellera o pocz¡tkowym rozkªadzie µ i tych samych prawdopodobie«stwach przej±cia, co
Xt. W szczególno±ci oznacza to, »e Yt ma mocn¡ wªasno±¢ Markowa. Ponadto oba
te procesy mo»na przenie±¢ (z dokªadno±ci¡ do zbioru o prawdopodobie«stwie zero) na
przestrze« kanoniczn¡ i po tej operacji otrzyma si¦ identyczne procesy. Szczegóªy tego
argumentu pomijamy; wygodnie natomiast my±le¢, »e odt¡d rozwa»amy procesy okre±lone
na przestrzeni kanonicznej.
Wnioskiem z powy»szych rozwa»a« jest nast¦puj¡ca wersja mocnej wªasno±ci Markowa:

je±li Xt jest procesem Fellera, τ jest czasem Markowa, Φ jest dowolnym funkcjonaªem od
procesu Xt, mierzalnym wzgl¦dem F∞, oraz ϕ(x) = ExΦ, to

Ex(Φ ◦ ϑτ |Fτ+) = ϕ(Xτ )

z prawdopodobie«stwem Px jeden. W istocie: je±li Φ zale»y od sko«czenie wielu zmien-
nych Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn , to powy»sza równo±¢ jest po prostu mocn¡ wªasno±ci¡ Markowa,
natomiast przypadek ogólny uzyskuje si¦ przez aproksymacj¦ (klasa zdarze« E dla których
równo±¢ zachodzi z Φ = 1E jest λ-ukªadem, który zawiera π-ukªad zdarze« cylindrycz-
nych, a nast¦pnie dowolny funkcjonaª Φ mo»na aproksymowa¢ jednostajnie funkcjonaªami
prostymi). Wªa±nie tej wersji mocnej wªasno±ci Markowa b¦dziemy u»ywali w kolejnym
rozdziale.

3.9. Uzupeªnianie σ-ciaª. Na mocy prawa 0�1 Blumenthala, σ-ciaªo F0+ skªada si¦
wyª¡cznie ze zdarze« o prawdopodobie«stwie Px zero lub jeden. Z wªasno±ci Markowa
wynika, »e Ft+ ró»ni si¦ of Ft o zdarzenia o prawdopodobie«stwie Px zero, tzn. do-
wolne zdarzenie z Ft+ mo»na przybli»y¢ zdarzeniem z Ft z dokªadno±ci¡ do zdarzenia o
prawdopodobie«stwie zero. Z mocnej wªasno±ci Markowa wynika, »e analogicznie ka»de
zdarzenie z cz¦±ci wspólnej wszystkich σ-ciaª F(τ+t)+ dla t > 0 mo»na przybli»y¢ zdarze-
niem z Fτ+ z dokªadno±ci¡ do zdarzenia o prawdopodobie«stwie zero.
Oznacza to, »e wygodnie jest rozwa»a¢ σ-ciaªa zupeªne wzgl¦dem miar Px: wtedy

Ft+ = Ft. Nie b¦dzie to oczywi±cie �ltracja naturalna procesu Xt, ale ró»nica polegaj¡ca
na uzupeªnieniu o podzbiory zdarze« o prawdopodobie«stwie zero nie ma znaczenia dla
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naszych rozwa»a« (staranny dowód tej uwagi wymaga jednak prze±ledzenia wszystkich
dotychczasowych wyników dotycz¡cych procesów Markowa).
Uzupeªnienie σ-ciaªa F wzgl¦dem pojedy«czej miary P jest dobrze znan¡ operacj¡:

rozwa»a si¦ σ-ciaªo FP zbiorów ró»ni¡cych si¦ od zdarze« z F o zbiory P-zerowe (tj.
podzbiory zdarze« E ∈ F takich, »e P(E) = 0). Uzupeªnienie σ-ciaªa F wzgl¦dem
rodziny miar Px to przekrój F̃ wszystkich σ-ciaª FPx .
Czasem wygodniej jest rozwa»a¢ σ-ciaªa F ∗ zbiorów uniwersalnie mierzalnych, tj. uzu-

peªnienie wzgl¦dem wszystkich mo»liwych miar probabilistycznych na F . Okazuje si¦,
»e takie uzupeªnienie równie» wystarcza do uzyskania prawostronnie ci¡gªej �ltracji. Co
wi¦cej wystarcza ono te» do nast¦puj¡cego rezultatu, który podajemy wyª¡cznie dla in-
formacji i bez dowodu.

Twierdzenie 3.39. Je±li Ft jest �ltracj¡ naturaln¡ procesu Fellera Xt, za± D jest
zbiorem borelowskim, to czas wyj±cia τD jest czasem Markowa wzgl¦dem �ltracji F ∗

t .

Dowód sprowadza si¦ w istocie do wykorzystania twierdzenia Choqueta o uniwersalnej
mierzalno±ci rzutów zbiorów borelowskich.

4. Elementy probabilistycznej teorii potencjaªu

W tym rozdziale wprowadzone s¡ podstawowe poj¦cia teorii potencjaªu w uj¦ciu pro-
babilistycznym. Przez caªy czas zakªadamy, »e Xt jest procesem Fellera o regulowanych
trajektoriach. Cho¢ nie jest to konieczne, wygodnie my±le¢, »e Xt jest okre±lony na
przestrzeni kanonicznej.

4.1. Miary harmoniczne, funkcje Greena, funkcje harmoniczne. Je±liD ⊆ X jest
otwarty, to miar¡ harmoniczn¡ nazywamy rozkªad Xt w chwili τD. Z kolei funkcja Greena
mierzy czas sp¦dzony w zbiorze do chwili τD w podobny sposób jak j¡dro potencjaªu
mierzy caªo±¢ czasu sp¦dzonego w zbiorze. Oba te poj¦cia wi¡»¡ si¦ z procesem Xt

zatrzymanym lub zabitym w chwili τD.

Definicja 4.1. Niech Xt b¦dzie procesem Fellera, za± τ � czasem Markowa. Pro-
cesem zabitym w chwili τ nazywamy proces

Xτ
t =

{
Xt gdy t < τ ,

∞ gdy t > τ ,

za± procesem zatrzymanym w chwili τ nazywamy proces Xmin{t,τ}. Gdy τ = τD jest
czasem wyj±cia ze zbioru otwartego D, to piszemy XD

t zamiast XτD
t .

Prawdopodobie«stwa przej±cia procesu zabitego w chwili wyj±cia z D oznaczamy
przez

pD,t(x,A) = Px(Xt ∈ A, t < τD).

J¡dro Greena lub funkcja Greena zbioru otwartegoD wzgl¦demXt to j¡dro potencaªu
procesu zabitego, dane wzorem

uD(x,A) =

∫ ∞
0

pD,t(x,A) = Ex
(∫ τD

0

1A(Xs)ds

)
.
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Miar¡ harmoniczn¡ zbioru otwartego D wzgl¦dem procesu Xt nazywamy za±

ωD(x,A) = Px(XτD ∈ A, τD <∞).

Ogólniej, je±li λ > 0, to okre±lamy

uD,λ(x,A) =

∫ ∞
0

e−λtpD,t(x,A) = Ex
(∫ τD

0

e−λs1A(Xs)ds

)
oraz

ωD,λ(x,A) = Ex(e−λτD1{XτD∈A,τD<∞}).

W wielu miejscach w tym rozdziale korzystamy z konwencji f(∞) = 0. Dodatkowo w
powy»szej de�nicji, a tak»e wielu miejscach w dalszej cz¦±ci, dla wygody przyjmujemy
X∞ = ∞. Pozwala to pisa¢ Px(Xτ ∈ A) oraz Exf(Xτ ) w miejsce bardziej starannych
zapisów Px(Xτ ∈ A, τ < ∞) oraz Ex(f(Xτ )1{τ<∞}). Pami¦tajmy jednak, »e granic¡ Xt

gdy t → ∞ zwykle nie jest ∞ (na przykªad gdy Xt jest jednowymiarowym lub dwuwy-
miarowym ruchem Browna), zatem nale»y powy»sz¡ konwencj¦ traktowa¢ ostro»nie.
Jak si¦ wkrótce przekonamy, w przypadku ruchu Browna powy»sze poj¦cia uogólniaj¡

de�nicje wprowadzone analitycznie w pierwszym rozdziale. Wprost z de�nicji wynikaj¡
nierówno±ci

0 6 pD,t(x,A) 6 pt(x,A),

0 6 uD,λ(x,A) 6 uλ(x,A).

Ponadto τD ◦ ϑs = s+ τD na zdarzeniu {s < τD}, zatem

pD,s+t(x,A) = Ex(Px(Xt+s ∈ A, s+ t < τD)|Fs+)

= Ex(Px(Xt ◦ ϑs ∈ A, t < τD ◦ ϑs, s < τD|Fs+))

= Ex(Px(Xt ◦ ϑs ∈ A, t < τD ◦ ϑs|Fs+)1s<τD).

Na mocy (mocnej) wªasno±ci Markowa zachodzi wi¦c

pD,s+t(x,A) = Ex(pD,t(Xs, A)1s<τD) = pD,spD,t(x,A).

Zatem w istocie pD,t jest prawdopodobie«stwem przej±cia; nie zawsze jednak jest to fel-
lerowskie prawdopodobie«stwo przej±cia. Mamy równie» uD(x,A) = 0 gdy x /∈ A lub
A ∩D = 0 i oczywi±cie

ExτD = uD(x,D) = uD(x,X ).

Podobnie ωD(x,A) = δx(A) dla x /∈ D oraz ωD(x,A) = 0 gdy A ⊆ D.
Wygodnie pami¦ta¢ o intuicyjnym znaczeniu wprowadzonych wy»ej j¡der: pD,t(x,A)

to prawdopodobie«stwo przej±cia z x do A w czasie t bez wychodzenia z D. Przy tej
interpretacji jest jasne, »e pD,spD,t = pD,s+t. Podobnie uD(x,A) to ±redni czas sp¦dzony
w A przez proces Xt startuj¡cy z x do czasu wyj±cia z D, natomiast ωD(x,A) opisuje
rozkªad Xt w chwili wyj±cia z D. Maj¡c to na uwadze, ªatwo napisa¢ dowód kolejnego
twierdzenia. Jego pierwsza cz¦±¢ jest rodzajem równo±ci Chapmana�Koªmogorowa dla
miar harmonicznych.
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Twierdzenie 4.2. Je±li B i D s¡ zbiorami otwartymi oraz B ⊆ D, to ωD = ωBωD
oraz uD = uB + ωBuD, czyli

ωD(x,A) =

∫
X

ωD(y, A)ωB(x, dy)

oraz

uD(x,A) = uB(x,A) +

∫
X

uD(y, A)ωB(x, dy).

Analogiczne wzory zachodz¡ dla ωD,λ oraz uD,λ.

Dowód. Obie te równo±ci s¡ konsekwencj¡ wªasno±ci

τD = τB + τD ◦ ϑτB

(w szczególno±ci wi¦c τB 6 τD) i mocnej wªasno±ci Markowa. W istocie, pisz¡c dla
przejrzysto±ci X(t) zamiast Xt, mamy

X(τD) = (X ◦ ϑτB)(τD − τB) = (X ◦ ϑτB)(τD ◦ ϑτB) = (X(τD)) ◦ ϑτB .

Oznacza to, »e na mocy mocnej wªasno±ci Markowa,

ωD(x,A) = Px(XτD ∈ A) = Px((XτD) ◦ ϑτB ∈ A) = Ex(Px((XτD) ◦ ϑτB ∈ A|FτB+))

= Ex(ωD(XτB , A)) = EµωD(X0, A).

Analogicznie

uD(x,A)− uB(x,A) = Ex
(∫ τD

τB

1A(Xs)ds

)
= Ex

(∫ τD◦ϑτB

0

1A(Xt ◦ ϑτB)dt

)
= Ex

((∫ τD

0

1A(Xt)dt

)
◦ ϑτB

)
= Eµ

(∫ τD

0

1A(Xt)dt

)
= Eµ(uD(X0, A)). �

Definicja 4.3. Funkcja borelowska f okre±lona na X nazywana jest funkcj¡ har-
moniczn¡ w zbiorze otwartym D wzgl¦dem procesu Xt, je±li dla dowolnego zbioru B
którego domkni¦cie jest zwarte i zawiera si¦ w D zachodzi ωBf = f , czyli

f(x) =

∫
X

f(y)ωB(x, dy) = Exf(XτB).

Funkcja f jest regularnie harmoniczna w D wzgl¦dem Xt, je±li powy»sza równo±¢
zachodzi dla B = D.

Przykªadem funkcji (regularnie) harmonicznej jest zatem f = ωDg dla dowolnej funkcji
borelowskiej g (o ile f jest poprawnie okre±lona i sko«czona). W istocie, je±li B ⊆ D (by¢
mo»e B = D), to

ωBf = ωB(ωDg) = (ωBωD)g = ωDg = f.

Podkre±lmy, »e zakªadamy tu wyª¡cznie, »e caªki wyst¦puj¡ce w de�nicji ωDg s¡ sko«-
czone. Powy»sza równo±¢ stanowi te» dowód kolejnego wyniku.

Twierdzenie 4.4. Funkcje regularnie harmoniczne s¡ harmoniczne.
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4.2. Generator procesu. Je±li p(t) jest ci¡gª¡, ograniczon¡ funkcj¡ rzeczywist¡, speª-
niaj¡c¡ równanie p(t)p(s) = p(t + s), to p(t) = etL dla pewnego L 6 0. Ponadto∫∞
0
e−λtp(t)dt = (λ − L)−1 gdy λ > 0. Wynik ten, przy odpowiedniej interpretacji, za-

chodzi w du»o ogólniejszym kontek±cie, gdy p(t) jest mocno ci¡gª¡ póªgrup¡ operatorów
na przestrzeni Banacha; zadowolimy si¦ jednak wersj¡ dla póªgrup fellerowskich.
Niech pt b¦dzie fellerowskim prawdopodobie«stwem przej±cia i niech uλ oznacza j¡dro

λ-potencjaªu. W tej cz¦±ci traktujemy pt i uλ jako operatory, nie jako j¡dra. Zgadujemy,
»e istnieje operator L taki, »e uλ jest odwrotnym do λ Id−L. Z równania rezolwenty
wynika, »e je±li λ, µ > 0, λ 6= µ, to

uµf = uλf + (λ− µ)uλuµf = uλ(f + (λ− µ)uµf).

Powy»szy wzór ma dwie konsekwencje. Po pierwsze, je±li uµf = 0, to uλf = 0 dla
wszystkich λ > 0, przez co f = limλ→∞(λuλf) = 0; zatem uµ jest operatorem ró»no-
warto±ciowym na C0(X ). Po drugie wszystkie operatory uλ maj¡ ten sam obraz, który
oznaczamy dom(L) � jest on bowiem dziedzin¡ operatora L, który okre±lamy nast¦pu-
j¡co.

Definicja 4.5. Je±li uλ jest j¡drem λ-potencjaªu fellerowskiego prawdopodobie«stwa
przej±cia, to okre±lamy

Luλf = λuλf − f
dla λ > 0 i f ∈ C0(X ).

Okre±lenie to nie zale»y od λ znów na mocy równania rezolwenty: je±li uµf = uλg = h,
to g = f + (λ− µ)uµf = f + (λ− µ)h, zatem

λh− g = µh− f.

Zauwa»my wreszcie, »e dom(L) jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ C0(X ), bowiem dla dowolnego
f ∈ C0(X ) zachodzi λuλf ∈ dom(L) dla wszystkich λ > 0 oraz λuλ d¡»y do f gdy
λ → ∞. Zazwyczaj dom(L) jest wªa±ciw¡ podprzestrzeni¡ C0(X ): mo»na wykaza¢, »e
dom(L) = C0(X ) wtedy i tylko wtedy, gdy L jest operatorem ograniczonym na C0(X ) i
w takim przypadku trajektorie Xt s¡ kawaªkami staªe, a wi¦c Xt jest ªa«cuchem Markowa
z czasem ci¡gªym.
Powy»sza de�nicja nie jest standardowa: zwykle de�niuje si¦ operator L jako prawo-

stronn¡ pochodn¡ ptf w zerze. Wyka»emy, »e ta standardowa de�nicja jest równowa»na
przedstawionej powy»ej.

Twierdzenie 4.6. Je±li L jest generatorem fellerowskiego prawdopodobie«stwa
przej±cia pt, to

Lf = lim
t→0+

1

t
(ptf − f),

dla wszystkich f ∈ dom(L). Co wi¦cej, f ∈ dom(L) wtedy i tylko wtedy, gdy
f ∈ C0(X ) i powy»sza granica istnieje w C0(X ).

Dowód. Je±li h ∈ dom(L) i λ > 0, to h = uλf dla pewnego f ∈ C0(X ), zatem

psh(x) =

∫ ∞
0

e−λtps+tf(x)dt = eλs
∫ ∞
s

e−λrprf(x)dt = eλsh(x)−
∫ s

0

eλ(s−r)prf(x)dr.
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Wobec tego

psh(x)− h(x)

s
=
eλs − 1

s
h− 1

s

∫ s

0

eλ(s−r)prf(x)dr.

Skoro ptf d¡»y do f jednostajnie gdy t→ 0+, otrzymujemy

lim
s→0+

s−1(psh− h) = λh− f = Lh;

w istocie, s−1(eλs − 1)h d¡»y do λh, (λs)−1(eλs − 1)f d¡»y do f , za±∣∣∣∣1s
∫ s

0

eλ(s−r)prf(x)dr − eλs − 1

λs
f(x)

∣∣∣∣ 6 1

s

∫ s

0

eλ(s−r)‖prf − f‖dr

=

∫ 1

0

eλs(1−q)‖pqtf − f‖dq

dla wszystkich x ∈X , za± prawa strona d¡»y do zera na mocy twierdzenia Lebesgue'a o
zbie»no±ci ograniczonej. Dowodzi to pierwszej cz¦±ci twierdzenia.
Przypu±¢my teraz, »e h ∈ C0(X ), granica s−1(psh− h) istnieje w C0(X ) i jest równa

g. Jak poprzednio,

uλ(s
−1(psh− h))(x) =

eλs − 1

s
uλh(x)− 1

s

∫ s

0

eλ(s−r)prh(x)dr,

wi¦c z ci¡gªo±ci uλ otrzymujemy

uλg = λuλh− h.

Innymi sªowy, h = uλ(g − λh). W szczególno±ci zatem h ∈ dom(L). �

Kolejne dwa wyniki nie b¦d¡ nam potrzebne, ale s¡ u»yteczne i ciekawe. Z naszej
de�nicji generatora wynika, »e dla dowolnego λ > 0 obrazem operatora λ Id−L (okre±lo-
nego na dom(L)) jest C0(X ). Oznacza to, »e operatora L nie mo»na istotnie rozszerzy¢
(czyli okre±li¢ na przestrzeni istotnie wi¦kszej ni» dom(L)) w taki sposób, aby operator
λ Id−L pozostaª ró»nowarto±ciowym odwzorowaniem dziedziny w C0(X ). Dowodzi to
nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 4.7. Niech L b¦dzie generatorem fellerowskiego prawdopodobie«stwa
przej±cia pt, za± L̃ jego rozszerzeniem (okre±lonym na dziedzinie dom(L̃) i o war-
to±ciach w C0(X )) speªniaj¡cym zasad¦ dodatniego maksimum: je±li f ∈ dom(L̃)
oraz f(x0) = sup{f(x) : x ∈ X }, to L̃f(x0) 6 0. Wówczas L̃ = L (tzn.
dom(L̃) = dom(L)).

Dowód. Wystarczy dowie±¢, »e operator taki speªnia warunek omówiony przed sformuªo-
waniem twierdzenia. Niech λ > 0, f ∈ C0(X ) oraz ‖f‖ = cf(x0), gdzie |c| = 1 (taki
punkt x0 istnieje na mocy zwarto±ci X∞). Wtedy c(λf(x0) − Lf(x0)) = λ|f(x0)| −
L(cf)(x0) > λ|f(x0)| = ‖f‖. Je±li wi¦c f 6= 0, to λf − Lf 6= 0, czyli λ Id−L jest
ró»nowarto±ciowy. �

Warto podkre±li¢, »e generatory fellerowskich prawdopodobie«stw przej±cia speªniaj¡
zasad¦ dodatniego maksimum: uzasadnienie jest cz¦±ci¡ dowodu kolejnego wyniku.
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Wniosek 4.8. Je±li pt jest fellerowskim prawdopodobie«stwem przej±cia o generato-
rze L, f, g ∈ C0(X ) oraz

lim
t→0+

ptf(x)− f(x)

t
= g(x)

dla ka»dego x ∈ X , to f nale»y do dziedziny L oraz Lf = g, a wi¦c zbie»no±¢ w
powy»szej granicy jest jednostajna wzgl¦dem x ∈X .

Dowód. Niech L̃f = g gdy speªnione s¡ zaªo»enia wniosku. Oczywi±cie L̃ jest rozszerze-
niem L, ponadto je±li f ∈ dom(L̃) oraz f(x0) = sup{f(x) : x ∈ X }, to ptf(x0) 6 f(x0),
a wi¦c L̃f(x0) 6 0. �

Z naszego punktu widzenia najwa»niejszym wynikiem dotycz¡cym generatora jest na-
st¦puj¡cy rezultat.

Twierdzenie 4.9 (wzór Dynkina). Niech Xt b¦dzie procesem Fellera o regulowanych
trajektoriach, τ czasem Markowa, uλ odpowiadaj¡cym mu j¡drem potencjaªu, za± L
generatorem.

(a) Je±li λ > 0 i f ∈ C0(X ), to

Ex(e−λτuλf(Xτ )) = uλf(x)−Ex
(∫ τ

0

e−λtf(Xt)dt

)
.

(b) Je±li λ > 0 i f ∈ dom(L), to

Ex(e−λτf(Xτ )) = f(x) +Ex
(∫ τ

0

e−λt(Lf(Xt)− λf(Xt))dt

)
.

(c) Je±li f ∈ dom(L) oraz Exτ <∞, to

Exf(Xτ ) = f(x) +Ex
(∫ τ

0

Lf(Xt)dt

)
.

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ jest prost¡ konsekwencj¡ de�nicji i mocnej wªasno±ci Markowa:

uλf(x) = Ex
(∫ τ

0

e−λtf(Xt)dt+ e−λτ
∫ ∞
0

e−λtf(Xτ+t)dt

)
= Ex

(∫ τ

0

e−λtf(Xt)dt

)
+Ex

(
e−λτEx

(∫ ∞
0

e−λtf(Xt ◦ ϑτ )dt|Fτ+

))
= Ex

(∫ τ

0

e−λtf(Xt)dt

)
+Ex(e−λτuλf(Xt)).

Druga cz¦±¢ wynika z pierwszej zastosowanej do funkcji g = λf − Lf . Z kolei aby
uzyska¢ ostatni¡, nale»y przej±¢ do granicy gdy λ → 0+. Wtedy e−λτ d¡»y do 1 (na
zdarzeniu {τ < ∞}), a wi¦c na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci ograniczonej
Ex(e−λτf(Xτ )) d¡»y do Exf(Xτ ). Podobnie λe−λt d¡»y do zera, a wi¦c ponownie na
mocy twierdzenia o zbie»no±ci ograniczonej

lim
λ→0+

Ex
(∫ τ

0

λe−λtf(Xt)dt

)
= 0.
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Wreszcie e−λt d¡»y do 1, a wi¦c, kolejny raz na mocy twierdzenia o zbie»no±ci ograniczonej,

lim
λ→0+

Ex
(∫ τ

0

e−λtLf(Xt)dt

)
= Ex

(∫ τ

0

Lf(Xt)dt

)
.

To dowodzi »¡danej równo±ci. �

Z dowodu jasno wynika, »e w niektórych sytuacjach wzór Dynkina wymaga sªabszych
zaªo»e«. Je±li na przykªad j¡dro potencjaªu u(x, ·) jest miar¡ sko«czon¡ na zbiorach
zwartych, to warunek Exτ <∞ mo»na osªabi¢ do Px(τ <∞) = 1.

Jednym z najwa»niejszych zastosowa« wzoru Dynkina jest nast¦puj¡cy wynik, wyra-
»aj¡cy do pewnego stopnia miar¦ harmoniczn¡ przez funkcj¦ Greena i generator.

Wniosek 4.10. Niech Xt b¦dzie procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, za±
τD czasem wyj±cia ze zbioru otwartego D. Je±li ExτD <∞ oraz f ∈ dom(L), to

ωDf(x) = f(x) + uDLf(x).

Mo»liwy jest równie» opis generatora przy pomocy miar harmonicznych. W wielu sytu-
acjach jest on wygodniejszy ni» de�nicja wykorzystuj¡ca prawdopodobie«stwo przej±cia.

Definicja 4.11. Niech Xt b¦dzie procesem Fellera o regulowanych trajektoriach i
niech τD oznacza czas wyj±cia ze zbioru D. Przypu±¢my, »e punkt x ∈ X nie jest
stanem pochªaniaj¡cym, a wi¦c Px(τ{x} <∞) = 1. Mówimy, »e funkcja borelowska f
nale»y do dziedziny domx(L) operatora Dynkina w punkcie x, je±li istnieje granica w
de�nicji operatora Dynkina w x:

Lf(x) = lim
B→{x}

Exf(XτB)− f(x)

ExτB
.

Tu granica przy B → {x} oznacza granic¦ po wszystkich ci¡gach zbiorów otwartych
Bn, których przekrojem jest {x} i których ±rednice malej¡ do zera gdy n → ∞.
W przypadku, gdy x jest stanem pochªaniaj¡cym oraz Exf(XτB) jest poprawnie
okre±lona dla pewnego otoczenia B punktu x, okre±lamy Lf(x) = 0. Je±li f ∈
domx(L) dla wszystkich x ∈ D, to piszemy f ∈ domD(L). Gdy D = X , piszemy po
prostu f ∈ dom(L).

W j¦zyku miar harmonicznych i funkcji Greena operator Dynkina dany jest wzorem

Lf(x) = lim
B→{x}

ωBf(x)− f(x)

uB1(x)
,

gdzie uB1(x) = uB(x,X ). Wprost z de�nicji wynika, »e je±li f jest harmoniczna w D,
to f ∈ domD(L) oraz Lf(x) = 0 dla x ∈ D. Ponadto je±li f = uDg dla pewnej funkcji
g ci¡gªej w x ∈ D (i takiej, »e f jest poprawnie okre±lona i sko«czona), to f ∈ domx(L)
oraz Lf(x) = −g(x). W istocie, na mocy mocnej wªasno±ci Markowa (jak w dowodzie
wzoru Dynkina),

Exf(XτB) = f(x)−Ex
∫ τB

0

g(Xt)dt,
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a wi¦c∣∣∣∣Exf(XτB)− f(x)

ExτB
− g(x)

∣∣∣∣ =
1

ExτB

∣∣∣∣Ex ∫ τB

0

(g(Xt)− g(x))dt

∣∣∣∣
6

1

ExτB
Ex
∫ τB

0

|g(Xt)− g(x)|dt 6 sup{|g(y)− g(x)| : y ∈ B}.

Gdy B → {x}, prawa strona d¡»y do zera. Analogiczny argument wykorzystany zostanie
w dowodzie lematu Dynkina.
Jak ju» wspomnieli±my, operator Dynkina jest ±ci±le zwi¡zany z generatorem. Aby to

udowodni¢, potrzebny jest pomocniczy wynik, który sam w sobie jest interesuj¡cy.

Lemat 4.12. Niech Xt b¦dzie procesem Fellera o regulowanych trajektoriach. Je±li
stan x ∈X nie jest pochªaniaj¡cy, to ExτB(x,r) <∞ dla dostatecznie maªych r > 0.

Dowód. Niech f ∈ C0(X ) speªnia warunki f(x) = ‖f‖ oraz f(y) < f(x) gdy y 6= x; na
przykªad f(y) = max{1 − d(x, y), 0}. Rozwa»my λ > 0 i g = λuλf . Wtedy g ∈ dom(L)
oraz Lg = λg − f .
Skoro x nie jest pochªaniaj¡cy, zachodzi pt(x, {x}) < 1 dla prawie wszystkich t > 0

(dowód tego faktu jest tre±ci¡ jednego z ¢wicze«), a wi¦c uλ(x, {x}) < 1
λ
. Oznacza to, »e

g(x) < 1
λ
f(x), zachodzi bowiem

g(x)− uλ(x, {x})f(x) =

∫
X \{x}

f(y)uλ(x, dy) < f(x)uλ(x,X \ {x}).

Wobec tego Lg(x) < 0. Skoro Lg jest funkcj¡ ci¡gª¡, przy ε = −1
2
Lg(x) zachodzi

Lg(y) < −ε dla y w pewnym otoczeniu B(x, r) punktu x. Oznacza to, »e dla ka»dego
t > 0, przy oznaczeniu τ = min{τB(x,r), t}, zachodzi

Exτ 6 Ex
∫ τ

0

−Lg(Xt)

ε
ds.

Na mocy wzoru Dynkina otrzymujemy

Exτ 6
1

ε
(g(x)−Exg(Xτ )) 6

g(x)

ε
.

Gdy t→∞, lewa strona nierówno±ci d¡»y do ExτB(x,r) na mocy twierdzenia Lebesgue'a o
zbie»no±ci monotonicznej; prawa za± nie zale»y od t. To dowodzi sko«czono±ci ExτB(x,r).

�

Twierdzenie 4.13 (lemat Dynkina). Niech Xt b¦dzie procesem Fellera o regulo-
wanych trajektoriach, bez stanów pochªaniaj¡cych. Wówczas f jest w dziedzinie
generatora L procesu Xt wtedy i tylko wtedy, gdy f ∈ C0(X ), f jest w dziedzinie
operatora Dynkina L procesu Xt oraz Lf ∈ C0(X ). W tym przypadku zachodzi
Lf(x) = Lf(x) dla wszystkich x ∈X .

Dowód. Je±li f ∈ dom(L) i B jest zbiorem otwartym takim, »e ExτB < ∞, to na mocy
wzoru Dynkina zachodzi

Exf(XτB) = f(x) +

∫ τB

0

Lf(Xt)dt.
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Oznacza to, »e∣∣∣∣Exf(XτB)− f(x)

ExτB
− Lf(x)

∣∣∣∣ =
1

ExτB

∣∣∣∣∫ τB

0

(Lf(Xt)− Lf(x))dt

∣∣∣∣
6

1

ExτB

∫ τB

0

|Lf(Xt)− Lf(x)|dt 6 sup{|Lf(y)− Lf(x)| : y ∈ B}.

Wystarczy teraz skorzysta¢ z ci¡gªo±ci Lf .
Aby udowodni¢ drug¡ cz¦±¢ twierdzenia, napiszmy L̃f = g gdy speªnione s¡ warunki

opisane w twierdzeniu. Na mocy pierwszej cz¦±ci, L̃ jest rozszerzeniem L. Z drugiej strony
L̃ speªnia zasad¦ dodatniego maksimum. Oznacza to, »e L = L̃, tak, jak »¡dano. �

W odró»nieniu od de�nicji generatora wykorzystuj¡cej prawdopodobie«stwa przej±cia
pt, de�nicja operatora Dynkina jest lokalna: gdy Xt ma ci¡gªe trajektorie, to de�nicja
Lf(x) zale»y wyª¡cznie od warto±ci f w dowolnie maªym otoczeniu punktu x. Zupeªnie
inaczej jest w przypadku generatora: tam wa»ne s¡ warto±ci f w caªej przestrzeni.

Przykªad 4.14. Jedno z zada« na ¢wiczeniach polega na wykazaniu, »e generator
ruchu Browna w Rd na funkcjach klasy C2

0(Rd) jest po prostu operatorem Laplace'a.
Funkcja f(x) = 1 jest oczywi±cie harmoniczna i Lf = 1, ale f nie jest w dziedzi-
nie L. W tym wypadku jednak ptf = f , zatem t−1(ptf − f) d¡»y do zera (nawet
jednostajnie). Je±li d > 2, to harmoniczna jest jednak równie» na przykªad funkcja
g(x) = Re exp(exp(x1 + ix2)). Poniewa» jednak g(x) > exp(1

2
exp(x1)) gdy |x2| < π

3
,

funkcja ptg nie jest w ogóle poprawnie okre±lona, zatem nie mo»na mówi¢ nawet o
punktowej granicy t−1(ptg − g). Mimo to g ∈ dom(L) i oczywi±cie Lg = Lg.

Lokalno±¢ operatora Dynkina przejawia si¦ równie» w inny sposób: gdy proces Xt ma
skoki, de�nicja Lf(x) mo»e zale»e¢ od warto±ci f na caªej przestrzeni X , ale zale»y
od zachowania procesu Xt wyª¡cznie do chwili wyj±cia z dowolnie maªego otoczenia x.
Wªa±nie ten fakt pozwoliª wykaza¢, »e Lf = 0 w D gdy f jest harmoniczna w D oraz
Lf = −g w D gdy f = uDg i g jest ci¡gªa w D (oraz f jest poprawnie okre±lona i
sko«czona).
Okazuje si¦ zatem, »e funkcja

f(x) = −uDg(x) + ωDh(x) = −Ex
∫ τD

0

g(Xs)ds+Exh(XτD)

stanowi rozwi¡zanie uogólnionego zagadnienia Dirichleta�Poissona{
Lf(x) = g(x) dla x ∈ D,

f(x) = h(x) dla x ∈X \D.

W przypadku ruchu Browna L zgadza si¦ z operatorem Laplace'a, zatem powy»sze za-
gadnienie jest po prostu klasycznym zagadnieniem Dirichleta�Poissona.
Oczywi±cie pozostaje pytanie o regularno±¢ znalezionego przez nas rozwi¡zania, w

szczególno±ci � o ci¡gªo±¢ na brzegu. Wi¡»e si¦ to z poj¦ciem regularno±ci punktów
brzegowych i w ogólno±ci jest to skomplikowane zagadnienie. W przypadku wielu proce-
sów, w szczególno±ci dla ruchu Browna w Rd, mo»na sformuªowa¢ proste geometryczne
warunki dostateczne dla regularno±ci punktu brzegowego; najbardziej klasycznym jest
warunek sto»ka zewn¦trznego. Nas zadowoli twierdzenie w poni»szej postaci.
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Definicja 4.15. Punkt x ∈X nazywany jest punktem regularnym dla zbioru F je±li

Px(TF = 0) = 1,

gdzie

TF = inf{t > 0 : Xt ∈ F}
jest czasem tra�enia w F .

Nale»y podkre±li¢, »e w de�nicji TF wyst¦puje ostra nierówno±¢ t > 0. W przeciwnym
razie wszystkie punkty F byªyby regularne.

Twierdzenie 4.16. Je±liXt jest procesem Fellera o regulowanych trajektoriach, D ⊆
X jest zbiorem otwartym i ka»dy punkt brzegu D jest regularny dla X \D, g jest
funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e uDg jest poprawnie okre±lona i sko«czona na D, za± h jest
funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e ωDh jest poprawnie okre±lone na D, to wzór

f(x) = −uDg(x) + ωDh(x) = −Ex
∫ τD

0

g(Xs)ds+Exh(XτD)

okre±la rozwi¡zanie uogólnionego zagadnienia Dirichleta�Poissona{
Lf(x) = g(x) dla x ∈ D,

f(x) = h(x) dla x ∈X \D,

przy czym f jest funkcj¡ ci¡gª¡ na X .

[do uzupeªnienia; potrzebne dodatkowe zaªo»enia. ] �

Definicja 4.17. Proces stochastyczny At o warto±ciach rzeczywistych nazywany
jest funkcjonaªem addytywnym wzgl¦dem �ltracji Ft, gdy zmienna At jest mierzalna
wzgl¦dem Ft+ dla ka»dego t > 0 oraz

As+t = As + At ◦ ϑs
je±li 0 6 s 6 s+ t. Tu ϑs jest operatorem przesuni¦cia.
Proces stochastyczny Mt o warto±ciach nieujemnych jest funkcjonaªem multiplika-

tywnym wzgl¦dem �ltracji Ft, je±li zmienna Mt jest mierzalna wzgl¦dem Ft+ dla
ka»dego t > 0 oraz

Ms+t = Ms ·Mt ◦ ϑs
gdy 0 6 s 6 s+ t.

4.3. Funkcjonaªy addytywne i multiplikatywne. Oczywi±cie At jest funkcjonaªem
addytywnym wtedy i tylko wtedy, gdy Mt = exp(−At) jest dodatnim funkcjonaªem
multiplikatywnym. Przykªadem funkcjonaªu addytywnego wzgl¦dem �ltracji naturalnej
procesu Fellera jest

At =

∫ t

0

f(Xs)ds,

gdzie f jest (na przykªad) ograniczon¡ funkcj¡ borelowsk¡. Funkcjonaª multiplikatywny
Mt = exp(−At) jest w tym wypadku nazywany funkcjonaªem Feynmana�Kaca. Innym
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wa»nym przykªadem funkcjonaªu multiplikatywnego jest Mt = 1[0,τ)(t), gdzie τ jest cza-
sem Markowa.
Funkcjonaªy addytywne wykorzystywane s¡ do ró»nych celów: pozwalaj¡ bada¢ poten-

cjaªy niektórych miar (a nie tylko funkcji) w du»ej ogólno±ci; w tym kontek±cie pozwalaj¡
te» na ±cisªy opis czasu lokalnego procesu w punkcie; pozwalaj¡ na opis losowej zmiany
czasu procesu (jak w transformacie Girsanowa). Omówimy krótko ostatnie zastosowanie.
Je±li proces Fellera Xt traktujemy jako opis ruchu cz¡stki, za± At jest rosn¡cym funk-

cjonaªem addytywnym wzgl¦dem �ltracji naturalnej procesu Xt, to mo»emy traktowa¢
At jako czas wewn¦trzny cz¡stki. Innymi sªowy chcieliby±my rozwa»a¢ proces Ys taki, »e
YAt = Xt. Wygodniej jest jednak czasem nie okre±la¢ tego procesu, a pracowa¢ z par¡
(Xt, At). J¡dro potencjaªu takiej pary (lub równowa»nie: procesu Yt) dane jest przez
caªk¦

uA,λ(x,A) = Ex
∫ ∞
0

e−λAt1A(Xt)dAt

(uwaga: jest to co innego ni» potencjaª funkcjonaªu addytywnego, de�niowany jako war-
to±¢ oczekiwana caªki z e−λt wzgl¦dem miary dAt). Mo»na sprawdzi¢, »e uλ,A speªniaj¡
równanie rezolwenty i zachodzi wzór Dynkina: je±li τ jest czasem Markowa, λ > 0 oraz
f ∈ dom(L), to

Ex(e−λAτ−f(Xτ )) = f(x) +Ex
∫ τ

0

e−λAtLf(Xt)dt−Ex
∫
[0,τ)

e−λAtλf(Xt)dAt.

Wa»ne w tym wzorze jest to, »e f ma nale»e¢ do dziedziny generatora wyj±ciowego pro-
cesu Xt, a nie procesu ze zmienionym czasem. Powy»szy wzór mo»na interpretowa¢
nast¦puj¡co: generatorem procesu ze zmienionym czasem Yt powinien by¢ operator

LAf(x) = lim
t→0+

Exf(Xt)− f(x)

At
.

W przypadku, gdy At =
∫ t
0
a(Xs)ds dla pewnej ci¡gªej funkcji a(x), otrzymujemy

LAf(x) =
Lf(x)

a(x)
.

Jednak nawet gdy a jest funkcj¡ ci¡gª¡, dziedzina generatora procesu Yt mo»e by¢ skompli-
kowana i powy»szemu wzorowi trudno nada¢ ±cisªe znaczenie. Z tego powodu wygodniej
jest pracowa¢ z par¡ (Xt, At).
Funkcjonaªy multiplikatywne pojawiaj¡ si¦ przede wszystkim we wzorach Feynmana�

Kaca. Je±li Xt jest procesem Fellera opisuj¡cym ruch cz¡stki, za± Mt funkcjonaªem mul-
tiplikatywnym wzgl¦dem �ltracji naturalnej procesu Xt, to Mt mo»na traktowa¢ jako
zmieniaj¡c¡ si¦ mas¦ cz¡stki w chwili t. Wówczas naturalne jest uwzgl¦dnienie tej masy
w opisie ewolucji cz¡stki. Wprowadza si¦ zatem nowe j¡dra przej±cia i j¡dra potencjaªu

pM,t(x,A) = Ex(Mt1A(Xt)), uM(x,A) =

∫ ∞
0

pM,t(x,A)dt.

Dla uproszczenia zajmiemy si¦ wyª¡cznie malej¡cymi funkcjonaªami multiplikatywnymi:
w tym przypadku mo»na my±le¢, »e cz¡stka nie zmienia masy, ale zanika z pewn¡ inten-
sywno±ci¡ (zale»¡c¡ od poªo»enia) i Mt to warunkowe prawdopodobie«stwo (pod warun-
kiem Ft), »e cz¡stka przetrwaªa do chwili t. W tej sytuacji mo»na okre±li¢ (na odpowied-
nio powi¦kszonej przestrzeni probabilistycznej) podproces Yt taki, »e P

x(Yt = Xt|Ft) =
Mt oraz P

x(Yt = ∞|Ft) = 1 −Mt. Znów zamiast bada¢ podproces Yt cz¦sto wygodniej
jest pracowa¢ z par¡ (Xt,Mt) � z tych samych powodów, co w przypadku funkcjonaªów
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addytywnych. Zachodzi bowiem na przykªad wzór Dynkina z funkcjonaªem multiplika-
tywnym:

Ex(Mτ−f(Xτ )) = f(x) +Ex
∫ τ

0

MtLf(Xt)dt−Ex
∫
[0,τ)

f(Xt)dMt.

Co ciekawe, jest to ten sam wzór, co wzór Dynkina z funkcjonaªem addytywnym (w
przypadku, gdy Mt jest dodatnim funkcjonaªem multiplikatywnym i At = −λ ln(Mt)).
Tym razem jednak interpretacja jest inna: generatorem podprocesu Yt powinien by¢
operator

LMf(x) = Lf(x) +

(
lim
t→0+

ExMt − 1

t

)
f(x).

Gdy Mt = exp(
∫ t
0
V (Xs)ds) dla pewnej funkcji ci¡gªej V , otrzymujemy

LMf(x) = Lf(x) + V (x)f(x).

Powy»szy operator nazywany jest operatorem Schrödingera z potencjaªem V (x), za± iden-
ty�kacja póªgrupy generowanej przez ten operator oraz póªgrupy o j¡drze pM,t to sªynny
wzór Feynmana�Kaca.
W powy»szych rozwa»aniach ignorowali±my szczegóªy techniczne i nie dowodzili±my

»adnych twierdze«: materiaª ten niestety wykracza poza ramy tych notatek.

4.4. Struktura generatora procesu Fellera. Generator procesu Fellera jest skompli-
kowanym obiektem: zwykle bardzo trudno opisa¢ jego dziedzin¦. Mimo to cz¦sto znana
jest posta¢ Lf(x) w przypadku, gdy f jest odpowiednio regularne. Tak jest na przy-
kªad, gdy Xt jest procesem Lévy'ego, czyli jednorodnym w przestrzeni procesem Fellera
o warto±ciach w Rd (inaczej: jednorodnym w czasie i stochastycznie ci¡gªym procesem o
przyrostach niezale»nych).

Twierdzenie 4.18. Je±li Xt jest procesem Lévy'ego i f ∈ C2
0(Rd), to

Lf(x) = ∇f(x) · A∇f(x) + b · ∇f(x) +

∫
Rd\{0}

(f(x+ z)− f(x)− 1B(0,1)(z)z · ∇f(x))ν(dz),

gdzie A jest nieujemnie okre±lon¡ macierz¡, b wektorem, za± ν nieujemn¡ miar¡ na
Rd \ {0}, wzgl¦dem której funkcja min{1, |z|2} jest caªkowalna. Co wi¦cej, dla ka»-
dej trójki (A, b, ν) istnieje proces Lévy'ego, którego generator L ma wy»ej opisan¡
wªasno±¢.

Klasycznym wynikiem opisuj¡cym generator procesu Fellera jest nast¦puj¡ce twierdze-
nie.

Twierdzenie 4.19 (Twierdzenie Courrége'a). Je±li Xt jest procesem Fellera o war-
to±ciach w Rd i dziedzina generatora L procesu Xt zawiera funkcje gªadkie o zwartym
no±niku, to

Lf(x) = ∇f(x) · A(x)∇f(x) + b(x) · ∇f(x) +

∫
Rd\{x}

(f(y)− f(x)− 1B(0,1)(y − x)(y − x) · ∇f(x))ν(x, dy)

dla f ∈ C2
c (Rd), gdzie (dla ka»dego x ∈ Rd) A(x) jest nieujemnie okre±lon¡ macierz¡,

b(x) wektorem, za± ν(x,A) nieujemn¡ miar¡ na Rd \ {x}, wzgl¦dem której funkcja
min{1, |y − x|2} jest caªkowalna.
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Ciekawym i wci¡» otwartym problemem jest opis operatorów, które s¡ generatorami
procesów Fellera w Rd. Najlepszy znany wynik w tym kierunku pochodzi od Waltera
Hoha i wymaga, by wspóªczynniki A(x), b(x) i ν(x,A) zale»aªy od x w odpowiednio
gªadki sposób. Uwa»a si¦ jednak, »e zaªo»enia te mo»na istotnie osªabi¢.
W powy»szym opisie A(x) oraz b(x) odpowiadaj¡ w pewnym sensie za cz¦±¢ ci¡gª¡

procesu, za± ν(x,A) opisuje opisuje intensywno±¢ skoków procesu Xt z x do A. Dla
procesów Lévy'ego mo»na to wyrazi¢ formalnie w nast¦puj¡cy sposób: je±li 0 /∈ A, to
tν(A) jest oczekiwan¡ liczb¡ tych s ∈ [0, t), dla których Xs − Xs− ∈ A. Analogiczne
sformuªowanie dla ogólniejszych procesów jest nieco bardziej kªopotliwe: dla rozª¡cznych
zbiorów A i B zachodzi

Ex
∑
s∈[0,t]

1A(Xs−)1B(Xs) = Ex
∫ t

0

1A(Xs)ν(Xs, B)ds.

Ogólniej, je±li ϕ(t, x, y) jest nieujemn¡ funkcj¡ borelowsk¡ o wªasno±ci ϕ(t, x, x) = 0, to

Ex
∑
s∈[0,t]

ϕ(s,Xs−, Xs) = Ex
∫ t

0

∫
Rd\{x}

ϕ(s,Xs, Xs + z)ν(Xs, dz)ds.

W istocie zachodzi du»o ogólniejsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.20 (wzór na system Lévy'ego). Je±li Xt jest procesem Fellera o re-
gulowanych trajektoriach, to istnieje funkcjonaª addytywny At oraz rodzina miar
ν(x,A) na X \ {x} o nast¦puj¡cej wªasno±ci: je±li ϕ(t, x, y) jest nieujemn¡ funkcj¡
borelowsk¡ o wªasno±ci ϕ(t, x, x) = 0, to

Ex
∑
s∈[0,t]

ϕ(s,Xs−, Xs) = Ex
∫ t

0

∫
Rd\{x}

ϕ(s,Xs, Xs + z)ν(Xs, dz)dAs.

[[wzór na system Lévy'ego]]
[[generator z funkcjami Urysohna w dziedzienie i znaczenie dla wzoru Ikedy�Watanabe]]
[[Na list¦: Dynkin zde�niowany tylko przez kule; kule symetryczne i kontrprzykªad.]]
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