
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 0

Niech ~F b¦dzie polem wektorowym. Je±li

~F = −∇V +∇× ~A,

to funkcja V nazywana jest potencjaªem skalarnym pola ~F , za± pole wektorowe ~A � poten-

cjaªem wektorowym pola ~F . Par¦ potencjaªów danego pola mo»na wybra¢ na wiele sposobów

� konkretny wybór nosi nazw¦ cechowania.

(1) Naszkicuj dowód nast¦puj¡cego twierdzenia: je±li ~F jest polem klasy C1 w obsza-

rze jednospójnym D oraz ∇× ~F = ~0 w D, to istnieje potencjaª skalarny V taki,
»e ~F = −∇V w D.

(2) Naszkicuj dowód nast¦puj¡cego twierdzenia: je±li ~F jest polem klasy C1 w obsza-

rze jednospójnym D oraz ∇ · ~F = ~0 w D, to istnieje potencjaª wektorowy ~A taki,
»e ~F = ∇× V oraz A3 = 0 w D.

(3) Zauwa», »e do potencjaªu skalarnego mo»na doda¢ staª¡, za± do potencjaªu wek-
torowego � gradient dowolnej funkcji.

(4) Udowodnij, »e do potencjaªu skalarnego mo»na doda¢ dowoln¡ funkcj¦ harmo-
niczn¡ (czyli speªniaj¡c¡ równanie ∆u = 0), je±li odpowiednio zmody�kuje si¦
potencjaª wektorowy.

(5) Sprawd¹, »e funkcja V (~x) = x2
1 − x2

2 i pole wektorowe ~A(~x) = (0, 0, 2x1x2) tworz¡

par¦ potencjaªów pola zerowego. Wyznacz ~A o podobnej wªasno±ci dla V (~x) =
x1/|~x|3.

Twierdzenie (rozkªad Helmholtza). Zaªó»my, »e D ⊆ R3 jest obszarem, za± ~F jest ci¡gªym

polem wektorowym na D takim, »e |~F (~x)|/(1 + |~x|) jest funkcj¡ caªkowaln¡ w D. Wówczas

istnieje potencjaª skalarny i potencjaª wektorowy pola ~F .

Je±li ponadto D jest regularny (w sensie twierdzenia o dywergencji) lub D = R3, ~F jest

klasy C1 na D wraz z brzegiem, za± w przypadku D = R3 pochodne cz¡stkowe ~F speªniaj¡

analogiczny warunek caªkowalno±ci, to para potencjaªów mo»e by¢ wyra»ona wzorem:
V (~x) =

1

4π

∫
D

∇ · ~F (~y)
|~y − ~x|

d~y − 1

4π

∮
∂D

~F (~z)

|~z − ~x|
· d~n(~z),

~A(~x) =
1

4π

∫
D

∇× ~F (~y)

|~y − ~x|
d~y +

1

4π

∮
∂D

~F (~z)

|~z − ~x|
× d~n(~z),

gdzie d~y oznacza element obj¦to±ci, za± d~n(~z) to wektor normalny skierowany na zewn¡trz

D przemno»ony przez element powierzchni.

(6) Uzasadnij, »e ∇× (∇× ~F ) = ∇(∇ · ~F )−∆~F .

(7) Okre±lmy ~F (~x) = 0 dla ~x /∈ D. Niech ~G = U ~F , gdzie U jest operatorem poten-
cjaªu Newtona. Zauwa», »e wewn¡trz D zachodzi

~F = −∆~G = −∇(∇ · ~G) +∇× (∇× ~G)

i wobec tego prawdziwa jest pierwsza cz¦±¢ twierdzenia Helmholtza.

(8) Zauwa», »e uzyskany wy»ej potencjaª wektorowy ~A = ∇× ~G speªnia ∇ · ~A = 0.

(9) Sprawd¹, czy wewn¡trz D para potencjaªów V = ∇· ~G oraz ~A = ∇× ~G jest równa
parze podanej w drugiej cz¦±ci twierdzenia Helmholtza.



Niech ~E(t, ~x) oznacza pole elektryczne, ~B(t, ~x) pole magnetyczne, %(t, ~x) g¦sto±¢ roz-

mieszczenia ªadunku elektrycznego, za± ~J(t, ~x) strumie« pr¡du elektrycznego. Wielko±ci te

speªniaj¡ równania Maxwella: 
∇ · ~E = %,

∇ · ~B = 0,

∇× ~E = −∂t ~B,
∇× ~B = ∂t ~E + ~J.

Speªniona jest ponadto zasada zachowania ªadunku elektrycznego:

∂t%+∇ · ~J = 0,

nazywana równie» równaniem ci¡gªo±ci.

(10) Wyra¹ ∂2
t
~E oraz ∂2

t
~B bez u»ywania pochodnej po czasie.

(11) Sprawd¹, »e je±li % = 0 oraz ~J = 0, to wspóªrz¦dne ~E oraz ~B speªniaj¡ (klasyczne)
równanie fali: ∂2

t u = ∆u.

Potencjaª wektorowy ~A(t, ~x) pola magnetycznego nazywa si¦ potencjaªem magnetycznym,

za± potencjaª skalarny V (t, ~x) pola ~E− ∂t ~A � potencjaªem elektrycznym. Gdy ~A nie zale»y

od czasu, potencjaª elektryczny jest po prostu potencjaªem skalarnym pola elektrycznego.

Cechowanie Lorenza to wybór potencjaªu magnetycznego, który speªnia warunek:

∂tV +∇ · ~A = 0.

Cechowanie Coulomba z kolei zadane jest przez warunek ∇ · ~A = 0.

(12) Zauwa», »e do potencjaªu magnetycznego mo»na doda¢ gradient dowolnej funkcji
u. Wówczas do potencjaªu elektrycznego nale»y doda¢ ∂tu.

(13) Sprawd¹, »e przy cechowaniu Lorenza potencjaª elektryczny i potencjaª magne-
tyczny wyznaczaj¡ pola elektryczne i magnetyczne:{

~E = −∇V − ∂t ~A,
~B = ∇× ~A.

.

(14) Udowodnij, »e przy cechowaniu Lorenza równania Maxwella mo»na zapisa¢ w
postaci {

∂2
t V −∆V = %,

∂2
t
~A−∆ ~A = ~J.

(15) Zauwa», »e je±li u speªnia równanie fali ∂2
t u = ∆u, to dodanie ∂tu do poten-

cjaªu elektrycznego oraz ∇u do potencjaªu magnetycznego zachowuje cechowanie
Lorenza.
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