TEORIA POTENCJALU PROCESOW MARKOWA — LISTA ZADAN NR 1

W R (d > 3) definiujemy jgdro potencjatu Newtona: U(z,z) = U(0) = oo,

1 1
y) = (A= 2w o= g2 (z #y),

gdzie wg = 27rd/2/F(%) to miara powierzchiowa sfery jednostkowej 0B(0,1). Operator po-
tencjatu Newtona to:

U(z,y) =U(z —

Uno) = [ Ule,p)utdy)
Rd
i jest okreslony dla wszystkich miar p takich, ze

1
/IRd 1+ 22 |p|(dz) < oo.

(1) Udowodnij, ze Upu(z) jest poprawnie zdefiniowany dla prawie wszystkich x € R®.
Wskazowka: Udowodnij wpierw, ze fB(o R) Uz —y)dr < C/(1+|z|92) dla pewnej statej
C. Nastepnie wykorzytaj twierdzenie Fubiniego, aby udowodnic, ze catka fB(O R) Up(x)dx
jest skonczona.

(2) Wyznacz VU (z) i sprawdz, ze AU (z) =0 dla = # 0.

(3) Udowodnij, ze jesli u ma nosnik zwarty i gestosé u(z) klasy C?, to AUu = UAp.
Wskazéwka: Udowodnij, ze mozna rézniczkowaé pod znakiem catksi.

(4) Niech D bedzie otwarty. Udowodnij, ze jesli |u|(D) =0, to AUu=0w D.
Wskazéwka: Udowodnij, ze mozna rézniczkowaé pod znakiem catksi.

(5) Udowodnij, ze jesli p ma gesto$é u(z) klasy C? w otoczeniu x, to pu(z) = —AUp(x).
Wskazowka: Wykorzystaj poprzednie dwa zadania.

(6) Udowodnij, ze jesli p ma ciagta gestos¢ p(z) w otoczeniu x, to Up(z) nie musi
by¢ funkcja klasy C? w otoczeniu x. ()

Twierdzenie (rozwiazanie réwnania Poissona w kuli). Niech D = B(0,r). Dla dowolnej
funkeji u klasy C? na D zachodzi

u(z) = —/DGD(:c,y)Au(y)dx—i—/a Pp(z, z)u(z)dz,

D
gdzie Gp(z,y) to funkcja Greena kuli, zas Pp(x, z) to jadro Poissona kuli:
Gp(x,y) = Ulx,y) = (&) °U(Epe,y) (wy €D,z #0,z #y),
GD(O,Z/) = U(.’E,y) - ((d - 2)wd)_1’rd_2 (y € D7 Yy 7é 0)7
Gp(z,z) = o0 (x € D),

1 r2—|z|?

war |z — 2|

Pp(z,z) = (x € D,y € dD).

(7) Niech D = B(0,7). Udowodnij, ze Gp(z,2) =0dla z € 9D, Gp(x,y) = Gp(y, x)
dla z,y € D oraz
Pp(r.2) = 2 V,Gp(x,2) '

r




(8) Udowodnij, ze funkcje harmoniczne w zbiorze otwartym D sa analityczne w D.
Wskazowka: Mozna rozwijaé jgdro Poissona w szereg, mozna rozwazaé rozszerze-
nia holomorficzne 1 wykorzystaé twierdzenie Morery.

(9) Udowodnij (usredniajoc po promieniu), ze jesli D jest otwarty, zas u jest harmo-
niczna w D, to

1
) = / u(y)dy

dla kazdej kuli B takiej, ze B C D.

(10) Udowodnij twierdzenie odwrotne: jesli u jest lokalnie catkowalna w D i ma wtla-
sno$é¢ z poprzedniego zadania, to jest klasy C? i jest harmoniczna.
Wskazowka: Udowodnij wpierw, ze jesli dist(x,0D) > 2R, za$ ¢ jest nieujemna funkcjg
klasy C* na [0,00) réwng jeden w [0, R] i réwng zero w [2R, 00), to

2R
[ et =abay = [ =) ( [ u(y)dy> "

2R
— u(z) / (—/ ()| Bz, r)dr

R

i wywnioskug, Ze u jest klasy C*° w D. Do dowodu réwnosci Au(x) = 0 wykorzystaj
wtasno$é wartosci $redniej w kuli B(x,r) o matym promieniu i rozwiniecie Taylora u w
otoczeniu x. Inny mozliwy dowod drugiej czeSci polega na uzyskaniv wpierw wtasnosci
wartosci Sredniej na sferze OB(x,r) 1 wykorzystaniu wzoru na rozwigzanie rownANia
Poissona w kuli B(z,r).

(11) Wywnioskuj zasade maksimum: jesli u jest harmoniczna w spojnym zbiorze otwar-
tym D i ma w D ekstremum lokalne, to jest stata.
Wskazowka: Wykaz, zZe jesli u ma ekstremum lokalne w punkcie x € D, to jest
stata w pewnej kuli B(x,r), a nastepnie wykorzystaj analitycznos$é u.

(12) Wywnioskuj wtasnosé Liouville’a: jesli u jest harmoniczna w R? i ograniczona z
jednej strony, to jest stala.
Wskazowka: Jesli u(x) > a dla wszystkich x, to

/B(m) (u(z) — a)dz < /B(y’xym)(u(z) — a)dz.

Twierdzenie (trzeci wzor Greena dla R?). Dla dowolnej funkcji u klasy C? takiej, ze

lim LGOI
R—o0 Jp02r)\B(O,R) 1 T |7
|Vu(z)]

lim 51 dz =0,
R—o0 Jp(02r)\B(O,R) 1 T |7

|Au(z)|
1= g &5

/]Rd L+ fafd2 0=
zachodzi uv = —U Au.

(13) Udowodnij (usredniajgc po promieniu) trzeci wzor Greena dla RY.
Wskazowka: Wystarczy przecatkowad trzeci wzor Greena dla kuli B(0,1) wzgledem
promienia r € [R,2R].



(1)

ROZWIAZANIA
Zauwazmy wpierw, ze gdy |y| < 2R, to

/ —y)dx
B(0,R) B(y, R+|y|
/ (2)dz = Cy (R + |y])? < 9C1 2.
B(0 R+|y\

Ponadto gdy |y| > 2R, zachodzi

/()U@—w@<cxm—RﬁﬂB@Rﬂ
0.R

— C3R%(Jy| — R)>™ < C5R(Jy|/2)*

W obu przypadkach istnieje Cy (zalezace od R) takie, ze prawa strona nie prze-
kracza Cy/(1 + |z]?72).

Przypu$émy, ze p jest miarg nieujemng. Powyzsze oszacowanie dowodzi, ze
catka iterowana [, fB(O,R) U(x — y)dzu(dy) jest skonczona. Na mocy twierdze-
nia Fubiniego mozna zatem zamieni¢ kolejnos¢ catkowania: catka fB(07R) Up(z)dx
jest skonczona — i przede wszystkim funkcja podcatkowa jest skonczona prawie
wszedzie.

Przypadek miar znakowanych rozwaza si¢ przez rozbicie miary g na czes$¢ do-
datnig i ujemnag.

Liczymy:
QU = g il =~ (la) 0, of?] =~
vww=—@%@
2
2
Ustalmy xo. Aby moc rozniczkowaé Up(z) = [p.pu(z — y)U(y)dy pod zna-

kiem calki, wystarczy sprawdzi¢, ze w pewnym otoczeniu xy pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu funkcji p(z — y)U(y) wzgledem zmiennej = sa ograni-
czone przez pewna catkowalnag funkcje zmiennej y. Tym ograniczeniem moze by¢
C1p(0,R+|z0) (1)U (), gdzie C jest wspolnym ograniczeniem na pochodne czast-
kowe pierwszego i drugiego rzedu funkcji p, zas R jest tak duze, ze pu(z) = 0 gdy
|z| > R.

Tym razem chcemy rozniczkowaé Up(x fRd\D — y)u(dy) pod znakiem
catki gdy * € D — wiemy juz bovvlem ze AU(z — y) =0dlax e D,y €
R%\ D. Jak juz policzylismy, pochodne czgstkowe pierwszego i drugiego rzedu
funkcji U(x) sa ograniczone przez odpowiednio Cy|z|'~? oraz Cy|z|~¢. Jesli wiec
xg € D, B(xg,2r) C D, to dla x € B(xg,7), y € R?\ D pochodne czastkowe
U(z — y) wzgledem zmiennej x sa ograniczone przez Cir!=?¢ (pierwszego rzedu)
oraz Cor~? (drugiego rzedu). To wystarcza do rézniczkowania pod znakiem calki
(tak, jak przy calce wzgledem miary Lebesgue’a: korzystamy z definicji pochodnej,



twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej i twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
ograniczonej).

(5) Niech =y € D, B(zo,2r) € D. Mozna rozbi¢ p na sume dwoch miar, jednej
o gestosci p(z) klasy C? i o zwartym nosniku (zdefiniowanej jako ui(z)dr =
o(z)p(dz) dla ¢ klasy C? rownej zero poza B(zg,2r) i jeden w B(xg, 7)), drugiej
rownej zero w B(xg, r) (zdefiniowanej jako ps(dx) = (1 — p(z))u(dz). Pozostaje
zastosowaé wyniki poprzednich dwoéch zadan.

(6) ...

(7) Przypadek = = 0 jest tatwy, rozwazmy wiec x # 0. Niech z* = pE. Zachodz
2la” —yl* = r® + |2 lyl® = 2r'z -y = Jy[le -y
zatem

(E) U y) = (=)™ = () = () U ().

yllz—y*] Yy
W szczegolnosci Gp(z,y) = Gp(y,x). Ponadto gdy |y| = r, to y = y* i wobec
tego U(z,y*) = U(x,y), skad Gp(z,y) = 0. Zachodzi wreszcie
=2
vyGD(xa y) = va((E,y) - —VyU(fL‘*,y)

|x’d72

1 x—y 1 ri2(z* —y)

wi |r —yl? wale]®2er —y|d

1L -y  1r7%2f(@ —y)

wa |z =yt wq |yl — y*|d
1 z—y 1 iz — (|z|/r)?y)

wy |z =yt wa |yl —y*|?

Gdy |yl =7, to y* =y, a wiec

L (1= (Jzl/r)*)y

v,G ) = - )
yGp(z,Y) e |z — y|d
skad
1 r?— |z
-V,G =——>=7P -
y-VyGp(z,y) T p(z,y)

(8) Rozwazmy 0 < s < r. Naszym celem jest wykazanie, ze jadro Poissona Pp(q ) (, 2)
rozszerzaja sie do funkcji holomorficznych zmiennej x i zastosowanie twierdzenia
Morery do wykazania holomorficznosci catki z jadra Poissona opisujacej funkcje
harmoniczng u.

Funkcja n(r) = 22 + 23 + ... + z2 jest holomorficzng funkcja i, s, ..., x4
Oczywiscie [n(z)| < |z[%. Ponadto jesli |[Rex| > r — s oraz |Imz| < 3(r — s), to
n(z)] = Ren(z) > [Rez| — [Imz|* > 5(r — ).

Oznacza to, ze rodzina funkeji holomorficznych 1, (z) = (r?—n(z))(n(z—=2))~4?
jest poprawnie okreslona, gdy z jest wektorem rzeczywistym spelniajacym |z| = r,
za§ x jest wektorem zespolonym takim, ze |Rez| < s, |[Imz| < (r — s) (bowiem
wtedy |Rex — z| > |z| — |Rexz| > r — s, a wiec Ren(z — z) > 0). Ponadto
[6:(2)] < (7 + [n(@))/ Iz — )| < 2022 + 272) (7 — s)".



Z twierdzenia Fubiniego, twierdzenia Morery i lematu Osgooda wynika zatem,
ze jesli u jest ograniczona na 0B(0,r), to funkcja ¢(x faB o) V. (x)u(z)o(dz)
jest holomorficzna funkcja x w obszarze | Rez| < s, \Im x| < (r —3).

Zauwazmy, ze jesli x jest rzeczywistym wektorem, to ¢, (z) = PB(OJ.) (x,20/(war).
Jesli wiec u jest ciagta w B(0,r) oraz harmoniczna w B(0, ), to dla rzeczywistych
wektorow = € B(0,r) zachodzi u(z) = ¢(z)/(war). Zatem w istocie u jest anali-
tyczna w B(0, s) dla dowolnego s € (0,r). Oczywiscie zamiast kuli B(0,7) mozna
rozwazaé kule o dowolnym srodku, a stad juz wynika teza zadania.

9) Wiemyjuz 7e jesli u jest harmoniczna w D oraz B(x,7) C D, to o(0B(z, s))u(x) =
fB(zs o(dy) dla dowolnego s € (0, r] Calkujadc obie strony rownosci wzgle-
dem s € (0 7], otrzymujemy |B(x,r)|u(x fB (=)

(10) Z twierdzenia Fubiniego wynika, ze gdy B(x, 2R) C D, to zgodnie ze wskazowka

/ o gl oy = / o /| y (1)) drdy
- /R 0 / y <>dy) dr

— u(z) / (—! () [ Bz, r)\dr,

czyli w zbiorze Dor = {x € D : dist(z,0D) > 2R} funcja u jest rowna splotowi
u oraz funkcji klasy C'™° o zwartym no$niku. Roézniczkujac pod znakiem caltki,
wnioskujemy, ze u jest klasy C° w Dyr. Wobec dowolnosci R, f jest klasy C°
w D.

Przypusémy, ze 0 € D oraz ze u jest klasy C? w otoczeniu 0. Ze wzoru Taylora
wynika, ze

d d
1
=1

ij=1
gdy |z| — 0. Wobec tego

d

1
Ydr = u(0) + —— &uO/ xr;dx
0 T |/Or ( ) |B(O,7”)| Z ( ) B(0,r)

=1

d
1
+ — E @i-u(O)/ riwid + o(r?).

Sktadniki pierwszej sumy po prawej stronie sa réwne zero. Podobnie wszystkie
sktadniki drugiej sumy sie zeruja, z wyjatkiem tych, dla ktorych ¢ = 5. Stad

d
1 / 1
_ u(x)dr = u(0 —|——§ 8iiu0/ x?dz—i—orQ.
1B(0,7)] /a0, @) ) 2[B(0,r)| = © B(0) )

7 symetrii wynika, ze

1 r d+2 2 B 0
/ xgdx:_/ |x,2dx:ﬂ/ g, _ @™ 2B,
B(0,r) d /B, d Jo d(d+2) d+2




Otrzymujemy wiec
1 r?

—_— u(z)dr = u(0) +
1B(0,7)| /B0, 2

m Au(0) + o(r?),

czyli

Au(0) = lim 2(d+2) ( ! / u(z)dr — u(O)) :

r—0+ r2 |B(O, 7’)| B(0,r)

W przypadku gdy v ma wlasno$¢ wartosci Sredniej, prawa strona jest oczywi-
$cie rowna zero, zatem Au(0) = 0. Rozwazajac funkcje u(- — ) zamiast u(-)
otrzymujemy Au(z) = 0 dla dowolnego x € D.

(11) Jesli v ma w = maksimum lokalne, to dla y z pewnej kuli B(z,r) zachodzi
nierownos$¢ u(y) < u(x). Z drugiej strony fB(w) u(y)dy = |B(x,r)|u(zx), czyli
fB(W) (u(z) —u(y))dy = 0. Calka z ciaglej funkcji nieujemnej jest zerem wtedy
i tylko wtedy, gdy funkcja ta jest stale réwna zero, zatem u(y) = wu(x) dla
y € B(x,r). Z analitycznosci funkcji u wynika, ze u jest stala na calym D: zbior,
na ktéorym szereg potegowy u ma wszystkie wspolczynniki réwne zero, jest za-
rowno domkniety (z ciagtosci u i jej pochodnych), jak i otwarty (z analitycznosci)
w topologii wzglednej w D).

(12) Zgodnie ze wskazowka, na mocy wlasnosci wartosci sredniej, |B(x, r)|(u(z) —a) <
|B(y, |z —y|+7)|(u(y)—a), czyliu(z)—a < (|Jz—y|/r+1)%(u(y) —a). Przechodzac
do granicy z r — oo otrzymujemy u(x) — a < u(y) — a, czyli u(z) < u(y). Skoro
x 1y sa dowolne, funkcja u musi by¢ stala.

(13) Calkujac trzeci wzor Greena zgodnie ze wskazowka, otrzymujemy (gdy |z| < R)

1 (2R
wy =g [ (= [, veensu
+ %)B(O’T)(U(x, 2)Vu(z) —u(z)V,U(x, 2)) - nzdz) dr
= /B(o - U(z,y)Au(y) min{1,2 — %‘}dy

1
+ —/ (U(z, 2)Vu(z) —u(z)V,U(z, 2)) - rdz.
R JB©02r)\B(0,R)

Dla ustalonego x oraz z € B(0,2R)\ B(0, R) zachodzi U(z, z)/R < C/(1+]z|*1)
oraz |[V,U(z, 2)|/R < C/(1+]z]%). Przechodzac do granicy gdy R — oo i stosujac
twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej, otrzymujemy teze.



