
Teoria potencjaªu procesów Markowa � lista zada« nr 1

W R
d (d > 3) de�niujemy j¡dro potencjaªu Newtona: U(x, x) = U(0) =∞,

U(x, y) = U(x− y) =
1

(d− 2)ωd

1

|x− y|d−2
(x 6= y),

gdzie ωd = 2πd/2/Γ(d2) to miara powierzchiowa sfery jednostkowej ∂B(0, 1). Operator po-

tencjaªu Newtona to:

Uµ(x) =

∫
Rd

U(x, y)µ(dy)

i jest okre±lony dla wszystkich miar µ takich, »e∫
Rd

1

1 + |x|d−2
|µ|(dx) <∞.

(1) Udowodnij, »e Uµ(x) jest poprawnie zde�niowany dla prawie wszystkich x ∈ Rd.
Wskazówka: Udowodnij wpierw, »e

∫
B(0,R) U(x−y)dx 6 C/(1+ |x|d−2) dla pewnej staªej

C. Nast¦pnie wykorzytaj twierdzenie Fubiniego, aby udowodni¢, »e caªka
∫
B(0,R) Uµ(x)dx

jest sko«czona.

(2) Wyznacz ∇U(x) i sprawd¹, »e ∆U(x) = 0 dla x 6= 0.

(3) Udowodnij, »e je±li µ ma no±nik zwarty i g¦sto±¢ µ(x) klasy C2, to ∆Uµ = U∆µ.
Wskazówka: Udowodnij, »e mo»na ró»niczkowa¢ pod znakiem caªki.

(4) Niech D b¦dzie otwarty. Udowodnij, »e je±li |µ|(D) = 0, to ∆Uµ = 0 w D.
Wskazówka: Udowodnij, »e mo»na ró»niczkowa¢ pod znakiem caªki.

(5) Udowodnij, »e je±li µma g¦sto±¢ µ(x) klasy C2 w otoczeniu x, to µ(x) = −∆Uµ(x).
Wskazówka: Wykorzystaj poprzednie dwa zadania.

(6) Udowodnij, »e je±li µ ma ci¡gª¡ g¦sto±¢ µ(x) w otoczeniu x, to Uµ(x) nie musi
by¢ funkcj¡ klasy C2 w otoczeniu x. (♠)

Twierdzenie (rozwi¡zanie równania Poissona w kuli). Niech D = B(0, r). Dla dowolnej

funkcji u klasy C2 na D zachodzi

u(x) = −
∫
D
GD(x, y)∆u(y)dx+

∫
∂D

PD(x, z)u(z)dz,

gdzie GD(x, y) to funkcja Greena kuli, za± PD(x, z) to j¡dro Poissona kuli:

GD(x, y) = U(x, y)− ( r
|x|)

d−2U( r2

|x|2x, y) (x, y ∈ D, x 6= 0, x 6= y),

GD(0, y) = U(x, y)− ((d− 2)ωd)−1rd−2 (y ∈ D, y 6= 0),

GD(x, x) =∞ (x ∈ D),

PD(x, z) =
1

ωdr

r2 − |x|2

|x− z|d
(x ∈ D, y ∈ ∂D).

(7) Niech D = B(0, r). Udowodnij, »e GD(x, z) = 0 dla z ∈ ∂D, GD(x, y) = GD(y, x)
dla x, y ∈ D oraz

PD(x, z) = −z · ∇yGD(x, z)

r
.



(8) Udowodnij, »e funkcje harmoniczne w zbiorze otwartym D s¡ analityczne w D.
Wskazówka: Mo»na rozwija¢ j¡dro Poissona w szereg, mo»na rozwa»a¢ rozszerze-

nia holomor�czne i wykorzysta¢ twierdzenie Morery.

(9) Udowodnij (u±redniaj¡c po promieniu), »e je±li D jest otwarty, za± u jest harmo-
niczna w D, to

u(x) =
1

|B|

∫
B

u(y)dy

dla ka»dej kuli B takiej, »e B ⊆ D.

(10) Udowodnij twierdzenie odwrotne: je±li u jest lokalnie caªkowalna w D i ma wªa-
sno±¢ z poprzedniego zadania, to jest klasy C2 i jest harmoniczna.
Wskazówka: Udowodnij wpierw, »e je±li dist(x, ∂D) > 2R, za± ϕ jest nieujemn¡ funkcj¡

klasy C∞ na [0,∞) równ¡ jeden w [0, R] i równ¡ zero w [2R,∞), to∫
B(x,2R)

u(y)ϕ(|x− y|)dy =

∫ 2R

R
(−ϕ′(r))

(∫
B(x,r)

u(y)dy

)
dr

= u(x)

∫ 2R

R
(−ϕ′(r))|B(x, r)|dr

i wywnioskuj, »e u jest klasy C∞ w D. Do dowodu równo±ci ∆u(x) = 0 wykorzystaj

wªasno±¢ warto±ci ±redniej w kuli B(x, r) o maªym promieniu i rozwini¦cie Taylora u w

otoczeniu x. Inny mo»liwy dowód drugiej cz¦±ci polega na uzyskaniu wpierw wªasno±ci

warto±ci ±redniej na sferze ∂B(x, r) i wykorzystaniu wzoru na rozwi¡zanie równania

Poissona w kuli B(x, r).

(11) Wywnioskuj zasad¦ maksimum: je±li u jest harmoniczna w spójnym zbiorze otwar-
tym D i ma w D ekstremum lokalne, to jest staªa.
Wskazówka: Wyka», »e je±li u ma ekstremum lokalne w punkcie x ∈ D, to jest

staªa w pewnej kuli B(x, r), a nast¦pnie wykorzystaj analityczno±¢ u.

(12) Wywnioskuj wªasno±¢ Liouville'a: je±li u jest harmoniczna w R
d i ograniczona z

jednej strony, to jest staªa.
Wskazówka: Je±li u(x) > a dla wszystkich x, to∫

B(x,r)

(u(z)− a)dz 6
∫
B(y,|x−y|+r)

(u(z)− a)dz.

Twierdzenie (trzeci wzór Greena dla Rd). Dla dowolnej funkcji u klasy C2 takiej, »e

lim
R→∞

∫
B(0,2R)\B(0,R)

|u(x)|
1 + |x|d

dx = 0

lim
R→∞

∫
B(0,2R)\B(0,R)

|∇u(x)|
1 + |x|d−1

dx = 0,∫
Rd

|∆u(x)|
1 + |x|d−2

dx <∞,

zachodzi u = −U∆u.

(13) Udowodnij (u±redniaj¡c po promieniu) trzeci wzór Greena dla Rd.
Wskazówka: Wystarczy przecaªkowa¢ trzeci wzór Greena dla kuli B(0, r) wzgl¦dem
promienia r ∈ [R, 2R].



Rozwi¡zania

(1) Zauwa»my wpierw, »e gdy |y| 6 2R, to∫
B(0,R)

U(x− y)dx 6
∫
B(y,R+|y|)

U(x− y)dx

=

∫
B(0,R+|y|)

U(z)dz = C1(R + |y|)2 6 9C1R
2.

Ponadto gdy |y| > 2R, zachodzi∫
B(0,R)

U(x− y)dy 6 C2(|y| −R)2−d|B(0, R)|

= C3R
d(|y| −R)2−d 6 C3R

d(|y|/2)2−d.

W obu przypadkach istnieje C4 (zale»¡ce od R) takie, »e prawa strona nie prze-
kracza C4/(1 + |x|d−2).
Przypu±¢my, »e µ jest miar¡ nieujemn¡. Powy»sze oszacowanie dowodzi, »e

caªka iterowana
∫
Rd

∫
B(0,R)

U(x − y)dxµ(dy) jest sko«czona. Na mocy twierdze-

nia Fubiniego mo»na zatem zamieni¢ kolejno±¢ caªkowania: caªka
∫
B(0,R)

Uµ(x)dx

jest sko«czona � i przede wszystkim funkcja podcaªkowa jest sko«czona prawie
wsz¦dzie.
Przypadek miar znakowanych rozwa»a si¦ przez rozbicie miary µ na cz¦±¢ do-

datni¡ i ujemn¡.

(2) Liczymy:

∂jU(x) =
1

(d− 2)ωd

∂j[(|x|2)1−d/2] = − 2

ωd

(|x|2)−d/2∂j[|x|2] = − xj
ωd|x|d

,

∇U(x) = − x

ωd|x|d
,

∂2jU(x) = − 1

ωd|x|d
+

d · x2j
ωd|x|d+2

,

∆U(x) = − d

ωd|x|d
+

d|x|2

ωd|x|d+2
= 0.

(3) Ustalmy x0. Aby móc ró»niczkowa¢ Uµ(x) =
∫
Rd µ(x − y)U(y)dy pod zna-

kiem caªki, wystarczy sprawdzi¢, »e w pewnym otoczeniu x0 pochodne cz¡stkowe
pierwszego i drugiego rz¦du funkcji µ(x− y)U(y) wzgl¦dem zmiennej x s¡ ograni-
czone przez pewn¡ caªkowaln¡ funkcj¦ zmiennej y. Tym ograniczeniem mo»e by¢
C1B(0,R+|x0|)(y)U(y), gdzie C jest wspólnym ograniczeniem na pochodne cz¡st-
kowe pierwszego i drugiego rz¦du funkcji µ, za± R jest tak du»e, »e µ(x) = 0 gdy
|x| > R.

(4) Tym razem chcemy ró»niczkowa¢ Uµ(x) =
∫
Rd\D U(x − y)µ(dy) pod znakiem

caªki gdy x ∈ D � wiemy ju» bowiem, »e ∆U(x − y) = 0 dla x ∈ D, y ∈
R

d \ D. Jak ju» policzyli±my, pochodne cz¡stkowe pierwszego i drugiego rz¦du
funkcji U(x) s¡ ograniczone przez odpowiednio C1|x|1−d oraz C2|x|−d. Je±li wi¦c
x0 ∈ D, B(x0, 2r) ⊆ D, to dla x ∈ B(x0, r), y ∈ Rd \ D pochodne cz¡stkowe
U(x − y) wzgl¦dem zmiennej x s¡ ograniczone przez C1r

1−d (pierwszego rz¦du)
oraz C2r

−d (drugiego rz¦du). To wystarcza do ró»niczkowania pod znakiem caªki
(tak, jak przy caªce wzgl¦dem miary Lebesgue'a: korzystamy z de�nicji pochodnej,



twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej i twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci
ograniczonej).

(5) Niech x0 ∈ D, B(x0, 2r) ⊆ D. Mo»na rozbi¢ µ na sum¦ dwóch miar, jednej
o g¦sto±ci µ1(x) klasy C2 i o zwartym no±niku (zde�niowanej jako µ1(x)dx =
ϕ(x)µ(dx) dla ϕ klasy C2 równej zero poza B(x0, 2r) i jeden w B(x0, r)), drugiej
równej zero w B(x0, r) (zde�niowanej jako µ2(dx) = (1 − ϕ(x))µ(dx). Pozostaje
zastosowa¢ wyniki poprzednich dwóch zada«.

(6) ...

(7) Przypadek x = 0 jest ªatwy, rozwa»my wi¦c x 6= 0. Niech x∗ = r
|x|2x. Zachodzi

|x|2|x∗ − y|2 = r2 + |x|2|y|2 − 2r2x · y = |y|2|x− y∗|2,

zatem

( r
|x|)

d−2U(x∗, y) = ( r
|x||x∗−y|)

d−2 = ( r
|y||x−y∗|)

d−2 = ( r
|y|)

d−2U(x, y∗).

W szczególno±ci GD(x, y) = GD(y, x). Ponadto gdy |y| = r, to y = y∗ i wobec
tego U(x, y∗) = U(x, y), sk¡d GD(x, y) = 0. Zachodzi wreszcie

∇yGD(x, y) = ∇yU(x, y)− rd−2

|x|d−2
∇yU(x∗, y)

=
1

ωd

x− y
|x− y|d

− 1

ωd

rd−2(x∗ − y)

|x|d−2|x∗ − y|d

=
1

ωd

x− y
|x− y|d

− 1

ωd

rd−2|x|2(x∗ − y)

|y|d|x− y∗|d

=
1

ωd

x− y
|x− y|d

− 1

ωd

rd(x− (|x|/r)2y)

|y|d|x− y∗|d
.

Gdy |y| = r, to y∗ = y, a wi¦c

∇yGD(x, y) = − 1

ωd

(1− (|x|/r)2)y
|x− y|d

,

sk¡d

y · ∇yGD(x, y) =
1

ωd

r2 − |x|2

|x− y|d
= rPD(x, y).

(8) Rozwa»my 0 < s < r. Naszym celem jest wykazanie, »e j¡dro Poissona PB(0,r)(x, z)
rozszerzaj¡ si¦ do funkcji holomor�cznych zmiennej x i zastosowanie twierdzenia
Morery do wykazania holomor�czno±ci caªki z j¡dra Poissona opisuj¡cej funkcj¦
harmoniczn¡ u.
Funkcja η(x) = x21 + x22 + . . . + x2d jest holomor�czn¡ funkcj¡ x1, x2, . . . , xd.

Oczywi±cie |η(x)| 6 |x|2. Ponadto je±li |Rex| > r − s oraz | Imx| < 1
2
(r − s), to

|η(x)| > Re η(x) > |Rex|2 − | Imx|2 > 1
2
(r − s)2.

Oznacza to, »e rodzina funkcji holomor�cznych ψz(x) = (r2−η(x))(η(x−z))−d/2

jest poprawnie okre±lona, gdy z jest wektorem rzeczywistym speªniaj¡cym |z| = r,
za± x jest wektorem zespolonym takim, »e |Rex| < s, | Imx| < 1

2
(r − s) (bowiem

wtedy |Rex − z| > |z| − |Rex| > r − s, a wi¦c Re η(x − z) > 0). Ponadto
|ψz(x)| 6 (r2 + |η(x)|)/|η(x− z)|d/2 6 2d/2(r2 + 2r2)/(r − s)d.



Z twierdzenia Fubiniego, twierdzenia Morery i lematu Osgooda wynika zatem,
»e je±li u jest ograniczona na ∂B(0, r), to funkcja ϕ(x) =

∫
∂B(0,r)

ψz(x)u(z)σ(dz)

jest holomor�czn¡ funkcj¡ x w obszarze |Rex| < s, | Imx| < 1
2
(r − s).

Zauwa»my, »e je±li x jest rzeczywistym wektorem, to ψz(x) = PB(0,r)(x, z0/(ωdr).

Je±li wi¦c u jest ci¡gªa w B(0, r) oraz harmoniczna w B(0, r), to dla rzeczywistych
wektorów x ∈ B(0, r) zachodzi u(x) = ϕ(x)/(ωdr). Zatem w istocie u jest anali-
tyczna w B(0, s) dla dowolnego s ∈ (0, r). Oczywi±cie zamiast kuli B(0, r) mo»na
rozwa»a¢ kul¦ o dowolnym ±rodku, a st¡d ju» wynika teza zadania.

(9) Wiemy ju», »e je±li u jest harmoniczna wD orazB(x, r) ⊆ D, to σ(∂B(x, s))u(x) =∫
B(x,s)

u(y)σ(dy) dla dowolnego s ∈ (0, r]. Caªkuj¡c obie strony równo±ci wzgl¦-

dem s ∈ (0, r], otrzymujemy |B(x, r)|u(x) =
∫
B(x,r)

u(y)dy.

(10) Z twierdzenia Fubiniego wynika, »e gdy B(x, 2R) ⊆ D, to zgodnie ze wskazówk¡∫
B(x,2R)

u(y)ϕ(|x− y|)dy =

∫
B(x,2R)

∫ 2R

|x−y|
u(y)(−ϕ′(r))drdy

=

∫ 2R

R

(−ϕ′(r))
(∫

B(x,r)

u(y)dy

)
dr

= u(x)

∫ 2R

R

(−ϕ′(r))|B(x, r)|dr,

czyli w zbiorze D2R = {x ∈ D : dist(x, ∂D) > 2R} funcja u jest równa splotowi
u oraz funkcji klasy C∞ o zwartym no±niku. Ró»niczkuj¡c pod znakiem caªki,
wnioskujemy, »e u jest klasy C∞ w D2R. Wobec dowolno±ci R, f jest klasy C∞

w D.
Przypu±¢my, »e 0 ∈ D oraz »e u jest klasy C2 w otoczeniu 0. Ze wzoru Taylora

wynika, »e

u(x) = u(0) +
d∑

i=1

xi∂iu(0) +
1

2

d∑
i,j=1

xixj∂iju(0) + o(|x|2)

gdy |x| → 0. Wobec tego

1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

u(x)dx = u(0) +
1

|B(0, r)|

d∑
i=1

∂iu(0)

∫
B(0,r)

xidx

+
1

2|B(0, r)|

d∑
i,j=1

∂iju(0)

∫
B(0,r)

xixjdx+ o(r2).

Skªadniki pierwszej sumy po prawej stronie s¡ równe zero. Podobnie wszystkie
skªadniki drugiej sumy si¦ zeruj¡, z wyj¡tkiem tych, dla których i = j. St¡d

1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

u(x)dx = u(0) +
1

2|B(0, r)|

d∑
i=1

∂iiu(0)

∫
B(0,r)

x2i dx+ o(r2).

Z symetrii wynika, »e∫
B(0,r)

x2i dx =
1

d

∫
B(0,r)

|x|2dx =
ωd

d

∫ r

0

sd+1ds =
ωdr

d+2

d(d+ 2)
=
r2|B(0, r)|
d+ 2

.



Otrzymujemy wi¦c

1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

u(x)dx = u(0) +
r2

2(d+ 2)
∆u(0) + o(r2),

czyli

∆u(0) = lim
r→0+

2(d+ 2)

r2

(
1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

u(x)dx− u(0)

)
.

W przypadku gdy u ma wªasno±¢ warto±ci ±redniej, prawa strona jest oczywi-
±cie równa zero, zatem ∆u(0) = 0. Rozwa»aj¡c funkcj¦ u(· − x) zamiast u(·)
otrzymujemy ∆u(x) = 0 dla dowolnego x ∈ D.

(11) Je±li u ma w x maksimum lokalne, to dla y z pewnej kuli B(x, r) zachodzi
nierówno±¢ u(y) 6 u(x). Z drugiej strony

∫
B(x,r)

u(y)dy = |B(x, r)|u(x), czyli∫
B(x,r)

(u(x) − u(y))dy = 0. Caªka z ci¡gªej funkcji nieujemnej jest zerem wtedy

i tylko wtedy, gdy funkcja ta jest stale równa zero, zatem u(y) = u(x) dla
y ∈ B(x, r). Z analityczno±ci funkcji u wynika, »e u jest staªa na caªym D: zbiór,
na którym szereg pot¦gowy u ma wszystkie wspóªczynniki równe zero, jest za-
równo domkni¦ty (z ci¡gªo±ci u i jej pochodnych), jak i otwarty (z analityczno±ci)
w topologii wzgl¦dnej w D).

(12) Zgodnie ze wskazówk¡, na mocy wªasno±ci warto±ci ±redniej, |B(x, r)|(u(x)−a) 6
|B(y, |x−y|+r)|(u(y)−a), czyli u(x)−a 6 (|x−y|/r+1)d(u(y)−a). Przechodz¡c
do granicy z r →∞ otrzymujemy u(x)− a 6 u(y)− a, czyli u(x) 6 u(y). Skoro
x i y s¡ dowolne, funkcja u musi by¢ staªa.

(13) Caªkuj¡c trzeci wzór Greena zgodnie ze wskazówk¡, otrzymujemy (gdy |x| < R)

u(c) =
1

R

∫ 2R

R

(
−
∫
B(0,r)

U(x, y)∆u(y)dy

+

∮
∂B(0,r)

(U(x, z)∇u(z)− u(z)∇yU(x, z)) · nzdz

)
dr

= −
∫
B(0,2R)

U(x, y)∆u(y) min{1, 2− |x|
R
}dy

+
1

R

∫
B(0,2R)\B(0,R)

(U(x, z)∇u(z)− u(z)∇yU(x, z)) · z
|z|dz.

Dla ustalonego x oraz z ∈ B(0, 2R)\B(0, R) zachodzi U(x, z)/R 6 C/(1+ |z|d−1)
oraz |∇yU(x, z)|/R 6 C/(1+ |z|d). Przechodz¡c do granicy gdy R→∞ i stosuj¡c
twierdzenie Lebesgue'a o zbie»no±ci ograniczonej, otrzymujemy tez¦.


